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315. — Com’è noto dal Calcolo differenziale si chiama equazione diffe 
renziale ogni equazione che contiene le derivate o i differenziali di uno o 
più ordini di una o più funzioni, sia che essa contenga o no le funzioni 
stesse e le variabili indipendenti. 

Nel caso poi che di variabili indipendenti non ve ne sia che una, l’equa- 
zione viene detta equazione differenziale ordinaria, e nel caso che le varia- 
bili indipendenti siano più di una l’equazione viene detta a derivate parziali 
o adifferenziali totali secondo che contiene le derivate parziali o i differen- 

| ziali totali delle quantità che si considerano come funzioni delle variabili in- 
‘“ dipendenti; e in ogni caso l’ordine della derivata o del differenziale più alto 


Fa si dice l'ordine della equazione differenziale. 


A L’equazioni differenziali che ordinariamente si considerano sono nello 
AL 


x stesso numero delle funzioni che vi entrano, e quando vi è più di una fun- 


Vi zione, il sistema di equazioni differenziali che allora si ha vien detto sistema 


> di equazioni differenziali simultanee. 

K L’equazioni differenziali sì ordinarie che a derivate parziali si presentano 
3 continuamente nelle questioni di geometria, di meccanica, fisica, ecc. S°in- 
È tende subito per es. che quando si abbiano da trovare curve piane o gobbe 
: che abbiano date proprietà relative alle tangenti o alle normali, o ai raggi di 

_ curvatura o al piano osculatore ecc. bisognerà trovare le equazioni in ter- 
‘© mini finiti che dànno origine a certe equazioni differenziali ordinarie del 
primo ordine, o del secondo ecc., e quando si abbiano da trovare superficie 
- dotate di proprietà speciali relative ai piani tangenti o alle normali, o alle linee 
o al raggi di curvatura ecc. ... bisognerà trovare le equazioni che dànno ori- 
gine a certe equazioni a derivate parziali del primo, o del secondo ordine ecc..., 
. talchè anche tenendo conto soltanto delle applicazioni geometriche, chiaro 


Cale. integr. 30 
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apparisce come lo studio delle equazioni differenziali sì ordinarie che a deri- 
vate parziali, specialmente dal lato della ricerca delle equazioni in termini 
finiti che loro dànno origine colla differenziazione, presenta una importanza 
grandissima. 

Noi prenderemo perciò ad esporre le parti principalissime della teoria della 
integrazione delle equazioni differenziali, occupandoci però, almeno per ora, 
soltanto delle equazioni differenziali ordinarie, e fra queste più specialmente 
di quelle che contengono una sola funzione per modo che si abbia da consi- 
derare una sola equazione. 

316. — Incominciamo perciò dal ricordare che per quanto si vide nel cal- 
colo differenziale una equazione differenziale ordinaria dell’ ordine 2 


dy d° d" MEA: i 
(1) f(20,% gr 0 o f(2,Y,Y,Y ,-,4")=0, 


dove x è la variabile indipendente e y è la funzione, può provenire dalla 
eliminazione di » costanti arbitrarie fra la equazione primitiva F(x,y)=0, 
che lega x ed y, e le prime » equazioni che si deducono da questa colla deri- 
vazione immediata; e per questo (tenendo conto anche di quanto si disse ai 
$$ 179 e seg. [ pag. 244 e seg.] del Calcolo differenziale, e volendo fissare 
qualche cosa per la natura e pel modo di figurare delle costanti nell’ inte- 
grale) si dice inversamente che una equazione 


(2) Ù F (x ,Y 30,03, O,)=0, 


che contiene n costanti arbitrarie, è l’antegrale generale di una equazione 
differenziale data (1) quando per qualunque sistema di valori di queste costanti 
definisce una funzione y che soddisfa alla equazione (1) stessa, e le. costanti 
vi figurano in modo che si possano sempre assegnare loro valori tali che la 
funzione y ora indicata e le sue prime n — 1 derivate y°,y”;...,y7” prendano 
valori dati ad arbitrio %0,%Y0,%%0,--Y7® quando si dà un valore x, qua- 
lunque alla variabile indipendente x; ammettendo però che questa arbitrarietà 
di %0,Yo,Yo,Yo,,YST" possa avere una limitazione nel senso che queste 
quantità considerate come variabili indipendenti possano prendersi arbitraria- 
mente sì, ma soltanto in certi campi determinati ad n+1 dimensioni. 

Più propriamente sì dice entegrale generale di una equazione differenziale 
(1) una funzione y che, pei valori di x in un certo intervallo nel quale viene 
preso arbitrariamente un punto «, soddisfa alla equazione stessa (1), e per 
x=%, SÌ essa che le sue derivate prendono i valori dati arbitrariamente 
Yor YorY'oxY$7; ma — intendendo che col dare il nome d’integrale ge- 
nerale anche a una equazione come la (2) non si debba avere riguardo altro 
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che al fatto che il valore di y da essa definito soddisfa a tutte queste condi- 
zioni —, può benissimo, come poc'anzi dicemmo, chiamarsi integrale generale 
della equazione (1) anche la equazione (2). 

Con questa definizione, la dimostrazione della esistenza e della unicità 
dell’integrale generale di una equazione differenziale (1) si fa in modo per- 
fettamente rigoroso tutte le volte che sono soddisfatte certe condizioni speciali 
pochissimo restrittive, rispetto alla equazione stessa; e noi riservandoci di 
fare questa dimostrazione nel capitolo seguente, l’ammetteremo intanto come 
fatta senz’ altro. 

Osserveremo quindi, per quanto in sostanza questo pure sia già stato 
detto nel $ 182 (pag. 249 e seg.) del Calcolo differenziale, che quando si sia 
trovata una equazione come la (2) che definisca una funzione y della x e delle 
costanti arbitrarie ©, ,C;,..., ©, in un dato campo a x+1 dimensioni relativo 
a queste quantità, e sia tale inoltre che il valore di y da essa definito soddisfi 
alla equazione data (1) qualunque siano le costanti, allora la stessa equazione 
(2) si potrà considerare come l’integrale generale della (1) tutte le volte che 


SU RR role altr 
essa e le sue prime »-1 equazioni derivate totali FEO RIAE du TEA: 
ni e o e RR dine Da Ire: 
de = bt) + dy i 2 FRE Vgge 0 iran determinino le 


costanti C,, C,,...,C, in funzione di x,Y,Y ,%°,...,4"7® per mezzo di equa- 
zioni della forma 


Di (x Uri yess Ye) a C,, 
(3) Pr (2, Y ) Yy ’ y' per) Usi) cr C,, 


Vu. 


CERRO RO I) A AO 


e ciò per qualunque sistema di valori di queste quantità ,%,9",47,.., y®7® 
in un dato campo ad n+1 dimensioni. 

In questo caso infatti attribuendo valori speciali qualsiansi x, Yo 3 Y0,%o 
YI alle quantità x,Y,Y ;y ,-..,y7” in questo campo, se ne dedurranno 
sempre dei valori corrispondenti per C,,0s,...,C,, e ponendo nella equazione 
(2) per C,, C:,...,C, i valori così trovati espressi per x, Yo; Yo, Yo: YUE, 
la (2) stessa prenderà la forma 


(4) RO ORO TIRO KO BIT OA) PAT 


e questa almeno ordinariamente — come ad esempio quando siano soddisfatte 
(il che appunto il più spesso avverrà) le solite condizioni della teoria delle 
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funzioni implicite del Cap. XIII ($$ 149 e seg. [pag. 200 e seg.]) del Calcolo 
differenziale — darà Y=4(%,%0,Y0:Y0,Y 0,4"), essendo + una funzione 
speciale che godrà della proprietà che il valore di y e quelli che da essa, come 
dalle (3) (4), se ne dedurranno per y,y”,..., #7? si ridurranno a Y03Y03Y 01e++3Y6 
per x =; e questa funzione y, a causa della unicità che, come abbiamo detto, 
dimostreremo fra breve per l’integrale generale, sarà appunto questo integrale. 

In particolare dunque se la equazione data (1) è quella del prim'ordine 
f(€,Y,Yy)=0, ogni equazione F(x,y,C)= 0 contenente una costante ar- 
bitraria e tale che il valore y che essa definisce soddisfi alla ‘equazione data 
qualunque sia la costante C, corrisponderà all’integrale generale quando essa 
possa considerarsi anche come una equazione che definisce la costante O in 
funzione di x e y con una equazione della forma 6(x,y)=C, e la equazione, 
F(e,y,(%0;Y))=0 che ne conseguirà definisca una funzione y della x 
che per x=%, diviene uguale a 7, ecc. 

E in questo caso anche la equazione e(2,y) = 0 (7,9%) = (0, Yo) 


È | ; I dp .. 
potrà considerarsi come l'integrale generale quando, per essere > diverso 
(o 


da zero nel punto (x, yo) ecc., definisca una funzione y della x che per x =% 
diviene uguale @ yo. 

317. — Inoltre osserveremo che, secondo quanto si disse ai citati $$ 182 e 
seg. del Calcolo differenziale, se la (2) è l’integrale generale della (1), l’elimina- 
zione delle costanti C,,Cs,..., C, fra essa e le sue prime n equazioni derivate 

a 2 3 | 
ca =04 di a na —=0 riprodurrà l’equazione RIRFORZIAO data (1) 
o una equazione che ne sia conseguenza, e ciò in qualunque modo questa eli- 
minazione si faccia; e quando dalla equazione integrale (2) non si vogliano 
eliminare che 2 costanti C, , C, ,...,C;, allora basterà fare l’eliminazione fra la 


(2) stessa e le equazioni che si ottengono da questa colle prime è derivazioni 
dF d° F d' E i TRE 
IAT DA di DES ge e qualunque sia la via che sì tiene per giun- 


gere a fare l’eliminazione si arriverà sempre ad una stessa equazione 


(#) Il caso in cui la formola (4) e quindi il valore @(x,%01%01U 01% 01603 Yo!) 
che se ne ricaverà per y non contengano una o più delle quantità %0 1% 03% 07% Yo) 
non potrà presentarsi, perchè altrimenti il valore di y che si dedurrebbe da queste 
formole e quelli di y°,gy",...,y%- che si dedurrebbero dalle equazioni ottenute colla 
derivazione, per xe=%x} invece di ridursi. a.y=yg Usyvi = ui 
senz'altro, risulterebbero perfettamente fissi e determinati o espressi per quelli fra 


essi che non mancassero nella (4), e quindi non sarebbero più del tutto arbitrarii 
e indipendenti, 
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0 (21Y YU 33Y 04130423 0) } che ‘conterrà le rimanenti n -? co- 
stanti arbitrarie C;41, C;42,:++ On; 0 almeno ad equazioni che saranno con- 
seguenza l’una dell'altra. 

318. — Essendo ora la equazione (2) l’integrale generale della equazione 
data (1), se (come dicemmo pure nel Calcolo differenziale ai paragrafi citati) 
colla differenziazione ripetuta n — 1 volte si eliminano »—1 costanti arbi- 
trarie in modo che resti una volta la costante C,, una volta la costante C...., 
e una volta la costante C,, si otterranno così n equazioni della forma 


Oi Ca) 01 


Queste n equazioni differenziali che contengono ciascuna una costante 
sola, e contengono ciascuna la derivata di ordine n — 1 (©, pur potendo o no 
contenere anche le funzioni e le derivate di ordine inferiore, e che in so- 
stanza corrispondono alle (3), si dicono 2niegrali primi o di primo ordine 
dell'equazione data, ed il loro insieme costituisce il sistema degli integrali 


primi. 
Similmente se fra la (2) e le sue prime n —2 equazioni derivate si elimi- 
LO n(n-1) vivi 
nano n - 2 costanti, si otterranno evidentemente 5° equazioni differen- 


ziali tutte dell’ordine n —2 che conterranno ciascuna due costanti arbitrarie 

e che sì diranno ?ntegrali secondi 0 del secondo ordine della equazione data; 

ed in generale se fra la (2) e le prime sue »n—? equazioni derivate si elimi- 

n(n-1)...(n-%+1) 
Dida 

ziali tutte di ordine 7 —? che conterranno ciascuna costanti arbitrarie e 


nano 72—? costanti, si otterranno equazioni differen- 


che si diranno entegrali di ordine i dell'equazione data, per modo che si 


avranno 7 integrali primi o del prim’ ordine, sro integrali del secondo 
e. nn-1l)(n-2 n(m_-1)...(n-%+1) las 
ordine, PIA del terzo ,..., RIA dell’ ordine ?°, ed 


uno dell’ordine n°, il quale non sarà altro che l'integrale generale stesso. 


(#) Ciascuna delle equazioni (5) che ha una sola costante arbitraria dovrà con- 
tenere la derivata di ordine n—1, cioè dovrà essere necessariamente di ordine n—1, 
perchè altrimenti se risultasse di ordine inferiore, essa darebbe luogo a un suo in- 
tegrale generale con meno di » costanti arbitrarie che non potrebbe combinare col- 
l’integrale generale della (1) che deve avere n costanti arbitrarie. 

Così gli integrali secondi devono necessariamente contenere tutti la derivata 
d’ordine n —2, quelli del terz’ordine dovranno contenere tutti la derivata d’ordine 
n_-3, ecc. 


COMO BE 


319. — Si deve poi osservare in generale che se con un processo qualunque 
si giunge ad una equazione differenziale dell’ordine n —@ 


(6) B0,Y,Y 34 309,030, 0,)=0 


che contenga ? costanti arbitrarie, e per la quale la (1) sia soddisfatta, po- 
tremo. riguardarla come un integrale dell’ordine è tutte le volte che questa 
equazione, unita alle 2 - 1 che se ne deducono con 2-1 derivazioni succes- 
sive, determini le costanti C,,0,,...,C; in funzione di «,Y,Y,Y7,..., 47) 
per mezzo di è equazioni della forma delle prime è delle (3). 

In questo caso infatti, valendosi di queste 2 equazioni le indicate ? costanti 
C,, 03, ..., 0; possono esser determinate in modo che' per =, le quantità 
Y:;Y ,Y" ,...:y97® prendano valori qualunque %0,Y03%03---3457; e poichè se 
F,(2,Y, C1;072,:::340"n-1301902,:-:C;)=0 è l'integrale generale della (6), si 
possono determinare tutte le costanti C',,C',...,0,_; in modo che per x=% 
164,4 47, yi abbiano ancora 1 valori. Y0,40,Uo0,, Uva Ono 
chiaramente che questa equazione Fi (2,Y,07,073---3C"n-1301302--+,0;)= 0 
sarà anche l’integrale generale della (1) e perciò la (6) sarà un integrale del- 
l'ordine 2 della stessa equazione. 

320. — Osservando dunque che se di una equazione differenziale data (1) 
si hanno & integrali primi 


D(X,Y,Y, UR Saleed soa: Ci) e 0, Lo(£, Y, Yy sp JRE) Cana Co) dr 0 E, Dr (C,Y, YI 1 YI CA ua 0 


e fra questi si eliminano le X — 1 derivate di ordine più alto yl!D, y@®72... gb), 
sì giunge a una equazione della forma 0, (1,4,%",%7,...,47%,C1,03,-.:40x)=0, 
sì può ora evidentemente concludere che, se fra % integrali primi di un’equa- 
zione differenziale dell’ordine 7 si eliminano le X—1 derivate di ordine più 
alto y% 7 y@®-9....,y@ +! si giungerà sempre ad un integrale dell’ordine %; 
ed in particolare quindi se st arriverà a conoscere gli n integrali primi di 
un'equazione differenziale dell'ordine n, eliminando fra essi le n-1 derivate 
che vi compariscono si otterrà l’integrale generale. 

Similmente se per la (1) si conosceranno n —1 integrali di second’ordine 
distinti, eliminando fra essi le n - 2 derivate y',y",...,y%7? che vi compari- 
scono si otterrà l’integrale generale; e in generale per ottenere l'integrale 
generale di una equazione differenziale basterà arrivare a conoscere n—-i+1 
suo integrali distinti di ordine è e eliminare fra essi le derivate che vi 
compariscono Y ,Y' ,...,YyP9T®. 

In particolare quindi si può affermare che conoscendo due integrali primi 
distinti di una equazione differenziale del second’ordine, basta eliminare fra 
essi la derivata prima per avere l’integrale generale; e conoscendo i tre in- 
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tegrali primi o due integrali secondi di una equazione differenziale del terzo 
ordine, basta eliminare fra i tre primi le derivate prima e seconda, o fra i 
due secondi la derivata prima per ottenere il suo integrale generale, ecc. 

321. — Aggiungiamo infine che ogni equazione speciale F,(x,y)=0 
comunque trovata, — che sa un integrale di una equazione differenziale (1) 
in quanto definisce una funzione y che soddisfa a questa equazione (1), ma 
non sta l’integrale generale —, quando si possa ricavare anche da questo 
integrale dando valori particolari a tutte o ad alcune delle 7 costanti che in 
essa figurano si chiama entegrale particolare. 

E quando, come pure talvolta avviene, una tale equazione F,(2,y)=0 
non corrisponda nò all’integrale generale nè a un integrale particolare, pure 
essendo ancora un integrale della equazione data (1) in quanto soddisfa a 
questa equazione, allora essa si dirà una soluzione singolare della stessa equa- 
zione (1). Queste soluzioni singolari però non sempre esistono. 


=———___0-0-@ 00-06 _ 


XIX. 


Esistenza e unicità dell'Integrale generale delle equazioni differenziali: 


Caso della equazione y=f(£, 7%). 


322. — Esposte le considerazioni generali del Capitolo precedente, passiamo 
a trattare una questione che è fondamentale per la teoria delle equazioni 
differenziali, quella cioè dei casi di esistenza e al tempo stesso di unicità del- 
l'integrale generale delle equazioni differenziali, incominciando da quelle del 
prim’ ordine. 

Prenderemo perciò a considerare la equazione differenziale 


(1) y=f(0,9), 


per la quale ci limiteremo ad esaminare il caso in cui la funzione f(2,y) sod- 
disfi alle due condizioni seguenti: 

1.° sia finita e continua in ogni punto di un certo campo © a due va- 
riabili < e y, nell’interno del quale, o anche, in determinati casi, sul con- 
torno, sceglieremo ad arbitrio un punto qualsiasi (20, Yo). 

2.° sia tale che, per ogni valore speciale di x corrispondente a punti di 
quel campo e pei valori y e y+% di y comunque presi, ma tali che i punti 
(x,y) e (c€,y+2) con è compreso fra 0 e % (kK incl.) appartengono al campo 


stesso, il rapporto incrementale ir E relativo alla variabile y 


sia sempre numericamente inferiore a un numero finito e positivo A; ciò 
che, nei casì ordinarii della esistenza della derivata parziale rispetto ad y di 


f(x,y), avverrà sempre quando questa derivata SH , oltre ad esistere in ogni 


dY 


punto di C, sarà anche sempre numericamente inferiore ad 4. 
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E ammettendo che nel campo © la funzione f(x,y) soddisfi a queste due 
condizioni, osserveremo per prima cosa che a causa della prima condizione 
la funzione stessa in quel campo rimarrà sempre numericamente inferiore a 
un certo numero positivo e finito L, e per ogni numero positivo e arbitraria- 
mente piccolo dato o sarà possibile determinare un piccolo rettangolo di lati 
eo ® e tale che, dovunque si ponga questo rettangolo nel campo © coi lati e, 
e e paralleli agli assi x e y, le oscillazioni della funzione nello stesso rettan- 
golo, o nella parte di esso che sarà contenuta in C, siano sempre inferiori a 0. 

Prenderemo poi un campo rettangolare C, tutto contenuto in C e coi lati 
paralleli agli assi x e y, che abbia il punto (2%, Yo) Su uno dei suoi lati verticali 
o nell’interno e situato sulla retta parallela all’asse delle x che divide per metà 
il rettangolo, per modo che se 2a è la lunghezza dei lati orizzontali e 20 quella 
dei lati verticali, pei punti (2, y) di questo rettangolo la y sia compresa fra y,—-d 
e Yo+d cioè sia sempre |Yy-%|<d, e la x sia compresa fra 2, — 4, € 20+0, 
essendo a, e a, numeri positivi dei quali uno potrà anche essere zero e la 
cui somma sia 2a (). 

E supporremo che questo rettangolo C, oi numeri a, ,a, e d siano presi 
in modo che i prodotti a, L e a, L siano ambedue inferiori a d; e questo 
potrà sempre farsi ingrandendo sufficientemente, quando sia possibile, il ret- 
tangolo C, nel senso parallelo all’asse delle y (cioè ingrandendo 5), o altrimenti 
restringendolo nel senso dell’asse delle x, cioè impiccolendo a, 0 a, tanto da 
far sì che i prodotti aL e a$L siano ambedue inferiori a bd. 

Poste le indicate condizioni per f(x,y) nel campo € e determinati così i 
numeri a, , 4, e d, noi dimostreremo che esiste sempre una e una sola funzione 
y della x nell’intervallo (x0—@, x0+@) che è finita e continua insieme alla 
sua derivata prima y°, soddisfa alla equazione data (1) e per €=, prende 
il valore yo, ciò che equivale appunto a dire che sotto le indicate condizioni 
esiste sempre l'integrale generale della equazione stessa (1) e questo integrale 
è unico; o in altri termini che gl: integrali y di una equazione data (1) che 
soddisfa alle condizioni indicate esistono e sono perfettamente individuati 
dal loro valore iniziale y, în un punto x. 

323. — Per giungere alla dimostrazione di questo teorema che è fonda- 
mentale nella teoria delle equazioni differenziali esporremo prima le consi- 


(* La condizione che il campo rettangolare C, sia tutto contenuto in C porterà 
ordinariamente che il punto (x,y) debba essere preso nel? interno di C; ma po- 
tendo avvenire che i contorni di C e di C, abbiano alcuni punti o parti comuni, 
non resta escluso che in certi casi, a seconda della forma del contorno di C, il 
punto stesso (x, 1%) possa anche essere preso su parti di questo contorno (di C). 
E quando così si faccia uno dei due numeri a, 04, dovrà essere zero, 
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derazioni seguenti che sono relative al caso in cui l’esistenza dell’integrale 
è nota, e corrispondono in fondo a proprietà fondamentali di questi integrali. 

Intendendo perciò che x debba variare nell’intervallo da x, — @, a X0+ 0, € 
ammettendo che in questo intervallo (x — @,, %0 + 42), 0 in una porzione di 
esso (20 —-@1,%0+ 4) che comprende il punto «, sia nota la esistenza di un 
integrale y=y(x) della equazione data (1), che prende il valore y per X= x 
ed è tale che pei valori di x compresi nell'intervallo che si considera i punti 
(x, y(x)) vengano a cadere sempre nel campo C, o almeno nel campo ©, 
osserviamo che la derivata di questo integrale sarà la funzione f(2,y(2)) 
che sarà finita e continua; e quindi indicando con $ un punto generico 
dell’intervallo nel quale l'integrale è conosciuto, avremo la formola 

È 
(2) YO -Y= | f(@:4(0)) de. 
Lo 

Ne segue che se immaginiamo scomposto l’intervallo (x,é) da 2 a é in 
intervalli parziali è,,02,..-,0s y::, n Coi punti di divisione ly Try Day, 
Cs Ls 3°++) Cn-1, é, intendendo che la scomposizione sia fatta con una legge 
qualsiasi, e che il loro numero debba poi crescere oltre ogni limite impicco- 
lendo al tempo stesso ciascuno di essi indefinitamente e sempre con leggi. 
qualsiansi, avremo anche 


y(0-v=limY d.f(4,14.), 
essendo x, un valore qualsiasi compreso fra «,_, 0 x, (questi estr. incl.) e 


y, il valore di y(x) nel punto x,; e prendendo per semplicità x,=@;_1 po- 
tremo scrivere anche 


(3) y (6) )-%=lim Y è, F(X); 


indicando in generale con y, il valore di y(x) nel punto «,. 

324. — È questa una formola che, nel caso della esistenza dell’integrale, 
viene in certo modo spontaneamente dalla definizione degli integrali definiti 
che abbiamo data al Cap. I, ed è appunto e solo per questo che abbiamo 
voluto darla, giacchè per quello che segue avremmo anche potuto tralasciare 
di trovarla con questo processo, e del resto la ritroveremo anche fra breve (*); 


#) Il processo che ci ha condotto alla formola (3) mostra che essa vale anche 
nel caso in cui f(x,Y) non sia continua, bastando che f(x,y(x)), risulti finita e atta 
alla integrazione da x, a £. Lo stesso poi potrebbe farsi risultare anche dal processo 
col quale ritroveremo la stessa formola (3) fra breve, bastando per questo osservare 
che la somma d; {f(s , ys) — f(2s-1,Y s1)} diverrà sempre arbitrariamente pic- 
cola all’impiccolire indefinito delle è; anche se f (x,y) non sarà continua, quando 
f(2,Y(x)) sia finita e atta alla integrazione fra x, e É. 
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ma essa non potrebbe servire al calcolo dell’ integrale quando — pur sapendosi 
che esiste — questo non è già conosciuto, perchè nel suo secondo membro fi- 
gurano i valori y,_; che allora sono ignoti alla pari dell’ integrale. 

Conviene perciò alla formola stessa sostituirne un’altra, e per questo, 
facendo del tutto astrazione dalle considerazioni precedenti, ma ammettendo 
sempre per ora di sapere che l'integrale esiste ed è una funzione y (x) per 
la quale, come supponemmo sopra, il punto (2 ,y(x)) cade nel campo ©,, o 
almeno nel campo ©, finchè x è nell’intervallo che si considera, osserviamo prima 
che per la formola degli accrescimenti finiti si hay — Ys_1= d;Y5=d,f(0,,Y1), 
indicando ora con 7, un punto intermedio determinato fra x,_, è x; e con Y: 
e g, i valori corrispondenti di y(x) e y'(x) in questo punto €,; e quindi si 
potrà anche scrivere intanto ; 


Ys-Ys-1= ds f(0-19 Ya) + If) — fa}. 


Osservando ora che x,-x,_:<è, e Y; —-Ys-1= y(x,) — y(x,_1),e che y(2) 
deve essere finita e continua in tutto l’intervallo (x, €) (perchè deve ammet- 
tere la derivata), si vede subito che, quando le è, siano già tutte sufficien- 
temente piccole, potremo avere ad un tempo è, <e, © Y,—-Ys1<&0; 8 quindi 
anche f(x, ,Y.)—f(%;-1:Y:_1)<0, @ questo per ogni valore di s contem- 
poraneamente; dunque si può ora evidentemente affermare che quando le 
1, 02 3e++3 Ò; 3.) È, Siano già ridotte sufficientemente piccole si avrà sempre 
la formola seguente 


(4) Y, — Ysa=dsf(£.-13Y:-) +0, d; 9, 


essendo 6, un numero compreso fra —1 e 1. 
Facendo in questa formola successivamente s=1,2,...,7 e sommando 
si ottiene subito l’altra 


y (6) nti (ieri >» O, f(4;-1 ) Ys-1) +0(6-2)0, 


essendo 8 un altro numero compreso fra —1 e 1; e questa, coll’osservare 
che il c può prendersi arbitrariamente piccolo e allora le è, vanno sempre 
più impiccolendo, ricondurrebbe subito alla formola 


(9) y() — y=lim Y è, f(a1)Y), 


che è precisamente la formola (3). 

320. — Indipendentemente da questo, la formola (4) conduce con tutta 
facilità a quella che ora cerchiamo per sostituirla alla (3). 

S'indichino perciò con gi, Y2.-:+) 9s-1195 1° Yn-139y ” valori che si po» 
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tranno effettivamente determinare successivamente e indipendentemente dalla 
| conoscenza dell’integrale, colle formole . 


GI = ùf(00,99) ; 
IGa-91 rei d» f(0, ) Y) ) 


3-9. = dsf(%,93), 
(6) I3=9 f(£2 39 


Fat 4acu Ò; A CASI dii) ) 


è) 
In — Ine1 ss Onf (Cai NGI y 


nelle quali si intende che sia 90 = %0; sarà facile vedere che sotto le due ipotesi 
fatte in principio sulla funzione f(x, %), e sempre nel supposto che fra 2 —@ 
e 2,+a, 0 fra x,- a, e x,+@ l’integrale della (1) esista, alla formola (3) sì 
può sostituire l’altra i 


(7) Y(6) - yo = lim YI d f(£:-13951): 


e questa, quando si voglia, potra effettivamente servire anche alla determi- 
nazione dell’integrale, perchò in essa i termini del secondo membro verranno 
successivamente tutti conosciuti ‘*), 

326.-—- Si supponga perciò, per fissare le idee, che sia £>%, con che 
le è, saranno tutte positive: e si osservi prima di tutto che considerando la 
prima delle (6) si vede subito che il punto (x,,g9,) appartiene al campo Ci 
perchè si ha |91-@|<ù LZ<ALZBd; e a causa di questo, sommando le 
due prime delle stesse formole (6) e osservando che si viene così ad avere anche 
(Ga Go|<(d+d) LZa LZbd, si vede che anche il punto seguente (22, 9») 
appartiene esso pure a C,; poi sommando le prime tre si trova che lo stesso 
avviene pel punto (3, 93), e così continuando si giunge a trovare che tuttti i 
punti (x,,9:) per s=1,2,...,% cadono nel campo C,. 

Similmente considerando successivamente al modo stesso le equazioni che 
st hanno dalla (4) facendovi s=1,2,...,7 si vede che, quando c sia suffi- 
cientemente piccolo, anche i punti (x; ,y:), che sopra ammettevamo che po- 


# Con questo procedimento alla linea ignota y=y (x) che corrisponde all’in- 
tegrale si viene in sostanza a sostituire una linea limite di una poligonale che in- 
comincia come la linea integrale dal punto (x, ,%) @ ha i vertici nei punti che 
successivamente si costruiscono (a, 91); (X2.3192) 10063 (Xn 191) dando ai lati i coeffi- 
cienti angolari successivi -/ (204 0) 37 (1 991)3 F(a3.190) «307 ni) Qn- I IONIRÌ 
tratta di mostrare che sotto le condizioni poste il limite di questa linea poligonale 
è appunto la linea integrale y=y (x). 
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tessero cadere anche fuori di C, ma sempre nel campo C, cadranno tutti 
essi pure nel campo C,; quindi, se si osserva che ora colla introduzione delle 
quantità 91, 92-19 la formola (5) può PEC sotto la forma 


(8) y@) = yo=lim| Vers 90) + +D ò, VA CZINOIO PI n ws 39: | 


si potrà dire intanto che la formola (7) che vogliamo dimostrare sussisterà 
certamente quando la somma 


(9) (Cs. 9 Vi, "a f(e.-a ’ da) 


avrà per limite lo zero. 
E in questo caso verrà ad esistere anche il limite di Y è, f(2,-1,9:-) 


. 


e questo limite G sarà unico qualunque sia il modo di fare la divisione del- 
l'intervallo (x, é) in intervalli parziali è, e qualunque sia il modo di ten- 
dere a zero di questi intervalli perchè, essendo y (x) l'integrale dal quale 
si parte, il detto limite sarà sempre uguale a y (Î) — y,; quindi evidentemente 
sarà unico anche l’ integrale se per ogni integrale y (x) che possa esistere 
sarà soddisfatta la condizione limA=0, perchè per esso la differenza y(i)—% 
risulterà sempre uguale a G. 

327.— Poichè per quanto abbiamo visto i varii punti (x;_1,Ys1) e gli altri 
(1:_1:9s-1) sono tutti compresi nel campo C,, la somma À in valore as- 
soluto sarà sempre inferiore a 2LY è, o a 2L(É- x), e questo permette 
intanto di dire che la somma stessa sarà sempre finita. 

È facile poi di vedere che un caso in cui, per qualunque integrale y(x) 
della (1) che possa esistere, il limite di questa somma A sarà appunto lo zero, 
si ha appunto quando la funzione f(x /y) nel campo ©, o anche soltanto in C,, 
oltre che alla prima soddisfa anche alla seconda delle condizioni che abbiamo 
poste in principio. 

Si osservi infatti che combinando la s° delle (6) colla (4), si trova la 
formola 


(10) Riu ge Vili Gitarre d 9, 

la quale, coll’osservare che in forza della seconda condizione si avrà 
(Civica 91) = VA (YI) 

essendo le n, quantità comprese fra —1 e 1, conduce subito all’ altra 


Ys 4 = (Ys1=- 9-1) (1+9, n A) +0, ORO 
ovvero 


(11) Ys n == y_i (Ys-1-9s-1) +8; d; 9, 
quando si ponga \,_1=14-è,n; A 
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Per questa scrivendo anche le equazioni analoghe che corrispondono ai 

valori precedenti di s, cioè formando il sistema di equazioni 

Usd = sa (Ys1-9:-) +9 d, 0, 

Ysr= Gs A (YI) +91d19, 

Yso —Gs-a Asa (Usa 9-3) +80 d 20, 

Yanga =) (Y1- 91) +93 ds 0, 
Y:= Yi = 9,0,0, 


si vede subito che si ha in generale 


Ys semi f° ts (0, ò; +0, 1A; Oro Ar 0,2): STAI Oss +... +02 1Asgede DA ch 0, i d,) a 


e poichè per ogni valore di p si ha ),_1=1+0, n A<1+d,A<e4, sarà 
evidentemente |y,-g,|<e(0t8+--+93)A (3,+©:+...+ò,)0, e quindi anche 
Ys=—95=MNs(È — do) eE-%A 0, essendo n, un altro numero compreso fra —1 e 1. 

D'altra parte cambiando nella (10) sins-1,s-2,...,2,1 e sommando 
coll’ osservare che yy=% Si trova l’altra 


(12) Ys=9:= DÒ: 


essendo n un nuovo numero compreso fra — 1 e 1; e questa, tenendo conto 
del valore testà trovato per y,—-g;, conduce alla seguente 


vò, If EE 9:-)| = (62 20) o(1+Le-#8), 


A Ya Ta 91) +n(î-%)0, 


per la quale si ha A=7 (é-—x)0(1+e-%)A), essendo F un altro numero 
compreso fra —1 e 1. 

A un risultato simile si giungerebbe se, supponendo É<%, le è, fossero 
tutte negative; e da questo coll’osservare che, essendo c arbitrariamente pic- 
colo, per quanto piccolo sia stato preso potremo poi prenderlo sempre più 
piccolo, si conclude evidentemente che quando l’integrale della equazione 
data (1) esiste, e per f(x,y) sono soddisfatte le due condizioni poste in prin-. 
cipio, per l'integrale stesso y si ha la formola (7) per tutti i valori di £ fra 
Xo--0, € Xo+as 0 fra 1,0, e X,+0",, come volevamo dimostrare; e l’inte- 
grale viene ad essere unico (*). 


(# Dalla dimostrazione fatta apparisce chiaramente che quando l'integrale della 
equazione (1) esiste, le due condizioni poste in principio del $ 322 perla funzione 
f(c,y) portano che per l'integrale si ha la formola (7) e che esso è unico, ma 
queste condizioni si presentano qui soltanto come condizioni sufficienti; e eviden- 


328. — Giunti così in modo perfettamente rigoroso a questo risultato, 
viene naturale la seguente dimostrazione della esistenza e della unicità del- 
l'integrale della equazione (1) quando sono soddisfatte le due condizioni poste 
in principio del $ 322; quale dimostrazione è del tutto simile a quella che 
si fece nel primo capitolo per trovare i casi di integrabilità delle funzioni 
di una variabile. 

Supponendo perciò ancora che sia É >, s' immagini fatta una scompo- 
sizione qualsiasi dell’intervallo (x, £) in intervalli parziali è,,d»,.-.03-++3Òn 
coi punti di divisione %0,%1;%2 3-1 Ys1%s 3°) n-136, ® questi intervalli 
parziali si suppongano già ridotti sufficientemente piccoli come indicammo 
sopra, tali cioò che per ogni valore di s sia è, <eoj e si formino le equazioni (6) 
che serviranno alla determinazione successiva delle quantità 91,923-::39a-19n; 
essendo ancora Yo= %Yo- 

Per quanto abbiamo detto, sotto le ipotesi fatte, l'integrale se esisterà sarà 
unico e dovrà essere il limite della somma Ss = Ny 0: f(€:-1,9:-1); i cui termini 
potranno formarsi per mezzo delle quantità già determinate 91,923--:19,, ® che 
sarà certamente sempre numericamente inferiore al numero finito a, L, per- 
chè per quanto vedemmo sopra i punti (x;_r,9s-1) Saranno tutti compresi 
nel campo C,; quindi per la dimostrazione che vogliamo fare converrà pren- 


temente la stessa formola (7) e l’unicità dell’ integrale potranno aversi anche in 
altri casi, bastando per questo che per f(x , y) si abbiano condizioni, anche diverse 
da quelle del $ 322, per le quali la somma (9) venga ad avere per limite zero al- 
l’ impiccolire indefinitamente delle è; con leggi qualsiansi, per qualunque integrale 
y (x) che si ammetta che possa esistere. 

Quando poi, sempre nel supposto che un integrale della equazione (1) esista, 
la somma (9) corrispondente a questo integrale ha un limite determinato A uguale 
o diverso da zero (che per quanto abbiamo detto sarà certo finito), allora, per la 
(8) come per la (12), anche la somma £ è; f(@s-1,9s-1) avrà un limite determinato 
e finito 9 (E), e la differenza y (E) — 9 (€) sarà precisamente A; e poichè si può di- 
mostrare che quando questo limite 9g (£) esiste, esso pure è un integrale della equa- 
zione data (1) perche si ha g'(6&)=f(É,9(€)), così in questo caso se A non sarà 
zero la equazione stessa (1) avrà più integrali distinti che per €= ©, prendono il 
valore y,. Questo però naturalmente non potrà avvenire altro che quando la fun- 
zione f(x ,y) non soddisfi alle condizioni del $ 322; e difatti si dimostra in parti- 
colare che quando la stessa funzione è finita e continua e non si pone affatto la 
seconda di quelle condizioni gli integrali continuano ad esistere, ma non sempre 
si ha l’unicità. (V. per questo una memoria di VoLTERRA nel vol. XIX del Giorn. 
di Matem. di BATTAGLINI (1881), una del PrANO nel vol. XXI degli Atti dell’Accad. 
di Torino pel 1886, quella di W. F. Osgoop nei Monatsh. fiir Math. und Phys. Wien 
IX Iahrg. 1898, e altre pure di PrANO e VOLTERRA, di Ch. DE LA VALLÉE-POUSSIN, 
di ARZELÀ e di altri che completano e estendono gli stessi resultati). 
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dere a considerare questa somma Ss e per prima cosa bisognerà fare vedere 
che il suo limite esiste ed è sempre lo stesso qualunque siano la legge tenuta 
per scomporre l’intervallo (x, €) in intervalli parziali è, , È: ,..., în e quella che 
si seguirà per far tendere questi singoli intervalli a zero. Dopo bisognerà 
mostrare che questo limite è una funzione di $ la cui derivata esiste e soddisfa 
alla equazione (1) e quindi è effettivamente l’integrale di questa equazione. 

Ora per fare la prima parte di questa dimostrazione, s’immagini un’altra 
divisione dello stesso intervallo (x, é) in altri intervalli parziali d'’,,02,...40% 
coi nuovi punti di divisione x, 71, 23-+1Cw-1, é, e si calcoli la nuova somma 
corrispondente Ss = è. f(2'.-139:-1); e poi colle due divisioni insieme si 
formi una divisione composta, i cui intervalli indicheremo con pi, pa ;-+Pp © 
i cui punti di divisione (che saranno tutti quelli delle due prime divisioni) 
indicheremo ora con xi) 71; 72373}: Yp-136° 

L’antico intervallo è, corrisponderà a uno o a più dei nuovi intervalli 
P1 3 22) P3 3° Py della divisione composta, per es. agli intervalli pip1yPi4eresPiti 
con t=1, e sì avrà x,_1=7;;%;=TFi4kr 0 d;=pimtPiset + pot:; 
quindi aggiungendo e togliendo a è,f(x,_1,9;-1) alcuni termini si potrà 
scrivere 


(13) d,(2:-19:-) = Pipaf( rt) tipe) ttt) +B 
e quindi 
Z ds f(Cs-1395-3) = » Orff ita by DS 


ovvero Ss=S, + Y P, , con 


(14) P,=d,f(£,-1,9:-) — ipisif(int pisa (iaia) + pippi) 


quando s’indichino ora con *s le quantità, analoghe alle g,, che corrispon- 
dono alla divisione composta, per modo che per quelle corrispondenti ai punti 
di divisione fra x;_; @ %, 0 fra 7; e 7,4; sarà 


Tan Le — Pit finta 


(15) Ti Gui Pite f(ri4 SITI) 


Tei (ag PER f(@Mi4rai : Viti1) ) 
al modo stesso che si ha per la s° delle (6) 


(16) Is —Ys-1=Ò; PAZ OT: RAI 


e operando successivamente su queste equazioni come si fece sulle (6) non 
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solo si vede che i punti (r,,») cadranno come gli altri (x,,9;) nel campo G,, 
ma si vede inoltre che le differenze fig Ti Tide TTiyeytite Ti Saranno 
tutte numericamente inferiori a è, L e quindi anche a s', se le è, oltre che 


E0 
L: 
Sommando ora le (15) e togliendo la somma dalla (16) si vede subito che il 


valore (14) di P, può scriversi sotto la forma 


già ridotte inferiori a =, si suppongono anche inferiori a 


(17) P,=921- Tix: (951 1) = Ad, 


indicando con A, le differenze successive ;4:—9; fra le Y;4: © 9; corrispon- 
denti ai varii punti x,; quindi per determinare P, converrà determinare queste 
differenze A,. 

Ora dalla (14), aggiungendo e togliendo è, f (r; ,'{;) con osservare che 
O, =Pipr + Pi4r + + fi4:, SI ha subito 


mò, {f(r; ) Ti) — f(&;-a ) Is-1)} + Pisi if(r; ) i) — fi; ) Ti) } tL, 
tPpipetf(Mip tip) feta) 1 
rest Poeti If(Fi4ima tipe fra Ta}, 
e poichè, come abbiamo osservato sopra, le differenze iui Ti sTige Ti; 
«-yi+e-17 7; Sono tutte inferiori a e’, e d’altra parte le differenze r;41-7;, 
Piso Ti yy Ti4r-177; nOn superano è, e quindi sono inferiori a e,, si de- 
duce subito da questo che le differenze che figurano nei termini dopo il primo 
nell’ultima formola saranno tutte numericamente inferiori a 6, e la somma 
di questi termini sarà inferiore a d,6, e potrà quindi rappresentarsi con 
0,ò,0 essendo - 1<68,<1; e per questo e per essere r;=%,_; si potrà 
scrivere 


(18) —P, se A, “du A ss Ò; if(c.i ’ Yi) “Rei fc. o) Isa) zIS9sai o) , 
o anche tenendo conto della seconda delle condizioni alle quali soddisfa f(2,%) 
fav Wi ASA =": Aò; aa +6, Ò; 9g, 


essendo —-1<n,;<1; e quindi ponendo 1+n; Aè,=),_1) avremo la formola 
A,=),_1A,_1+ 9, è. 0 che è del tutto simile alla (11), per modo che, operando 
su questa come già si operò sulla (11) coll’osservare che A,=0, si giungerà 
infine alla formola seguente 


Tita 39 1; (£ BI xo) e(f—%)A 0, 


con - 1<,<1; e ora, osservando che per la (17) si haM P,=— A, € 


31 
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ricordando che si trovò già Ss= Se + Y} P., si otterrà subito la formola seguente 
(19) Sa=So+melt-A (6-0, 


con - 1<N<1, che esprime la somma S3= da è f(X:-1,9:-1) Ccorrispon- 


dente alla divisione primitiva per quella simile Sy corrispondente alla divi- 
sione composta. 

Analogamente, indicando ora con c° un numero piccolissimo come s (che 
potrà anche prendersi uguale a 6) e supponendo che le è’, siano già inferiori 


/ 
’ 


€ q È a 
oltre che a ey anche a T sì avrà per la somma Ss corrispondente alla se- 


conda divisione 

Ss =So+ Ne A(f- a). 
con - 1< 1 <1, e quindi sottraendo si troverà 
(20) Sa— Sy = e@MA (6-23) (n6-10); 


e ora di qui coll’osservare che oc e o’ si possono supporre arbitrariamente 
piccoli, si conclude subito senz’altro che se una delle due somme Ss e Ss 
avrà un limite all’impiccolire indefinito delle è, o è',, l’altra avrà lo stesso 
limite. 

D'altra parte, poichè nulla impedisce di supporre che la seconda divisione 
corrispondente agli intervalli è’, non sia altro che la divisione corrispondente 
ai primi intervalli è, protratta più oltre a un punto qualsiasi, la stessa formola 
(20), pel noto teorema di Cauchy sulla esistenza dei limiti, dimostra che per ogni 
divisione la somma Ss corrispondente ha un limite; quindi resta ora comple- 
tamente dimostrato che sotto le due condizioni poste in principio per la fun- 
zione f(x,y) le somme Ss 2) f(€:-1,9s-:) hanno un limite determinato 
e finito, che è sempre lo stesso qualunque sia il modo di fare la divisione del- 
l’intervallo (x), €) in intervalli parziali, e qualunque sia la legge secondo la 
quale si fanno tendere a zero questi intervalli. 

329. — Dimostrata così l’esistenza del limite unico e determinato della 
somma M 0: f(£:-1:9s-1) per ogni valore di É fra x, -@, € X,+ 0, Si com- 
prende subito come questo limite sarà una funzione di £ che si annulla per 
é=%,. Aggiungendovi y, noi la rappresenteremo con y(8), e dimostreremo 
che essa ammette una derivata che sarà appunto f(é , y(£)), con che rimarrà 
pienamente dimostrato che questa funzione y(é) è l’integrale della equazione 
data (1) che per €=%, prende il valore y, cioò è l'integrale generale. 
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Si supponga infatti di avere calcolato coi processi precedenti questa fun- 
zione y(é) pel valore a della variabile scomponendo l’intervallo (x, 2) in p 
intervalli parziali è, con una legge qualsiasi e passando al limite per p= 00, 
per modo che si abbia 


(21) y (a) =w+lim Sd, F(oila Is) : * 


e per calcolare al modo stesso y(x+4) nel supposto dapprima che % sia po- 
sitivo, si estenda la divisione all’intervallo (x, a+) scomponendolo in p+t 
intervalli parziali dei quali i primi p siano quelli che servono al calcolo di 
y(a) (per modo cioè che la divisione corrispondente all’estremo superiore di è, 
venga sempre a cadere in a,), con che avremo 


a ak-h 
y(a+%)=Y + DE i O f(€1-139:-) + »; O, f(:-1,9:-)}- 
p=® | xo o 


Si supponga ora che È sia già sufficientemente piccolo per modo da es- 


LA 


air € È 
sere inferiore a eg e a Ti e ammesso questo, sì osservi che quando, avanti 


di passare al limite, in una prima divisione i # intervalli parziali da a a a4-% 
che seguono È, fossero ridotti ad uno solo è,41 che allora sarebbe uguale 


ad A, al caso di questo intervallo (ax, 444) 0 dn 4i=(0+%) — a. considerato come 
se costituisse una prima divisione e a quello degli intervalli èp41)dp423+ Inti 
nei quali s'intende effettivamente diviso lo stesso intervallo (a,a+%) (che 
verrebbero così considerati come costituenti una seconda divisione) si po- 
trebbe applicare la formola (20) che trovammo sopra cambiandovi opportu- 
namente le notazioni; dunque evidentemente supponendo ora senz'altro o°=0 
si avrà 


ath 
» Ò; f(07-) 3 9:-1) i Op4af(0 In) di On4af(Cp4i o) Ip+1) tt 


+ Opki f(Co41-1,99+:-) = 24,99) + at ho, 


con -1<"",<1, e quindi la precedente si potrà scrivere 
Ade Pip pit Did f(@,1,9:-) +. hf, go) +2"phetot, 
pa 


e. così, avendo riguardo alla (21) e all’essere lim g,=y(0) e quindi 
p=% 
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lim f(a,9,)=f(a,Y(2)), si troverà la formola seguente 
p==%0 


Y(o+h)-y(a)=%hfa, y(a)) + 2he"*clim q',, 
p=%0 


mn DO 


dalla quale, osservando che o può supporsi piccola quanto si vuole, si dedurrà 
che al tendere di f a zero il rapporto incrementale @+ 4 ha per 
limite appunto f(«,y(a)); e questo, coll’osservare che, con leggerissime mo- 
dificazioni di parole nella dimostrazione che abbiamo fatta, f& può anche 
supporsi negativo, ci mostra appunto come volevamo che la derivata di y(£) 
per é=a esiste ed è f(0,y(a)). 

330. — Così quando per la funzione f(x,y) che figura nella equazione 
differenziale data (1) sono soddisfatte le due condizioni poste in principio 
del $ 322 (la seconda delle quali viene detta la condizione di Lipschita perchè 
fu posta sotto quella forma da Lipschitz (* ), l’esistenza dell’integrale y(x) che 
prende un valore qualsiasi y per x = è dimostrata pei valori di x nell’in- 
tervallo da x,—@; a %0+0, determinato nel modo indicato al $ 322; e in forza 
di quanto dicemmo in fine del $ 326 e nel $ 327, si può dire dimostrata 
al tempo stesso anche la unicità dell’integrale medesimo. 

In particolare quindi per ogni punto (x, %) in un intorno del quale la 
funzione f(x, y) che figura nella equazione differenziale data y=f(2,%), 


oltre essere sempre finita e continua, ha una derivata parziale se sempre 
finita, vi sarà sempre un intervallo, relativo ad x (x0—-@1,%o+0), Con a, e @ 
numeri positivi dei quali uno almeno è diverso da zero, pel quale esisterà 
un integrale della equazione data che per x=%, prende il valore y, e questo 
integrale sarà unico. 

881. — Aggiungiamo che i processi di dimostrazione che qui abbiamo 
tenuti — oltre ad assicurare, come abbiamo detto, l’esistenza e la unicità 
dell’integrale y(x) della equazione (1) nell’intervallo da x,-@a, a %+@ 
quando è dato il suo valore iniziale y, per x=%, e il punto (2,%o) è preso 


comunque nel campo C pel quale sono soddisfatte le condizioni da noi indi- 


(#) Annali di matem. di Milano 1868 pag. 288. Bull. de Darboux 10-1876, 
pag. 149. La prima dimostrazione della esistenza e della unicità dell’ integrale fu 
data da Cauchy nelle sue lezioni à l’École polytechnique fra il 1820 e il 1830, e 
in queste Cauchy invece della seconda delle condizioni del $ 322 posta poi da Lip- 
schitz poneva l’altra più restrittiva che la funzione (x,y) avesse la derivata 
parziale rispetto a y finita e continua, 


— 491 — 


cate nel $ 322 — dànno anche un processo per la determinazione dell’ inte- 
grale per mezzo di un limite. 

Essi in sostanza estendono al caso delle equazioni differenziali la defini 
zione e i processi stessi dati da Cauchy e da Riemann per trovare i casì di 
esistenza degli integrali definiti, e possono servire in ogni caso alla determi- 
nazione approssimata degli integrali delle equazioni differenziali, e a trovare 
funzioni fra le quali l'integrale è compreso per ogni valore della variabile, ecc. 

Avendo infatti riguardo alla formola (20), e supponendo in questa che gli 
intervalli parziali d’,,d2,d3,...-0, corrispondano a una divisione dell’inter- 
vallo totale (x, ,£) spinta talmente oltre che la somma corrispondente yo, + Ss 
sia prossima quanto si vuole al suo limite che è l’integrale y(£) della equa- 
zione differenziale data (1), dalla formola stessa (20) si vede che, fissato il 
numero gs e quindi i numeri e, e e, di cui al $ 322 e supposte le divisioni in 
intervalli parziali è, già portate a un punto che questi intervalli siano tutti 
È 
ya 
superare la quantità el—%)A(£-x,))c perchè, comunque sia stato fissato il 0, 
il o° potrà sempre supporsi piccolo ad arbitrio; e questo ci permette di dire 
che il valore y,+Ss calcolato coi valori scelti d,, d:,...,0;,--.,0, darà un valore 
approssimato dell’integrale y(f) della equazione data (1) con un errore non 
superiore numericamente alla quantità stessa elé—)A (£ — x) 0, e quindi anche 
a etAag,o 0a enÀ ajo, secondochè éÉ>x 0 É<x. 

332. — E così pure se si avranno due funzioni (x,y) e 4(x,y) che sod- 
disfino alle stesse condizioni di f(x, y) e siano tali che per ogni valore singolo 
o di x fra x,-@, e +4, e per y compresa fra y,-d e y+di valori f(2,9) 
di /(x,y) non siano mai minori del limite superiore L,,y(0) di €(2,y) nè 
maggiori del limite inferiore Z,,y(0) di 4(0,%) per gli stessi valori di y, sup- 
posto Ly,y(a)=ly,y(a), allora indicando con yy(é) e yy(é) gli integrali delle 
equazioni y=%(2,y) e y=4(x,y) che prendono il valore iniziale y, per 
X=%, avremo sempre 


(22) Yo(k) =y(6)=Yy(8) 


inferiori ai due numeri e; € la differenza yo +-Ss—y(£) non potrà mai 


per tutti i valori di & diversi da Xx, compresi fra x,—- 0; e X,t+-0a. 

In particolare dunque se f(x ,y) per ogni valore di y compreso fra y— d 
© Y+d è sempre compreso per ogni valore di x da 2,—a, a +04 fra le 
due funzioni di x finite e continue £(x) e 4(x) essendo e(a)<f(r,y)<U(7), 
come avverrà ad es. se e(x) e 4(x) saranno le funzioni costituite dai minimi e 
dai massimi valori di f(x,y) lungo le verticali corrispondenti ai singoli valori 
di € da ©,-a, a +4, allora per l’integrale y(é) della equazione (1) che 
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ha il valore iniziale y, avremo sempre 


È E 
14 fmuziozi + fiordo 


0 (1) 


Caso dei sistemi di equazioni differenziali del prim’ordine. Equazioni 
di ordine superiore. 


333. — Il processo che abbiamo dato pel caso di una sola equazione diffe- 
renziale y' =/(x,y) si estende al caso di un sistema di 72 equazioni della forma 


Ya =f(c 3Y3Y2303Um) è 
(1) Y>= fa %13Y250Um); 


Ym = fm(C3Y15Y233Ym); 
quando le varie funzioni fi ; f2}-+-+fm soddisfino a condizioni perfettamente 
analoghe a quelle che si avevano per f(x,y) nel caso già trattato, cioè: 
1.° siano finite e continue in un certo campo C a m+1 dimensioni, rela- 
tivo alle quantità €,%1,%2;---:Y» considerate come variabili indipendenti, che 
comprende: il: punto: (xo) Vil 7Ys. 044 Yo) 
2.° per ogni valore speciale della variabile x i rapporti incrementali 


fi(@ Yi, Ya: Y +k; I 3:::3Ym) delle singole 


funzioni relativi a ciascuna delle altre variabili Y1,Y2,---%s,---Y%m quando i 


punti (X2,%Y1,Yz;Ys sr Ym) 9 (04 Y1 Yi Y + 4 Y n) Sono punti qual 
siansi del campo stesso C, siano sempre numericamente inferiori a numeri 


finiti A; 1, A;syeyAgsyeyA;,m} ciò che equivale a dire che qualunque siano 
1. punti. (0), Ur Vs tV 15 YU) (TI YA) 1 cam pos Cere 
rispondenti allo stesso valore di a ma diversi pei valori di una o più delle 
Y13Y230:3Ys r°0:)Ym, la differenza 

(2) fi (2,Y1,U2,Ya100:3Ym) — f(@,Y1,Y23YUs3) Ym) 9 

che evidentemente può scriversi 


fi, Y1,92,93r003Ym) — Fi(03Yn3Y2yY3 05m) ci 
+ fi(0,Y1Y2,d3r003Im) — fi(05Y15Y259305 Im) + 
+ fi (0,Y13Y2)d390009 Um) — Fi (03Y15Y2>Y39F4 30m) + 
+ fi(2,Y13Y2) Us 3009 YUmor 3 Um) — fi(©3U17Y23Y3 003 Um) è 
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potrà sempre porsi sotto la forma 


ly -%| sE l2|Y2— Vel + 131% — %s| arto lm |Ym = Um}; 


essendo *1,%2373--*»Ym quantità sempre numericamente inferiori al numeri 
A;isAe:A;3;es A; (condizione di Lipschitz); e questa condizione rispetto 
agli indicati rapporti incrementali delle varie funzioni f; 0 alle differenze (2) 
risulterà in particolare sempre soddisfatta quando per ogni funzione f; le 
Cole Of,” 
dY1? Ia" dm 
A;i:A;2-y A;,mn in ogni punto di C. 

Sotto queste condizioni, rappresentando ora con L un numero finito e 
positivo del quale siano sempre numericamente inferiori tutte le #2 funzioni 
fi(0€,Y1,Y2)--::YUm) nel campo €, e facendo considerazioni analoghe a quelle 
del $ 322 si determinerà un campo C, tutto contenuto in C e pel quale si 
verifichino particolarità del tutto simili a quelle in base alle quali fu determi- 
nato il campo ©, nello stesso $ 322, cioè colla condizione che nei punti di 
questo campo ©, la x varii soltanto da x,-@, a 2,+@ e le y; variino tutte 
fra Y;.o- 0; € Y;0+d;, essendo le a, , a, e è; numeri positivi presi in modo 
che i prodotti a, Le a, L siano inferiori alla più piccola delle d,. E dopo, 
ripetendo punto per punto le considerazioni dei paragrafi precedenti, ma fa- 
cendole — invece che per una sola funzione y e per un solo sistema di equa- 
zioni come le (6) della pag. 480 — per le m funzioni Y,,%Y2;---Um @ per m 
sistemi di equazioni simili al detto sistema (6) e relativi ad ognuna di queste 
funzioni, si giungerà ugualmente alla dimostrazione della esistenza e della 
unicità di un sistema di funzioni y,(x), Y2(2),.--:Yn(x) che soddisfino alle 
equazioni date (1) e per <=, prendano i valori iniziali Y1,0 ; Y2,0 +++) Ym,o che 
possono scegliersi arbitrariamente fra quelli che, quando per x è fissato di 
prendere il valore x), le Y1,%2,--+Ym, considerate come variabili indipendenti, 


saranno numericamente inferiori a 


varie derivate parziali 


possono prendere nel campo C. 

334. — Aggiungiamo che in ciò che precede abbiamo supposto che la 
equazione o il sistema di equazioni differenziali date fossero risolute rispetto 
alle derivate, mentre questo spesso non sarà, e invece di una equazione come 
la (1) del $ 322 ne sarà data una della forma 


(3) I F(x,y;y)=0, 


e invece delle (1) del paragrafo precedente sarà dato un sistema di m equa- 
zioni 


(4) BISSONE = PODLE) Fis 04 PIozzioti 
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tutte della forma 
(9) F,(2,%, Ya 30003 YmrY1 1Y23:::5Ym=0, 
conve= lot2v 01 

Ammesso di essere nell’uno o nell’altro di questi casi, noi, considerando 
ora le x e y, ole €,%1,%2,--1m ©@ le varie derivate del prim’ordine di y 0 
di Y1,%2;+-+:Ym come altrettante variabili indipendenti in un campo a 3 o 
a 2M+1 dimensioni, supporremo (come di solito avverrà) che nell’intorno di 
un punto (2,,%0,Y 0) 0 di un punto (£0,Y1,0 Y2,01--3 Ym,0 3 Y1,03 Ya,0 9-3 Ym,0) 
pel quale la equazione (3) o le (4) sono soddisfatte, si verifichino quelle con- 
dizioni che secondo la teoria delle funzioni implicite esposta nel Cap. XIII 
del Calcolo differenziale bastano ad assicurare che le equazioni stesse (3) o 
(4) definiscono la derivata y'° di y nel primo caso o le derivate y1,%2,--.1%n 


delle %,,%2 ,---1%m nel secondo mediante equazioni della forma (1) del $ 322 
o (1) del paragrafo precedente, cioè colla equazione 


(6) | y=f(@,%) 
nel primo caso, e colle altre 


Ya Ti fi (€ 1Y13Yzy» Yi) ) 


(7) Y's Fa fa(0,Y1,Y p***) Ynba 


b) 
Y mm pe fm (€ YU Ym) TRE 
nel secondo caso. 

Allora, sempre secondo la indicata teoria delle funzioni implicite, per 
queste nuove equazioni (6) o (7) alle quali la (3) o le (4) daranno luogo 
risulteranno sempre soddisfatte tutte le condizioni che sì posero per le corri- 
spondenti dei $$ 322 e 333, e quindi anche in questo caso sì potrà affermare 
che l'integrale della (3) o quelli delle (4) (che si considereranno come gli 
integrali generali di queste) esistono in intervalli convenienti (%, — 41 } Yo + 4a) 
coi valori iniziali dati Yo, 0 Y103%Y2,03-%3 Ym,o- 

Soltanto se avverrà che con questi valori iniziali la (3) o le (4) ammettano 
più soluzioni per y°, 0 per y1,%23--+:Ym; Cioè diano luogo a più valori iniziali 
Yo per y', 0 a più sistemi di valori iniziali 91,01%2,03::%m.0 PET YU13Y2,:3Ymo 
allora naturalmente si giungerà a più equazioni (6) o a più sistemi di equa- 
zioni (7), e quindi la (3) o le (4) daranno luogo a più integrali generali o a 
più sistemi di integrali generali cogli stessi valori iniziali, sempre però essendo 
unici gli integrali corrispondenti a ogni soluzione speciale della (3) o delle (4). 
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385. — Aggiungiamo che colle dimostrazioni che abbiamo fatto rispetto 
alla esistenza e alla unicità degli integrali generali dei sistemi di equazioni 
differenziali del prim’ordine, si può dire di avere già dimostrato il teorema 
generale anche pel caso che si abbia da integrare una equazione differenziale 
di ordine superiore, perchè, come ci è facile vedere, si ha il fatto notevole 
che le equazioni di ordine superiore si riducono sempre a un sistema di 
equazioni differenziali tutte del prim'ordine, e quindi rientrano sempre nel 
caso che ora abbiamo trattato. 

Si supponga infatti di avere una equazione differenziale dell’ ordine 7 


(8) Bau yn) 0 


Indicando le prime m — 1 derivate y°,y”,...,y7" della funzione incognita 
y CON Yi: }Yr 3-1 Ym-1) @ considerando queste varie quantità Y,Y1)Y2,---1Ym-1 
come funzioni speciali da determinarsi, si vede subito che alla equazione data 
(8) si può sostituire il sistema delle w equazioni differenziali seguenti 


(9) FW, YU) Yz 303 Una Y mr) = 0, YU YEY YY3 90 Y me 3Y mery 


che sono tutte del prim'ordine fra le m funzioni Y,%1,%2,--1Ym-1; @ rien- 
trano tutte nella forma generale 


Bi (CIYL VI YISIVA: y ) Y ) Y" 1***) Y'm-1) =0 


di quelle dei sistemi di equazioni (1) o (4); e questo dimostra la particolarità 
enunciata sopra rispetto alla riducibilità delle equazioni differenziali di ordine 
superiore (8) a sistemi di equazioni differenziali tutte del prim'ordine, che 
può evidentemente estendersi anche al caso dei sistemi di equazioni differen- 
ziali considerando separatamente ciascuna equazione differenziale del si- 
stema. 

336. — Riducendosi così ogni equazione differenziale d’ordine superiore (8) 
al caso di un sistema di equazioni differenziali (9) e quindi a quello già trattato, 
| si può dunque senz’altro affermare che se la equazione data (8) sarà già riso- 
luta rispetto alla derivata m” di y, cioè se sarà della forma 


(10) UTI YA), 


e in essa la funzione f(x, Y,y ,y",....y”7) nel campo a m+1 variabili, 
relativo alle quantità €,y,y,%y",...,.y7 considerate tutte come variabili 
indipendenti, nel quale si trovi il punto (20, Y01%0 3-34 ?), soddisfarà alle 
condizioni prima e seconda del $ 333 cioò di essere finita e continua e di 
avere i rapporti incrementali relativi ad y, ad y, ad y”,... e ad y®%- sempre 
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numericamente inferiori a numeri finiti, allora esisterà sempre un integrale y 
della stessa equazione (8) tale che per x=; sì esso che le sue prime m-1 
derivate y",y”,...,.y- prendano i valori arbitrarii Y0,%0,%0,»4YS7), e 
questo integrale sarà unico. 

E se la equazione data (8) non sarà risoluta rispetto alla derivata m”, ma 
pel valore x, di x essa sarà soddisfatta da un sistema di mm valori arbitrarii 
YosYorYo ss YST® di Y,Y ,Y" 41%) e da un valore adattato y$ di y, 
e al tempo stesso in un campo a m.+2 dimensioni relativo alle m2+2 quantità 
CY,Y x YU?,y considerate come variabili indipendenti e che con- 
tenga il punto (20,0, Y01Y0 4 YES, 45) soddisfarà alle solite condizioni 
della teoria delle funzioni implicite, per modo da essere certi che essa defi- 
nisca una funzione y di €,y°,y",...,y%7® per la quale si abbia una equa- 
zione della forma (10) e che nel punto (20,%0:%0,---%Y 7) prenda il valore 
yy”, allora esisterà ancora un integrale y della equazione (8) che per x= 
prenda insieme alle sue prime 7 — 1 derivate i valori dati ad arbitrio Y0,%0) 


Yor YST; e per ogni valore y{” cui dia luogo la (8) in corrispondenza ai va- 


lori *%0i vos Y rv vene die yy ye siavrà un'unico Integralo: 

337. — Queste considerazioni col complemento di poche altre di elimina- 
zione di funzioni fra più equazioni differenziali si estendono anche al caso dei 
sistemi di equazioni differenziali di ordine superiore, che, come già abbiamo 
detto, si riducono essi pure a sistemi di equazioni del prim'ordine e quindi 
possono poi trattarsi al modo stesso; ma noi non possiamo ora fermarci anche 


su questo. 


Metodo di Picard delle approssimazioni successive per la dimostrazione 
della esistenza degli integrali delle equazioni differenziali. 


338. — I processi precedenti coi quali, sotto le condizioni poste, abbiamo 
dimostrato la esistenza e al tempo stesso anche la unicità degli integrali delle 
equazioni differenziali, senza essere precisamente quelli di Cauchy-Lipschitz 
che primi fecero tali dimostrazioni, di poco ne differiscono. Così ridotti però 
hanno su quelli di Cauchy-Lipschitz il vantaggio di presentarsi, come già ri- 
levammo, come una estensione naturalissima di quelli di Cauchy e Riemann 
sulla esistenza degli integrali definiti delle funzioni di una sola variabile che 
si dettero nel Cap. I, e mettono bene in evidenza come altri casi di esistenza 
e di unicità degli integrali o almeno della semplice esistenza possano esservi (*). 


(#) W. F. OsGooD nella mem. cit. in nota a pag. 485 ha dato altri casi più 
estesi per la esistenza e l’unicità degli integrali. 


— 497 — 


Un altro processo per la dimostrazione della esistenza degli integrali delle 
equazioni differenziali fu dato dal Picard nel 1890 (©), e anche questo è molto 
notevole sia per la sua semplicità, sia perchè si basa su un metodo detto delle 
approssimazioni successive che si applica anche in altre ricerche importanti. 

Esporremo perciò anche questo processo, modificando però leggermente 
la dimostrazione data dapprima dal Picard e portandola a quella data poi 
dal Bendixson e dal Lindelòf (**), con che si ha il vantaggio di togliere alcune 
limitazioni all'intervallo di validità dell’integrale che sono richieste dalla prima 
dimostrazione del Picard, e l’intervallo stesso viene ad essere precisamente 
quello che abbiamo trovato coi processi dei paragrafi precedenti (**). 

339. — Trattiamo subito senz'altro, come Picard, il caso generale di un 
sistema di n equazioni 


Ya ta hi(e,% ) Yz 3-3 Ym) è 


Y» = fe(0,Y%13Y2)00:3Um) > 
(1) 


è) 


Un ta(CYU 4 Un) 


come le (1) del $ 333, e pel quale siano soddisfatte le due condizioni stesse 
prima e seconda (condizione di Lipschitz) che allora si posero per i punti di 
un campo C a 22+1 dimensioni che è relativo alle quantità x,%1,%2,--1Um 
considerate come variabili indipendenti e nel quale cade il solito punto iniziale 
o yY1,01Y2,01:**1Ym,0} © indicando ancora con L un numero finito e positivo del 
quale siano sempre numericamente minori tutte le funzioni f; (1, %1,Y2,--1%m) 
nel campo C©, si formi ancora il campo (€, tutto contenuto in C e pei punti 
del quale la x sia sempre compresa fra x,— @, e 20+0, e le y; siano comprese 
fra Y;.0-d; € Y;.0+d;, respettivamente, essendo le a,,@, e di, da ,..:3 0; 3°0:40m 
quantità positive delle quali tutte Ze 6; e una almeno delle due prime a, e a, 


(© PIicARD, Journ. de math. tome 6,1890, pag. 145 e Traité d’Analyse, Tome II, 
1893, pag. 303-304, ecc. 

(#* BENDIXON, Stockh. Ofv. 1893. LinpeLòr, Journ. de math. tome 10, 1894, 
pag. 117,e PicARD, Traité d’ Analyse, Tome III, 1893 pag. 88. Nella nuova edizione 
del suo 7raité d’ Analyse il PicaRD ha riunito i risultati che nella prima edizione 
aveva esposti in parte nel tomo II e in parte nel tomo III alle pagine qui indicate. 

(#**) LINDELOF nella mem. cit. e PAINLEVÉ nel Bull. de la soc. math. tome 27, 
1399 p. 150, il primo pel metodo di PrcAaRD e il secondo per quello di CAUCHY- 
LipscHITz hanno dato altri limiti per l'intervallo di validità dell’integrale che in 
certi casi sono più ampii; e pei risultati del LinpELOF può vedersi il tomo di detta 
nuova edizione (1905) testè ricordata del PicARD, pag. 344-45, 


— 498 — 


sono diverse da zero, e tali altresì che i prodotti a,L e a,L siano inferiori 
alla più piccola d delle 5,. 

Partendo ora dal sistema iniziale di valori o, 1,03 Y2,0 3+:3Y,0 3°") Ym.o 
costruiamo un sistema speciale di funzioni %1,1,%Y2,1::%t,1::3Ym.1 deter- 
minandole per mezzo delle equazioni 


Y1,1 oe fi (x 1Y1,0 9 Y2,0 3°0°3 2Ican) ) 
Yz1 = fa(1,Y1,01Y20 90) Ymo) è 


“ . . . . . . , 


Y's. perse fi (x »Y1,01Y2,0 3°°°3 Ym,0) ) 


e . . . . . . . e . n 


Y my mas fm (€ 1Y1,01Y2,0 93°°°) Una) , 


e colla condizione che per x=%, prendanoi valori iniziali 41,01%2,03++:3%i,01:::3Ym.o- 
Queste funzioni si otterranno con una semplice integrazione, e in gene- 
rale per la 2° sarà 


x 


Yin) =Yiot | fi (0,Y1,0) Y2,0 300°) Ymo) de, 


To 


per ègni valore del limite superiore x fra x,-@, € %»+0,; per modo che 
indicando con M;, un valore medio determinato di f;(£,%10,%z.01:1Ym,0) 
fra x, e x o anche fra 27,—-0; e x+@ SÌ avrà 


Yi) -Y0=Mio(1-%); 


e poichè M, , sarà numericamente inferiore al numero fissato sopra L avremo 
Yin(0) -Y.o|<L|x-|<d, ciò che mostra che pei valori di x fra 2,-@ 
e x,+a,i punti (2,%13%2,:--3Ym 1) corrispondenti a questi valori di x e ai valori 
Y113Y2,10:)Ym,a delle nuove funzioni ora determinate Y,,1(%) Yz. (2) 3-1 Yma(2) 
sono tutti compresi nel campo C,, e si ha in generale |Y;,1(0)-y:0|<L|e- x]. 
Partendo poi dai valori trovati 1,1, Y2,11:-+3Yi,13::*1%m,1 costruiamo al modo 
stesso un secondo sistema di funzioni Y1,3,Y2,2):+:1%i,21-+3%m, Che nel punto 25 
prendano ancora valori iniziali 1,0) Y2,01+:3%i,01:**1Ym,0 ® per le quali si abbia 
in generale 
Hr 
Yin =Yi0 + JT f@, YU, Yz 90 Uma) de; 
Lo 
e siccome pei soliti valori di x fra 2,-a, e #0+a, i punti (£,%11,Y2,13:+:3Yn1) 
sono tutti compresi nel campo C,, la funzione f;(2,%11,%2,1,:+Ym1) durante 
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tutta l'integrazione sarà sempre numericamente inferiore ad L e si avrà ancora 
IyiaYio|<L|ce—%|, ciò che mostra”che per gli stessi valori di « fra 
Xo- 0, € Xot+-a, anche i nuovi punti (£,Y1,2,%s,2 }-+3 Ym.2) apparterranno essi 
pure al campo C,. 
Così continuando, dopo » di queste operazioni successive giungeremo 
alla formola 
x 


(2) Yin a Yi.o + fi (x b) Y1,n-1 1Y2.n-1 queto Van) da, 


Lo 


dalla quale si vede che i nuovi punti che successivamente si otterranno 
(C,Y1n Yan 90:)Ym,n) Saranno compresi nel campo C, perchè per questi punti 
si avrà sempre |Y:.n-Y;0|<L|x- |; e ora sarà facile vedere che sotto 
le ipotesi fatte le funzioni Y1,n3%2,n3-:1Ym.,ny Che così si determinano succes- 
sivamente, per ogni valore di x fra x, 0, e %:+@, avranno ciascuna un limite 
al crescere indefinito di n, e questi limiti saranno appunto gl’integrali cercati 
Y13Y2:--Ym per gli stessi valori di x da x,- 0, a %0+0; e i punti limiti 
(2,41,%2)---)Ym) Saranno ancora compresi nel campo C,. 
Si consideri per questo la serie indefinita 


(3) Yrot Ya Yi TW YVid tt Win Yina) + 


la cui somma, se sarà convergente, sarà appunto il limite di y;,, ©, e si 
osservi che pei termini di questa si ha 


ba 


(4) Yi,n A Uta = fi (x 3Y1,m-13Y2,n-1 Un) Ro. fi (x b Y1r,n=2 Y2,n-2 30009 Ym,n=2) da b) 
To 
e poichè si suppone soddisfatta la condizione seconda del $ 333 sui rapporti 
incrementali delle f, relativi alle Y1,%2,---1Ym; Cioè la condizione di Lipschitz, 
avremo in valore assoluto 


(5) |Ys.n(0) - Yin (2) si A;|Ynn17Y1n-2|+A2|Yon = Yan] ++ 
To 


FA; .mYminai DÌ Uiata) da. 


(*) Questa osservazione per la quale la ricerca del limite di y;,n si riduce a 
quella della somma della serie (3) è generale e può usarsi in qualunque altro caso 
nel quale si abbia da determinare un limite di una successione congruente a quella 
dei numeri naturali. 
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Ora, come già abbiamo detto, per tutti i valori di x fra x,- a, e +0 SÌ 
ha sempre |Y; 1-Yi 0! ilo sue per tutti i valori 1,2,...,22 di 2, quindi, sup- 


ponendo per comodo che il limite superiore x dell’integrale sia fra x, € +4 
cioè sia >, e facendo n=2 nella precedente si troverà 


x 


Yi, (2) Yin (2)| < L( tdi tin) f 8a 


Ovvero 
X— Io): 
|Ysse(0) Yin (0)|<L(As 1 +Asa to tAim ui . 
per tutti i valori di x fra x, e %,+4@, e indicando con A la massima delle 
somme A; it A;st+..+A;m pei varii valori 1,2,...,7 di è si potrà anche 
scrivere 


Vie) — Yin] <LAÀ 


(e-x)? 
ie) 


per tutti i valori di x fra x, e ®,.+4, e per tutti i valori 1,2,...,72 di 2. 
Facendo poi n=3 nella precedente (5), si troverà 


Yi) — Ya (0))< 1a sie = 669 


ovvero 


X- Lo)? 
pia) ya | <LA ES, 


per tutti i valori di x fra x, e %+@, e per tutti i valori 1,2,...,% di 2; 

e così continuando sì avrà 

Age) 
n (n) 


|Yi,m (2) AU pi n-1( (2)|< L 


è) 


ciò che mostra che la serie (3) per tutti i valori di x fra x, e #+@ ha i 
suoi termini inferiori a quelli di una serie esponenziale, e quindi essa è 
sempre convergente e anche convergente in ugual grado pei valori di x nello 
stesso intervallo. 

Allo stesso risultato giungeremmo quando x fosse compreso fra x,—-@ 
e %,; quindi si può ora evidentemente affermare che la espressione 


x 
(6) 41,0 +fr (Cn ria Ur) AL 
2, 


(1) 


— 501 — 


che per la (2) rappresenta y;,, ha effettivamente un limite che rappresen- 
terà una funzione y; di x per tutti i valori di x nell'intervallo da x, —-@, 
a x,+a e verso il quale essa convergerà in ugual grado nello stesso inter- 
vallo, e questo avverrà per tutti i valori 1,2,...,2 di 2. 

Inoltre queste funzioni y;j saranno funzioni continue di x perchè se si 
muta x in x+ nel limite superiore dell’integrale che figura nelle somme (6), 
le somme stesse e quindi anche i loro limiti vengono a variare meno di Là 
e questo per ogni valore di 2; conseguentemente anche le funzioni limiti 
f;(2,%1:Y2--::Ym) Saranno tutte esse pure finite e continue pei valori di x fra 
Xo- A, € Xotde.. 

Ne segue che la espressione stessa (6) può anche scriversi sotto la forma 


x x 
uf ne Y1Y23:0:)Ym) dE f IRA RINO [ORRR POI PARASIO Be È (C,Y13Y2300:3Ym) da, 
2 


0 Lo 


e in essa, per la convergenza in ugual grado delle y;,, verso i loro limiti y, 
e per la continuità di f; nel campo ©,, l’ultimo termine convergerà verso lo 
zero al crescere indefinito di n; e quindi avremo la formola 


x 
gnniot frei r1Ym) dx, 
x 


0 


dalla quale risulta subito che y';=f;(£,%1,%2;---14n) per tutti i valori 
1,2,..., di <; e questo prova appunto che le funzioni così determinate 
sono gli integrali cercati delle equazioni (1). t 

340. — Il processo di Picard che ora abbiamo esposto, mentre vale a 
dimostrare la esistenza dell’integrale delle equazioni differenziali ordinarie 
e dei loro sistemi quando sono soddisfatte le condizioni di Lipschitz non ne 
dimostra la unicità; ma poichò questa è messa in evidenza dalle conside- 
zioni generali fatte ai $$ 326 e 327, potremmo anche fare a meno di tornare 
a dimostrarla in altro modo. | | 

Noi ne daremo però anche la dimostrazione seguente di Goursat (), sia* 
perchè è semplicissima, sia perchè ci dà l'occasione di fare anche un’altra 
osservazione che ha una particolare importanza. 

Sempre perciò sotto l’ipotesi che siano soddisfatte le condizioni di Lip- 
schitz, si ammetta momentaneamente che possano esistere più sistemi di 


(# GoursaT, Cours d’ Analyse Mathématique Tome II, 1905 pag. 372. Per 
un’altra dimostrazione della unicità dell’integrale vedasi per es. PicaRD, Traité 
d’ Analyse, Tome II, 1893 pag. 299-300, e Tome II 1895 (2° ediz.) pag. 355-358. 
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funzioni integrali delle equazioni date (1), che prendano gli stessi valori iniziali 


n o SOCI . . 
Y1.0 1YUa0 3000) Uno 30 Yao nel punto x; (es indichino; con Y,;iYiy- Ya :r%m 
le funzioni che costituiscono uno di questi sistemi pei quali si suppone na- 


turalmente che i punti (®,%1,%Ys y---:Ym) cadano sempre nel solito campo C,. 
Considerando una qualsiasi y; delle stesse funzioni integrali, osserveremo 
che dalla 2° delle equazioni date (1) avremo sempre la formola seguente 


x 
(7) unnot f fmi 


e se col processo di Picard avremo costruite successivamente le funzioni 
Yi13Yi,21003Ytm per le quali si ha in generale 


YinYi,o0 +fnc 1Yn,n-1 9 Y2,n-1 DE. URI) da ’ 
2 


(0) 


se ne dedurrà subito l’altra 


XxX 
(8) Yi, Yin -f fi (x 1Y131Y20-% Via) n) fi (x 1 Yr,no1y Ya,n1 90%) Unni \da, 


e questa, coll’osservare che le funzioni f;(€,%1,%:,---:m) soddisfano alla 
condizione di Lipschitz, dà subito luogo alla formola, in valore assoluto 


da, 


(9)|y;—-%; af Rie — Yr,n| +Ai,21Yo — Yo +e +PAj,m Um Ym,n| 


nella quale le A; 1, A;e Aim hanno i significati stabiliti nei paragrafi 
precedenti. 

Valendosi ora di questa formola con farvi n=1,2,3,..., e ripetendo i 
ragionamenti che facemmo sopra sulla (5) dopo di avere osservato che per 
la (7) si ha [|Yy;-%;0]<L|2- |, si trova subito che le differenze successive 


x 
YiYi,m 0 giinterdì | fi (€, YnrY2300" Ym)=T (C,Yn,n 1Y2,n_1 y-eYm,n-1) dx 


pei respettivi valori 1,2,3,...,7... di n sono numericamente inferiori ai 
termini 


A*|x- xo] Len A"|o- mt 


VIET, Be pio, BIDET FP) 


A|jx-%| 
Lr pago L 


nei quali come nel paragrafo precedente A indica la massima delle somme 
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Asi tbA;st.-+Ai,m pei varii valori 1,2,...,72 di <; e questo basta evi- 
dentemente per potere dire che le stesse differenze y;-- Y;,, al crescere inde- 
finito di » hanno per limite lo zero. 

Di qui chiaro apparisce che y; sarà il limite di y;,, per n= 0, e questo 
dimostra che gli integrali y; da noi considerati combinano precisamente 
con quelli ai quali si giunge col processo di Picard che sono appunto i limiti 
delle y;,, per 2=00; e così, sotto le condizioni poste, l'unicità degli in- 


n 


tegrali delle equazioni date (1) è nuovamente dimostrata. 

341. — Aggiungiamo che siccome le funzioni %;,1}%i,2.3::Yi,n--. che sì 
determinano successivamente col processo di Picard possono riguardarsi come 
valori approssimati della funzione integrale corrispondente y;, le differenze 
Y:—Y:.n corrispondono precisamente all’errore che si commette prendendo %Y;,, 
come valore della funzione y;; e quindi per quanto ora abbiamo dimostrato 
può affermare che questo errore è sempre numericamente inferiore al ter- 

L|A(c- n) 


L HS I 7 1 ; 
mine (pai E ERP cioè al termine (n+2)° della serie esponenziale 


o —- L- a 


0 


(10) È 


È questa la osservazione importante alla quale accennavamo sopra, perchè 
essa ci dà un modo semplicissimo di determinare il grado di approssima- 
zione che si ha col processo di Picard nel calcolo delle funzioni integrali 
delle equazioni date (1) quando in questo calcolo ci si arresta a un punto 
qualsiasi; e l’approssimazione si presenta la stessa per tutte le funzioni in- 
tegrali Y1, Y:,---1Ym. La stessa osservazione poi ci mostra anche che il pro- 
cesso di Picard approssima con grande rapidità alle funzioni integrali, spe- 
cialmente quando il prodotto A(x-,) è alquanto piccolo in valore assoluto. 
342. — E si può notare che anche tenendo conto della dimostrazione 

fatta nel $ 339 nell’esporre il processo di Picard, si aveva un modo di de- 
terminare il grado di approssimazione degli integrali per ogni valore di x 
nel solito intervallo (ro —@, , %0-+-40), perchè presentandosi questi integrali come 
somma della serie (3), le somme finite successive y;,, dei termini di queste 
serie dànno valori approssimati delle funzioni integrali per ogni valore di x 
nello stesso intervallo con un errore numericamente inferiore ai resti delle 
serie medesime i quali sono numericamente inferiori ai resti corrispondenti 
della serie esponenziale (10); ma questi resti, pei quali un limite superiore si 
determinerebbe pure con tutta facilità, sono tutti superiori al numero trovato 
sopra come limite superiore dello stesso errore che è soltanto il primo termine 


dei resti medesimi, 
s2 


dee 

Altri modi di determinare l’errore nel calcolo degli integrali delle equa- 
zioni differenziali — ma di questo assai meno semplici — si hanno pure; e 
fra questi sono da segnalarsi quelli indicati dal sig. Em. Cotton nella memoria 
pubblicata nel tomo XXXVI del Bullet. de la Soc. Mathém. de France, 
pag. 225, 1908. 

343. — Prima di lasciare questi studii sul processo di Picard vogliamo 
fare anche le osservazioni seguenti che mettono bene in evidenza la genesi 
del processo medesimo. 

Indipendentemente perciò dalle considerazioni di questo processo, osser- 
viamo che, ammessa dapprima la esistenza degli integrali che prendono i 
valori iniziali %Y1,0,%2,0,-*3Ym.0 Per X=%; e considerando ad es. la e delle 
equazioni date (1) per le quali supporremo ancora soddisfatta la condizione 
di Lipschitz, se ne dedurrà subito la formola (7) cioè 


(11) Yi =Y,0 tf ferri 
x 


(0) 


nella quale s'intende che le x, %:,%2,---++Ym Siano appunto le funzioni in- 
tegrali delle (1); e si può dire quindi che si ha in generale 


(12) Y=Yi0 + UTIOE 


essendo 1;,o l'integrale f fi(€,Y13Y230:)Ym) de, per modo che Y;, sì può 


considerare come parte conosciuta dell’integrale y;, e Ni,o Come parte an- 
cora incognita. 

Sostituendo nella (11) per le %,,%:;---1Y» Sotto l’integrale le somme 
che si hanno dalla (12) per 2=1,2,..., , avremo 


X 
Yi =%Yk,0 +fr (1, Yr'ot N,0, Yao + Nz,0 300%) Ym,0 + Nm,0) da, 


(0) 


e se alla funzione /; sotto l’integrale fosse applicabile la formola di Taylor, 
considerandovi le 11,0 3 M,01--:)lm.0 Come accrescimenti, nella stessa funzione f; 
si separerebbe subito una parte conosciuta f;(£,%1,0)%2,0 + Ym.o) da un’altra 
parte sconosciuta ordinata per polinomii omogenei nelle 1,93 12,01: Mlm,0- 
Indipendentemente da questo, la stessa parte conosciuta può separarsi 
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aggiungendola e togliendola, e allora si ha 


(13) Lor 4,0 +fs (2, Y1,0 Yz0 303 Ym,0) de + 
x 


x 
+/ (2 3U13Y2 30003 Ym) — Fi (C4Y1,0) Y20 9003 Ymo)( de, 
Lo 
e ora la parte conosciuta dell’integrale y; viene a comporsi dei due primi 


x 
termini, cioò è la Y;.o +fi (1, Y105Y2.0 3000 Ymo) de che è la y; del pro- 
Lo 


cesso di Picard, e si può quindi scrivere 
(14) Y=YAT Ma 


= 


essendo n;,, la parte ancora sconosciuta dell’integrale y; che è costituita 
dall'ultimo integrale della formola precedente (13). 

Sostituendo di nuovo nella (11) o nella (13) per le %1, Y2 ;--+,%m i valori 
che ora si hanno dalla (14) per é=1,2,...,72, si ottiene 


(15) (E dr netf re >Y1tM,13Y21tM,13) Yrm 14Ime;1) da, 
x 


e separando ancora in f; (€, %1+%WM,1Yz1t N19 Y + Mn) Sotto l’integrale 
la parte f;(2,%11,%21:-3%Yn1) Che ora può dirsi conosciuta, si giungerà 
subito all’ altra 


(16) Gatto +f i (03 Y11, Yz 90009 Yma)de + 


() 


da, 


Xx 
+f [tergo Life yrinvati nel) 


x 


Fi(C,Y1,13Y2,190:3Ym 1) de 


Lo 


nella quale la parte conosciuta diventa ora la Y;.0+ fi 


che è la y;.» del processo di Picard, e si può quindi scrivere 
(17) Yi=Y2t Ni, 


essendo ;,, la parte ancora sconosciuta di y; che è costituita dall’ ultimo 
integrale della formola precedente (16). 
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Sostituendo così successivamente si giunge alla formola 


x 
(18) Yi=Yi0 sfr (x 1Yr,n-131Y2z,n-13%) 1) PRESSESI, dx + 


(1) 


Ho) 
+/M (C,Y1) Yzy00:rYm) Fi (LC Ynnr3Yan1900) Ymn-1){ dC; 


do 


nella quale la parte conosciuta è la 4; del processo di Picard, e si ha 
. quindi la formola seguente 


da 


(19) Ya, n nat f ie ) Yi b) Yz. 1Ym Jr fi (€ ) Y1,n-1 Ya,n-1 g°**9 VET) 


= 


che non è che la (8) del $ 340 mentre le Y;1,%;.2,-3%i,» pei varii valori 
1,2,...,î di ? sono quelle appunto del processo di Picard che, volendo, si 
presentano qui naturalmente anche come le somme successive della serie (3), 
e quindi per quanto vedemmo hanno un limite determinato e finito. 

. Questo limite noi trovammo già nel $ 339 che è appunto l’integrale Y;, 
ma noi indipendentemente da questo lo indicheremo ora con ?%;, e così per 
l’integrale y; avremo ora la formola seguente 


x 
(20) 103.41 f fi(C,U3Y2 0) Valir fi ( LU, nel ) Yz,n-1 *1Ym, n) de 


nella quale 7; = lim Y; 

344. — Tutto questo quando si ammetta già nota l’esistenza degl’integrali, 
nel qual caso colle considerazioni stesse del $ 340 si dimostra anche che 
l’ultimo termine della precedente è zero, e si ha quindi y;j = 7;. 

Ora però, senza più partire dall’ipotesi della esistenza degli integrali, 
si osservi che i secondi membri delle formole successive (13), (15), (16),... 


non sono che successive trasformazioni identiche della espressione 


(21) Yi,0 + fresa Ya 3003 Un) de, 


(0) 
per modo che questa espressione può dirsi identica al secondo membro della 


(20) qualunque siano le funzioni che vi si intendano poste per le funzioni 
incognite %1, Yz) Yn: 


> 
- ee Leo 


ra £ 
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D'altra parte, essendo #7; il limite di y;,, per n=0c0 si ha Y;=%Y;nt0;n, 
dove, a causa della convergenza in ugual grado della serie (3) o delle y;, 
verso il loro limite 7;, le 0;,, da un certo valore di » in poi sono sempre 
numericamente inferiori ad un numero arbitrariamente piccolo dato 0; e 
quindi, quando nella (21) per le y; si prendano le 7; così definite, le diffe- 
renze f;(€,%11Y230:1Um) — fi(0,Ynn-1)Y2.n-1 3°) Ym,n_1) SOtto l'integrale che 
figura nella (20) sono sempre numericamente inferiori a qualunque nu- 
mero piccolo quanto si vuole per ogni valore di x fra x, e x e conseguente- 
mente l'integrale stesso ha per limite zero al crescere indefinito di n; dunque 
la espressione (21), quando in essa per le %1,%2,---:Ym Vi si intendano poste 
le 71, %23-:::%m, colle trasformazioni precedenti viene a ridursi appunto a Y;, 
e questo dimostra appunto che la funzione trovata 7; corrisponde all’inte- 
grale; talchè così, oltre a ritrovare colle considerazioni precedenti il risultato 
di Picard, si vede anche che il suo processo corrisponde a un processo di 
sostituzioni successive o di reiterazione sulla stessa formola (11). 

In fine sì può osservare che in tutti questi studii noi abbiamo sempre 
ammesso che le funzioni f; che figurano nei secondi membri delle (1) sod- 
disfino alla condizione di Lipschitz; ma i risultati ottenuti valgono eviden- 
temente anche in casi nei quali questa condizione non sia soddisfatta, ba- 
stando ammettere che gli accrescimenti delle stesse funzioni f; rispetto alle 
Y1)Y2 1::»»Ym tendano a zero di ordini inferiori al primo ma in modo sempre 
da potere ancora assicurare che le quantità y;,, convergono in ugual grado 
verso i loro limiti, o che la serie (3) converge in ugual grado, ecc. 


XXI. 


Gli integrali delle equazioni differenziali considerati come funzioni 
del loro valori iniziali 


I 


345. — Vogliamo ora studiare le proprietà degli integrali %1,%2,--3%m 
delle solite equazioni differenziali (1) del $ 339, in relazione ai valori ini- 
ziali %0,Y103Y2,01--:3Ymo della variabile x e degli integrali %1,%2,::-1Um; 
quando questi valori iniziali si fanno variare nel solito campo C nel quale 
le funzioni fi ; fa je fi 363 fn dei secondi membri delle equazioni differenziali 
sono finite e continue, e inoltre soddisfano alla solita condizione di Lipschitz 
rispetto alle y,,%2,---:Y,; nel qual caso già. sappiamo che gli integrali stessi 
esistono certamente e sono unici. 

Prima però conviene premettere alcune considerazioni intorno alle equa- 
zioni della forma 


(1) 0 (2) = B (2) + fa 0 (2) dx 


‘0 


e più generalmente intorno ai sistemi di m. equazioni della forma 


=B, +fa 110, +Axs090 + PAnm 0,.{ da, 


0, =B, e; 2,1 101 + Asg do. +-+ Aam0md%, 
(2) 
BRR; cri fi IBIS AMORE SCI ALI Baldo 


| 
| 
| rerafit midi Ame dot... AA 0,{de, 
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dove le 6, sono funzioni della x per le quali anche se sono incognite si am- 
mette però di sapere che esistono e che sono tutte sempre numericamente 
inferiori a un numero finito @ pei valori di x che si considerano; e le A,., 
e B, sono funzioni date di x e talvolta anche delle stesse 0,, 0.,...,0, e di altri 
parametri indipendenti da x, e sono sempre tutte numericamente inferiori 
a numeri finiti A e B pei valori che si considerano di x e delle 6, e dei pa- 
rametri che contenessero; e tutte le 0, come le A, , e B, sono anche con- 
tinue o almeno sono atte alla integrazione rispetto ad x quando per le 0,, 
0,,...,9, che figurassero nelle A,., e B, visi intendano posti i loro valori. 

Cambiamo per comodo in queste formole, sotto gli integrali, la variabile 
d’integrazione x in x, e poi, considerando per es. la 1° È queste equazioni, 
nell’ integrale che vi comparisce sostituiamo alle 6, , 0, ,...,9,, che compariscono 
a moltiplicare le A; ,,A;2---1A;,m i valori dati dalle formole stesse quando 
in esse la variabile x si muta in x, e quella sotto gl’integrali per comodo 
si muta in x,. Giungeremo così a una formola della forma 


9; =B, t Bi t Ci. ’ 
dove 


B, sf 1B1 + AsaBas ++ Aim Bm)z da, , 


du=$ fio pe) af + PA; mOm)a adr, 
s=l1 


per modo che 8, si comporrà, oltre che di B,, degli m integrali semplici che 
costituiscono B;.;, ciascuno della forma 


(3) fa. B,)z, 4%, 


e degli m? integrali doppii che costituiscono C; , ciascuno della forma 


x x 
(4) j fa , sla cf 0s,)%, dx, } 
do Xo 


gli indici x, o x, alle parentesi stando a indicare che nelle quantità in esse 
contenute alla variabile x viene sostituita x, 0 2.. 

Ognuno di questi m? integrali doppii (4) alla sua volta colla stessa so- 
stituzione per le @,, 8,,..., 0, darà luogo in modo simile a un integrale doppio 
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della forma 


x di 
(9) fa defi Bs, Ja dx, ; 
Lo Lo 


e a m integrali tripli ciascuno della forma 


x xi ta 
(6) fo. tf. tft 05,)2 dex, 
%o Xo To 


e quindi si avrà ora | 
09,=B, “È Bi th Bis FE Cia, 


dove B; , sarà la somma di m? integrali doppii della forma (5), e C, 2 la somma 
di m? integrali tripli tutti della forma (6). 

Ripetendo dunque successivamente queste operazioni si giungerà alla 
formola seguente 


(7) 0, = B; + Bi1 + Bia +++ Bio + Cip; 


dove in generale le B, , saranno le somme di »2' integrali dell’ordine # tutti 
della forma 


i DOS 
(8) fa. dadefa 8,8) stefa 8,8) fù fo SASA 275;_ 1 Bs, e, dx, 


e le C;,, saranno la somma di m?*! integrali d’ordine p+1, tutti della forma 


x x xa x3 Ep_1 Ly 
9) fa. , sa def dfn isf ts fi ’ 8,-1)%, da off ds), siga 9 
xo Xo Co %o To x 


0 


dove s, 51, $2,-++3Sp-1) Sp SONO numeri presi comunque fra i numeri 1, PA 
e ora si giungerà subito alla formola che cerchiamo. 

Si osservi infatti che siccome, per le nostre ipotesi, tutte le 0,, A. , e B, 
saranno numericamente inferiori ai numeri @, A e B, se si suppone per es. 
x>%x si vede subito che l’ integrale sialiplo ( (9) sarà numericamente infe- 


pH1 ptl 
riore al termine @ pefia fi sfi cloò ATM ari sn Te , e quindi 


c 0fmA(x- Dt 
x (P+1) 


i,» Sarà numericamente inferiore al termine che è quello 


all ai 


I RR E 
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di una serie esponenziale, e tende a zero al crescere indefinito di p. Al 
modo stesso poi si trova che gli integrali (8) sono numericamente inferiori 
BA' (€ - 2) B {mA (c— <)}' 
11) A, x(t) 


, essendo A la massima 


e quindi le B, ; sono numericamente inferiori a 


B{A (c-c)}' 
n (0) 
delle somme |A; .1|+|A;.a|+..-+|A;,m| dei valori assoluti delle A, 1,A;sz Aim 
per î= 1, 2,...,7#; quindi si può ora evidentemente concludere che le fun- 
zioni 0; che soddisfano alle equazioni date (2) sono espresse tutte per mezzo 

delle serie convergenti 


(10) 6; SRI e 


o anche, come si vede facilmente, a 


per 2=1,2,...,7, dove in generale le B, , sono le somme di m' integrali 

multipli di ordine #, ciascuno della forma dell’integrale (8); e queste serie (10) 

BUA (€ - 2) 

convergono tutte come la serie esponenziale BY ZE 
0 

anche convergenti in ugual grado rispetto a tutte le quantità che contengono; 

e il loro valore cioè è/ valore delle 0, è sempre numericamente inferiore a 


, e quindi sono 


Be4Al-®), e quindi se B sarà piccolissimo, le stesse 0, saranno dell’ ordine 


di piccolezza di B. 

In particolare se le B, sono tutte zero, e le À; soddisfano ancora a tutte 
le condizioni che abbiamo poste, le formole precedenti ci mostrano che le 
funzioni 8, che soddisfano alle (2) sono necessariamente tutte zero anch’esse. 

346. — È da osservare però che quando nelle (2) tutte o alcune della 
quantità B, e A, , contengono una o più delle funzioni 0,,0.,...,0, e que- 
ste sono incognite, la formola (10) non può servire alla determinazione delle 
8,, perchè i termini della serie del secondo membro vengono a contenere 
le stesse incognite ©, sotto gli integrali che figurano nei termini stessi; ma 
in ogni modo la stessa formola (10) per #=1,2,...,m dà relazioni note- 
voli che servono per dimostrare proprietà speciali delle nostre funzioni, come 
vedremo fra breve. 

Invece nel caso particolare in cui le stesse quantità B, e A, , non con- 
tengono le 0;, i termini del secondo membro della (10) sono perfettamente 
conosciuti, e quindi allora la formola stessa per 2=1,2,...,7 dà le espres- 
sioni analitiche delle funzioni 0,,0,,...,9, che soddisfano alle (2), e mostra 
anche che queste funzioni sono uniche. 

E così nel caso più semplice di una sola equazione, cioò quando si ha 


(11) 0(x) = B (2) +. A (2) 0 (2) de, 


(1) 
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poichè allora la formola (10) diviene la seguente 


(12) 0()= Nos fam a, de,+ fa. sofa AB),,dx,+ :faa tofa info (AB)x,dx3+ ... 
(2) 


questa, quando A(x) e B(x) non contengono 6 dà una espressione analitica 
0 (x) della funzione DA soddisfa alla (11). E quando B(x) sia anche finita 
e continua e derivabile, questa espressione (12) si riduce con tutta facilità 
alla formola che ordinariamente si dà per l'integrale della equazione lineare 
del prim'ordine 0'= B'(x)+A(x)0, che noi studieremo più avanti. 

Se poi si osserva che questa formola (12) a causa della convergenza in 
ugual grado della serie ci dà 


= Bia) ss È + fam dxs fa. inf dx + 


e quindi si ha la formola 0 (x)= B(2) + fac 0(x.) dx,, e in questa 0 (x;) è 


«da, 


la funzione stessa del primo membro, data dalla (12), nella quale è soltanto 
cambiato x in x,, si deduce di qui che la funzione medesima (12) soddisfa 
effettivamente alla (11), e questo, nel supposto sempre che A (x) e B(x) siano 
indipendenti da 0, basta anche a dimostrarci l’esistenza (che sopra avevamo 
dovuto ammettere come dimostrata avanti in qualche modo) della funzione 
8(x) che soddisfa alla equazione (11). 

In modo simile, sebbene più complicato, quando le B, e A, , non con- 
tengono le 0, si verificherebbe che le funzioni determinate dalle (10) per 
t=1,2,..., soddisfano alle (2), restando così dimostrata la esistenza di queste 
funzioni anche in questo caso, senza bisogno di ammetterla in precedenza. 

BATES poi da notare che cambiando 60; in x; + B, le (2) si trasformano 
nelle altre 


(13) 4g = B, tf 44 | A;2% tot Ama dx , 


(1) 


x 

per î=1,2,...,# con B, =frssa midi e FA:,mBn} de, e ora evi- 
Lo 

dentemente si possono eseguire le derivazioni rispetto ad x quand’anche le 

B, e A, ; per essere soltanto atte alla integrazione non siano derivabili; e 

per questo e perchè per x=%, si ha x; = 0, la ricerca delle soluzioni di que- 


ina E 


ste equazioni (13) o di quelle 0; delle (2) corrisponde a quella degli inte- 
grali delle n equazioni che si hanno dalla formola 


(14) 2;=A;1B1 + A;eBe +. +AjimBntAs1ZM +A;sZo0 +e tAi,mn, 


con farvi 2=1,2,...,7, quando si fissi che i valori iniziali di questi inte- 
grali per x=%, devono essere zero. 

E allora se le B, e A, , non contengono le 8,, 0,,...,6,,, ciò che corri- 
sponde al caso in cui queste equazioni differenziali (14) in x,, %2, ...,%n SOno 
un sistema (qualunque) di equazioni lineari, si vede subito che il metodo e 
le formole precedenti danno sotto forma perfettamente conosciuta gl’ integrali 
delle stesse equazioni lineari, e corrispondono precisamente al metodo e alle 
formole di Picard; e quindi se avessimo potuto limitarci a considerare questo 
caso, avremmo anche potuto valerci del processo di Picard per giungere alle (10) 
senza bisogno di ricorrere al processo precedente di sostituzioni successive. 

E si può anche aggiungere che se le B, saranno finite e continue e deri- 
vabili, e si esse che le A,,, conterranno soltanto la x, allora, senza stare a 
introdurre le x;, potremo dire senz'altro che la ricerca delle soluzioni delle 
equazioni (2) corrisponde a quella degh integrali delle equazioni lineari che 
si hanno dalla formola 


0', SI +A;1 0, } A; 20.+ se. FA; m0m 


con farvi 2=1,2,...,7, quando si fissi che i valori iniziali di questi inte- 
grali debbano essere i valori delle B,,B:,...,B, per %=% che potranno 
anche essere dati arbitrariamente. 

348.— Tenendo conto ora dei risultati generali che qui abbiamo ottenuti, lo 
studio che vogliamo fare degli integrali delle solite equazioni(1) del $ 339 consi- 
derati come funzioni dei valori iniziali %0; Y1.0%2.03---+1Ym,0 Si fa con tutta facilità. © 

Indichiamo infatti con %,,Y2,---Yn gli integrali che già sappiamo esi- 
stere corrispondenti ai valori iniziali &0, %1,03 Yz,03 +++ 3 Ym,0, @ CON Y1)Y23:++3Ym) 
quelli corrispondenti agli altri valori iniziali £0+€,%1,0 +91) Yz,0t ds 34:13 Ym.0t Im 
considerandoli sempre finchè restano nel solito campo €. 

Per gli integrali corrispondenti all’indice è avremo 


X 
Yi =%Yi0 #fi (CY Yz 3Um) de, 
x 


(1) 


x xt 
Y:=Y, +È; fr (ee tfr Yrr F230:-3Ym) de + 


Xotb-£ 


Lo 


+ fiat, de, 
do 
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e quindi sarà 


x 
Y;-Y;=È; tnt fr (2,9139203 005Ym) — fe (04 Y17Y290 3 Um} de, 
%o 
essendo n; un numero compreso fra —1 e 1, e L, un numero del quale sia 
sempre numericamente inferiore la funzione f; nel campo ©; e per la condi- 
zione di Lipschitz potremo scrivere 


(15) 7, -y;=d;+ns Lie sffae (FU FA2(72-Y)+ +A;mUm Um} de, 


(0) 


per #=1,2,...,m, e avremo così 2 formole del tutto simili alle (2) nelle 
quali le quantità corrispondenti alle B, sono quelle arbitrariamente piccole 
ò,+n Le e le quantità corrispondenti alle 8, sono le 7; — y;; e questo, pei 
risultati ottenuti sopra, porta evidentemente a dire che le di/ferenze Y; —Y; 
sono dell’ordine di piccolexza della massima delle quantità | è.| + L,|e| per 
r=1,2,...,m, e che gli integrali Y,Y2::--1YUm sono continui anche rispetto 
ai valori iniziali xi, Y1.0y Yz.010:%3Ym0 è 

349. — Se poi si ammette che le funzioni f;(7,%1:%2;---1Yn) abbiano 
le derivate parziali di prim'ordine rispetto alle %,,%2,---:Yn Sempre finite 
e continue nel solito campo C, e si suppone che siano nulli e e tutte le 
È: } 09 ,°--3 Èm @ll’infuori di una di esse, per es. è, , allora le formole precedenti 
(15) dànno luogo alle 7 che risultano dalla seguente 


do, i RITO a TIA! 
ci AO ir A agg GP lei Sa bla Voli dd Lo 
Ò: Ò. ù. ò, 
Lo 


col farvi 2=1,2,...,7, e nelle quali si ha g;=0 per? diverso dateg;=1 
per #=t, ele A,, sono le derivate di f;(2,%1)%2,-+::Yn) rispetto a y, in 
punti che, a causa della continuità già dimostrata delle y,,%2,--.n rispetto 
ai valori iniziali, all’impiccolire indefinito della è, convergono, e in modo 
uniforme per tutti i valori di x durante la integrazione, verso il punto 
(2,Y11%23::1Ym);, per modo che al limite divengono le derivate parziali in 
questo punto. 

Si hanno così 72 equazioni come le (2) nelle quali alle 0, corrispondono 


ora i rapporti incrementali St e le B, ,B.,...,B, sono tutte zero al- 
t 


l’infuori della B, che è uguale ad uno, e in queste, per quanto osservammo 


sopra sulle differenze 7; — y;, i rapporti incrementali a 
t 


come le 8, delle formole (2), sempre numericamente inferiori a una quan- 


esistono e sono, 
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tità finita; quindi pei risultati generali del $ 345, cioè per la formola (10), 


si conclude che i rapporti incrementali na è a ds, fn nia 
t t t 
dati da serie convergenti in egual grado anche rispetto a è, negli intorni 


del valore 3, =0. 


sono 


Questo, per un teorema generale noto, basta per potere affermare che 
esistono le derivate parziali di prim’ordine degli integrali Y:,Y2:-+::Ym delle 
equazioni date rispetto ai valori iniziali Y1.0,Y20:Yn0 quando le fun- 
zioni fi(2,Y1,Y2)---:Yn) sono finite e continue insieme alle loro derivate 
prime rispetto A Y,,Y2;---1Yn nel solito campo C; e per ciascuna di queste 
derivate se ne può avere anche una espressione in serie per mezzo della (10) 
pei varii valori 1,2,..., 2 di 2, poichè per es. per la derivata rispetto & Y.,0 
basterà fare nella stessa (10) le B, ,B.,...,B, tutte uguali a zero all’infuori 
della B, che sarà fatta uguale ad uno, e passare al limite in ogni termine 
per è;=0, ciò che porta ‘che si debba intendere che nella formola stessa le 
A;,s siano le derivate della f;(€,%.,%:,---1%n) rispetto a y, nel punto 
(€ 1Y11Y23003 Ym). 

350. — In particolare quindi nel caso semplice della equazione 


y=f@,9), 


per le derivate dell’integrale rispetto a y, si ha la formola 


x x xi x x %s 
Dyy =1+4 fa va, de, sa fo vizi ce f1 va dx, + fe va da fo va dio fo vis det... 
To Lo Lo Lo To o 


e in questo caso, per quanto dicemmo sopra, questa formola varrà anche se 
la derivata f, di f(c,y) nel solito campo © pure essendo ancora sempre 
determinata e finita sarà soltanto atta alla integrazione rispetto ad x quando 
in essa si pone per y la funzione integrale, se i rapporti incrementali che 
servono a determinarla convergeranno verso di essa in ugual grado pei varii 
valori di x durante l'integrazione, o se saranno soddisfatte altre condizioni 
che potrebbero facilmente trovarsi. E in certi casi la formola stessa varrà 
anche quando la derivata f', sia infinita per alcuni valori di «. 

Da questa formola poi a causa della convergenza in ugual grado della 
serie si dedurrà subito la formola 


x x 
Day = 14 fr, 19) Dunde =14 fre, Dave 


che resta così dimostrata anche pel caso testà indicato in cui /',(2,y) non 
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sia finita e continua, senza bisogno di ricorrere al teorema della derivazione 


x 


sotto il segno nella formola Y=% + fi f(d ,Y) da. 


Lo 
351. — Tornando al caso generale di m funzioni, e supponendo senz'altro 
che le derivate prime rispetto alle %,,%s,---1Yn delle f;(2,%1%23:- Un) 
siano finite e continue, e indicando per semplicità di scrittura con y,; la 


derivata Na di y, rispetto & y; 0, il teorema della derivazione sotto il 
t,0 


segno integrale ci darà subito la formola 


Yi, = s:+f) Di pra + Ya +» +e: Yme(dX, 


dove 9g; :=0 per è diverso da # ed è uguale a 1 per #=t; e ora consi- 
derando anche i valori %,,%» ,---1%n» degli integrali corrispondenti a un punto 
iniziale nel quale siano variati uno o più dei valori iniziali 41.0 Y2,0 3: Ym,03 
per es. soltanto il valore y,.0, colla formola ora trovata avremo subito anche 
la derivata corrispondente %';,,, di 7, rispetto a Y.0- 

Senza difficoltà quindi si determineranno anche le formole per le 7 dif- 
forenzo 71.1 Uni: Tot- Usi vs Tm=Y ma le quali ci daranno poi anche 
quelle pei rapporti incrementali PALA LI A Par todal Re Si int, e 
nelle prime di queste formole ogni termine sotto l’integrale, come per es. 1’, sarà 
dh Tage a Y »,e OVVETO (E- Tir. + Fre Ymae)i 
quindi pei risultati del $ 345 se ne dedurrà subito che le differenze Y';,.:-%Y.: 
fi  9f. 
UYU, dr 
e questo permetterà intanto di dire che le derivate y';,; sono anche funzioni 
continue dei valori iniziali (il che risulta anche dalle loro espressioni ana- 
litiche essendo date in serie convergenti in ugual grado rispetto a tutte le 
quantità che contengono). 

Ammettendo poi che per le f;(1,%1,%23---Yn) esistano anche le derivate 
parziali del second’ordine rispetto alle %1,%2;----Yn ® siano finite e continue, 
le formole stesse, sempre pei risultati del $ 345, porteranno a dire che le 
differenze %,,;—Y;,: Sono dell’ordine di piccolezza delle altre differenze 


Gi Ya 
È 


sono dell’ordine di piccolezza della massima fra le altre differenze 


Y.,—Y, e quindi della è,, per modo che i rapporti incrementali ———- 


s 


sono tutti sempre numericamente inferiori a un numero finito; e così aven- 
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dosi ora formole simili alle (2) che al posto delle 0, contengono i rapporti incre- 
Y.0-Yr To 
che, sotto le condizioni poste, esistono anche le derivate parziali del secon- 
d’ordine degli integrali rispetto ai soliti valori iniziali. 
0° Y: 
0Y1,09Yr,0 
presa rispetto a Y;.0 8A Yro, ® partendo dalla formola che si ottiene da quella 
scritta sopra per y';,;: con applicarvi la derivazione sotto il segno integrale 
rispetto a Y:.0, con ragionamenti simili potremo dimostrare prima la conti- 
nuità delle stesse derivate seconde degli integrali rispetto ai loro valori iniziali, 
e poi si dimostrerà l’esistenza delle derivate terze quando le f;(2,%1)%2,---1%m) 
abbiano anche le derivate parziali del terz’ ordine rispetto alle Y1,%2,---1%m 
e queste siano finite e continue; e ora così continuando si giungerà a con- 
cludere in generale che, quando, nelle solite equazioni differenziali date, /e 
fi(0,Y1Y2)---:Yn) ammettono le derivate parziali rispetto alle Y,,Yr,-:::Um 
finite e continue almeno fino a quelle dell’ordine k, altrettanto avviene delle 
derivate degli integrali rispetto ai valori iniziali Yo, Y2,0 3°) Ymo fino a 
quelle dell’ordine k. 

E nel caso in cui le equazioni differenziali date si riducono alla unica 
y=f(&@,%v), allora per le ultime derivate d’ordine % rispetto ad y di f(x, 4) 
che si considerano non importerà neppure richiedere che siano finite e con- 
tinue, ma basterà che siano finite e atte alla integrazione quando i rapporti 
incrementali che servono a determinarle convergano in ugual grado verso 
i valori delle derivate stesse, ecc. (*). 


mentali delle derivate prime ?',.;, si concluderà nel solito modo 


Considerando poi ad es. la derivata seconda degli integrali y; 


392. — Vogliamo infine considerare anche il caso in cui le funzioni 
fi(€3Y13Y2 3: Yn) contengono altre quantità (parametri) ,,03,..-, 0, che 
restano costanti durante l'integrazione, ma alle quali possono attribuirsi 
valori arbitrarii in un campo I ad esse relativo come se fossero altre va- 
riabili, mentre le f; per tutti questi valori di a,,%;...-,0, continuano a 
soddisfare alla condizione di Lipschitz rispetto alle yY,,%2,--::%» nel campo C; 


(# Il prof. Nicoletti, che il primo ebbe a studiare «gli integrali delle equazioni 
differenziali considerati come funzioni dei loro valori iniziali » nei Rendiconti del- 
l’Accad. dei Lincei del 15 dicembre 1895, si limitò a considerare il caso in cui le 
derivate di ordine più alto delle funzioni f; che occorre di considerare soddisfano 
ancora alle condizioni di Lipschitz rispetto alle y,,%s,--+:Yn. Dopo, altri geometri, 
fra i quali Peano, Lindeléf, Escherich, Darboux, Lichtenstein e altri, considera- 
rono il caso in cui questa condizione non viene posta e si richiede soltanto la con- 
tinuità delle stesse derivate. 
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. e vogliamo studiare come si comportino gli integrali rispetto a queste 
quantità ,,0,,...,0, quando le funzioni f;, che ora indicheremo con 
PIA e PARO OSTIA ,% 3e+*) &x), considerate come funzioni di a, ,% ;-..) Cu 
sono sempre finite e continue rispetto a queste quantità per tutti i valori 
di esse nel campo T' e per tutti i valori delle Ci Yiy Ya) Y nel campo, 0. 

Osserviamo perciò che, per ogni sistema di valori particolari @,, @2 ;-.., Qu 
di 0,03 )..,0; per l'integrale stesso y, avremo 


xd 
YiZ%Yio + fr rY13Y23:::3Ym 3 43023000; du) da o) 
Lo 

e indicando con 7; il valore dell’integrale stesso che corrisponde ai valori 
cambiati @1+%,,02+h2,..., Gu th di 01,09). 0%, avremo 


Xx 
Yi=Y10 +fr (2,91,4270:3Ym D+ Mm Gt he) tha) da, 
x 


(0) 


e per la nostra ipotesi tanto i punti (2, Y1,%2,---:Yn) corrispondenti ai primi 
integrali quanto gli altri (2, 71,%2;---17n) corrispondenti ai nuovi integrali 
saranno compresi nel campo C. 

Facendo la differenza di questi valori potremo scrivere 


x 
Ys=Y -f Fi 3Y13Y2r0003Ym rt 303 Aduthu)fi;(C1Y11Y2r03Ymr Mt ha 3 0gthgy.013 Au thu)dx 
Xx 


(1) 


Xx 
+ f |itnnniziea 9A2+h 3.0.0 +hu) — fi(C3Y1)Yn 303 Ymr 4742 .30u) da, 
o 


e tenendo conto della condizione di Lipschitz per trasformare il primo in- 
tegrale e indicando con B, il secondo, avremo subito una formola della 
forma 


(1) 


x 
(16) 7;-y, = B, +f A;a|91-%|+A;s|72-Y| ++ Aim|YnTYm] dx, 
z K 


che varrà per #=1,2,...,m e nella quale, per la ipotesi fatta che le f, 
siano finite e continue anche rispetto ai parametri a, %9,+.-,0, le B; saranno 
tutte numericamente inferiori a un numero arbitrariamente piccolo dato 
quando le %,,,,...,/, saranno prese sufficientemente piccole. 

Così evidentemente per le 7%; - y; avremo ancora un sistema di 72 equa- 
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zioni come le (2) nelle quali le B, saranno arbitrariamente piccole quando 
siano prese sufficientemente piccole le %,,%,,...,/,, © questo pei risultati 
generali ottennti nel $ 345 mostra intanto che sotto le nostre ipotesi gli 
integrali Y,,Y2,---,Y} saranno funzioni finite e continue anche rispetto ar 
parametri d,,03)..., 0 nel loro campo LT. 

— 353. — Ammettiamo ora che per le funzioni f;(2,Y13%2-+-1Ym7%1%2 +-+) 4a) 

esistano le derivate parziali di prim'ordine rispetto alle %,,% ,---,%» © quelle 
rispetto a alcuni o a tutti i parametri a,,02,...,0,; e tutte queste derivate 
siano finite e continue rispetto alle variabili x,%1,%2,-:%» © al parametro 
rapporto al quale le ultime di esse sono prese. 
Of; 
da, 
siano fra quelle che esistono per tutte le funzioni f;, basterà prendere uguali 
a zero tutte le %,,%,,...,4, all'infuori della A, per ottenere subito dalla 
(16) la formola seguente 


Allora, supposto ad es. che le derivate 


che potremo indicare con fia 


Xx 
iti OD +f fa fzt + AT a e) kate da, 


Lo 


nella quale avremo 


xd 
B = fine Y13Y230:3Ym 030233 A +Mhg 30 dda, 
2; 


() 


con n; numero compreso fra 0 e 1; e le A, , perz#=1,2,...,m saranno le deri- 
vate di /; rispetto a y; in punti vicinissimi al punto (£,%13%21--:1Um,41302 1:30); 


e a causa della supposta continuità in queste derivate e nelle altre si è rispetto 
%s 


al parametro a,, le stesse A,,,, come la f;,4, nell’integrale che figura in B, 
al tendere di 4, a zero convergeranno in modo uniforme pei varii valori di x 
durante la integrazione verso le derivate corrispondenti nello stesso punto 
(1,Y1)U23--:3Yny413042):+)45 3,01); quindi sempre pei risultati generali otte- 
nuti nel $ 345 la derivata di y; rispetto ad «, esisterà e inoltre avremo 


dy. ( of. i | | 
Ù - f{f&m La dvn... 4 Bled lag 


dY, da, dYa da, 0ÙYm da, da; 


le derivate venendo tutte prese nel punto (£,%1,%23-)Yny 1303-30). 
Con procedimenti simili si trova che per gli integrali y; e per le loro 


33 
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derivate rispetto ai valori iniziali esistono anche le derivate degli ordini 
superiori rispetto ai parametri @,,03,...,0, quando le f; ammettano le de- 
rivate rispetto alle Y,,%:,.--,Yn @ alle 43, 2 ,...,04 fino a quegli ordini pei 
quali occorre di considerarle, supponendo che anch® le ultime di queste 
derivate siano finite e continue. 

E propriamente per le derivate di ordine più alto relativo alle 4,,%9,..., %x 
la continuità non è neppure sempre necessaria bastando che siano finite e 
integrabili, e che i rapporti incrementali che servono a determinarle con- 
vergano in modo uniforme verso le derivate medesime pei varii valori di « 
durante le integrazioni. 

354. — Aggiungiamo che i risultati dei $$ 348 e 352 uniti a quelli 
generali del $ 345 conducono con tutta facilità anche a determinare i limiti 
superiori delle variazioni che ricevono gli integrali y,,%2,---1%n quando si 
mutano i loro valori iniziali Y1,0)2,03+-:1Yn.0 0 quelli dei parametri @,,02,...0%x- 

Così ad es. fermandoci sul caso in cui si mutino soltanto i parametri, 
fi 0f. of: 
dY1° dY°° dm 
sempre numericamente inferiori a un numero finito, si può osservare che se, 


quando le funzioni f; per <= 1,2,...,72 hanno le derivate 


lasciando fermi i valori iniziali %10,%2.0 3:-+1%m.0, SÌ mutano di 4, , 4g...) fu 
i parametri 2), %3,...,0x, Sì vede subito che le variazioni corrispondenti di 
ciascuno degli integrali %,,%2;---1n Sono tutte numericamente inferiori 


o al più uguali a B e4@—%), essendo B il massimo valore assoluto degli 
integrali 


x 


VE? 3 Uber 3 da +-hog 3003 lu +hu) — Fi (03Y15Y295Ym 4,093... Au){ de 
To 
{ df.|. |9f; df, 
i 1 2 0‘0.0 1 d (A d ll = 6 Mi oro i 
per è 34 3:0.:,77N, ® essendo a massima delle somme SRI ww + op 


Of Of 
OY? Yo dYn 
le %,%1)%2)-+)Ym SOnO sempre comprese nel campo C, e le &1,0%2---} &m 


dei valori assoluti delle derivate 


per @=1,2,...,7 quando 


sono comprese nel campo F. 

E in questo caso se le f; ammetteranno anche le derivate rispetto ai 
parametri @,,0%,...,0,, e queste derivate nei soliti campi C e I saranno 
tutte numericamente inferiori a un certo numero finito A, allora pel numero 


B potremo prendere A}|R| + [Rs] +... + |lm|} (C— 29). 
Questa osservazione potrà riuscire utilissima pei casi nei quali per valori 
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particolari @,,@,...,0, dei parametri 0,,3,...,0, le equazioni date (*) si 
presentino sotto forme tali che per esse gli integrali corrispondenti %1,%2,---1Yn 
si determinino con facilità; perchè allora determinati questi ultimi integrali 
si avranno dei limiti fra i quali sono compresi i valori degli integrali di quelle 
equazioni che corrispondono agli altri valori @,+%,,@2+%,..., Q+h, degli 
stessi parametri. 
| 355. — Prima di lasciare questi studii osserviamo anche che i risultati 
generali ottenuti nel $ 345 dànno immediatamente un’altra dimostrazione 
semplicissima della unicità degli integrali Y1,%2,---,Y» delle equazioni differen- 
ziali che corrispondono a un dato sistema dei loro valori iniziali Y1,0%2,03:-:3%m,0 
per <=%, quando per le stesse equazioni è soddisfatta la solita condizione 
di Lipschitz, e i punti (€, %1,%2;---%n) cadono sempre nel solito campo ©. 
Ammesso infatti che esistessero due di tali sistemi di funzioni integrali 
Y13Y2y00:5YUm ®© Gn corrispondenti agli stessi sistemi di valori ini- 
ziali 410) Ya,0 3: Ymo, allora avendosi le due formole . 


xX x 


G:=Y0t fi(C,% sY2 3::°3 Ym) da, e Yy; =Y,0 + fil ,Y1 3% ASI, Ym) de, 


Xo dA) 


per 2=1,2,...,72, se ne dedurrebbe l’altra 


Xx 


Yi ORA fi(@ ) Ya ) Ya AR, Yn) — fi(@ 1%U1,%2» Ym) de, 
che per la condizione di Lipschitz si trasforma nella seguente 
x 
Y-Y = [Aa Y| LP Ajs (7a — Yel RARE Ym = Ym| da , 


e questa col farvi 2=1,2,...,m dà luogo a un sistema di equazioni come 
le (2) per le quali le B, vengono ad essere tutte zero, e quindi, per quanto 
dicemmo in fine del $ 345, si ha Y; -y;=0, cioè Y;=%,, il che dimostra 
appunto la unicità degli integrali. 


(# Così quando si abbia ad es. una equazione di Riccati y'-+ay?=bx", con 
a e db costanti, della quale tratteremo in seguito a pag. 551, e seg. e il cui inte- 
grale si determina subito quando « o d sono zero, per la osservazione fatta sopra 
gli integrali corrispondenti a ciascuno di questi due casi ci condurranno subito a 
due limiti che comprendono l’integrale della equazione data pel caso di a e d di- 
versi da zero, 
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356. — Infine osserviamo anche che avendosi in generale per è = 1, 2,...,22 


04 XL 
Yi —Yi,o0 frico 1Y2,0 9°°*) Ym,0) da #f MG 1Y/1,Y2 g0) vw fi@,Yro, Y2,0 90°) Ym,0) 
ton Xo 


0 


e quindi 


i 9ri 9F. ri 
YiTYio = finte f (1 (rat (pepate (YUn—Ym,0) 
Yi Ya m 


di 


0 0 


essendo 1.0 %2,0 °°: Yn.o i Soliti valori iniziali degli integrali %1,%2,---1%m € 
Ta Ti 2 
Y, ; dYs CERRI. dYm 


medii determinati dipendenti dalla funzione f; e dai punti (2, %10%2,01-**3Ym,0) 


le derivate di f, rispetto a %,,%2,---%n in punti inter- 


e (2,%1,:::1Yn), basterà valersi dei risultati generali del $ 345, cioè applicare 
la formola (10), per giungere ad una formola generale che dà gli integrali 4; 
in serie d’integrali multipli. 

A meno però che le equazioni differenziali date non siano lineari per modo 
df, 
dY, 
determinati soltanto di forma, e mentre le serie potranno servire per dare 


che le non contengano le ?,,%Y2 ,---, Yn, i termini di queste serie saranno 


alcune proprietà degli integrali, non potranno però servire per la loro effettiva 
determinazione perchè conterranno nei singoli termini gli integrali stessi inco- 
gniti. Ma nel caso che le equazioni differenziali date siano lineari daranno vere 
e proprie espressioni analitiche in serie degli integrali medesimi in funzione 
della sola variabile indipendente « e dei valori iniziali «9, Y1,0 3 Y2,0 3--+:1Ym,0; 


«© potranno quindi riguardarsi come perfettamente conosciute. Queste espres- 


sioni analitiche per quanto dicemmo al $ 347, concordano pienamente con 
quelle che si hanno dal metodo delle approssimazioni successive di Picard. 


da, 


da, 


XXII, 


Equazioni differenziali del prim’ ordine 


Caso delle equazioni risolute rispetto alla derivata. 


357. — Gli studî che abbiamo fatto nei Capitoli precedenti, mentre met- 
tono in evidenza l’esistenza e l’unicità dell’integrale generale delle equa- 
zioni differenziali ordinarie quando sono soddisfatte le condizioni che allora 
si posero, dànno in sostanza anche due processi per la determinazione ap- 
prossimata dell’ integrale. 

Questi processi però, mentre come processi di approssimazione possono 
sempre applicarsi perchè permettono di calcolare valori approssimati quanto si 
vuole dell’ integrale dando in pari tempo il grado di approssimazione corri- 
spondente, in generale non servono a determinare la espressione analitica 
dell’ integrale neppure sotto forma di serie, della quale si abbia o possa cal- 
colarsi con facilità la espressione analitica del termine generale. 

Questa espressione analitica però non si riesce a averla neppure con 
altri processi altro che in un numero limitato — ma pur sempre assai esteso — 
di casi nei quali, per le particolarità che presenta la equazione data, par- 
ticolari considerazioni e particolari artifizî permettono di determinare l’ in- 
tegrale o almeno fanno scorgere la via da seguirsi per arrivare a deter- 
minarlo. 

E anche in questi casi i processi che allora si hanno presentano bene 
spesso difficoltà grandissime per la loro applicazione pratica e restano quindi 
processi puramente teorici, inquantochè essi richiedono operazioni per le quali 
ben di sovente o non si hanno metodi pratici per compierle o si hanno sol- 
tanto metodi di approssimazione; ma, malgrado questo, i principali fra gli 
stessi casi presentano ancora un interesse grandissimo, anche perchè met- 
tono in evidenza varii artifizî speciali che nella pratica possono usarsi per 
giungere a integrare una equazione; e la conoscenza di questi è utile. perchè 


CEnCAPA e 


in ogni parte del Calcolo integrale il più spesso bisogna appunto procedere 
per artifizî. 

In vista di questo noi esporremo ora i principali di quei casi e i pro- 
cessi relativi d’ integrazione, incominciando dal trattare le equazioni diffe- 
renziali del prim'ordine f(x,Y,y)=0. 

358. — Per queste equazioni quando, indicando con C una costante che 
possa prendersi arbitrariamente almeno entro dati limiti, si giunga a tro- 
vare con un processo qualsiasi una equazione della forma 0(2,y,C0)=0 
che definisca una funzione y della x per la quale si verifichi che essa in- 
sieme alla sua derivata soddisfa identicamente alla equazione data f(x,y,y)=0 
qualunque sia la costante C, e sia tale inoltre che dando un valore conve- 
niente alla costante C essa prenda un valore arbitrario y, per x =, essendo 
il punto (0) Yo) Compreso in un certo campo, allora la equazione trovata 
2(x,y,C)=0 sarà sempre presa da noi come l’ integrale generale della 
equazione data. E ciò perchè, come dimostrammo nel capitolo precedente, 
l'integrale generale quale fu da noi definito nel $ 316 sarà unico per ogni 
funzione y' definita dalla equazione data f(2,y,y)=0, e quindi coinciderà 
colla funzione y definita dalla equazione trovata % (x,y ,C)=0 la quale per- 
ciò potrà sempre sostituirsi all’ integrale generale. 

359. — Ciò premesso, prendiamo dapprima a considerare il caso in cui 
la equazione data f (x,y,y)=0 può risolversi rispetto a y° e può ridursi quindi 
alla forma M+4Ny=0, o all’altra coi differenziali, e relativa perciò a qua- 
lunque variabile indipendente, 


(1) Mdr + Ndy=0, 


essendo M e N funzioni conosciute di x e y; e indichiamo i casi più comuni 
nei quali l’ integrazione di questa equazione può effettuarsi, avvertendo che 
— tenendo il sistema di considerare un problema di calcolo integrale come 
risoluto quando sia ridotto a uno dei problemi già trattati senza far conto 
delle difficoltà che poi questi alla lor volta possono presentare — l’ integra- 
zione di una equazione differenziale si considererà come effettuata quando 
sia ridotta a fare una o più quadrature, o a un problema d’algebra. 

360. — Il caso più semplice, e al quale si cerca di ridurre quasi tutti 
gli altri, è quello delle equazioni (1) che diconsi a variabili separate, cioè 
delle equazioni della forma 


(2) _Xder+Ydy=0, 


nelle quali la X e la Y sono funzioni respettivamente della sola x e della 
sola y. 


— 5250 — 


Per queste evidentemente l’ integrale generale è dato dalla equazione 


frar4 frac, 


dove C è una costante arbitraria, perchè questa colla differenziazione ricon- 
duce subito alla (2) qualunque sia la costante C, e volendo che per x = 


ci dia y=% basta prendere C= | si N i) + fa Mx ") ciò che cor- 
XL=X, y=Y0 


risponde a scrivere la equazione stessa sotto la forma 


XL Y 
feat freno 
Co Yo 


361. — A questo caso poi si riduce subito l’altro della equazione 
(3) XYdxH4 XY,dy=0, 


nella quale le X e X, e le Y e Y, sono funzioni della sola x e della sola 
y respettivamente, e le variabili non sono separate, ma sz riducono subito 
ad esserlo colla divisione pel prodotto X,Y o colla moltiplicazione pel 


1 
fattore DULH 3 
20 3 X Yi i 
Si giunge così alla equazione x dr+ z U= 0 che ha per integrale 
1 
generale l’altra 


x Y 

X VR Pi È X Yi o 
fat (fono, oro f Za+ f Yao 
e %o Yo 


In questo caso però quando vi siano valori particolari di x e di y che 
annullano X, e Y, col dividere pel prodotto X,Y si vengono a togliere le 
soluzioni x = cost. e y = cost. che corrispondono a questi valori, e che soddi- 
sfano alla equazione data (3) perchè per esse si ha respettivamente de =0 e 
dy=0. Queste soluzioni corrispondono ordinariamente a soluzioni singolari 
della equazione data. 

362.-- Diamo ora alcuni esempi di equazioni differenziali che rientrano 
nei casì considerati e di problemi geometrici che portano a tali equazioni. 


1.° Se si ha la equazione 2dx + 


sen Y dy=0, le variabili sono sepa- 


rate e l'integrale generale è dato dalla equazione là xdx + Jh ly 


sen Y 


=C, ovvero 
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# 


1 
x 2 Log tang — im C, che può anche ilo nell’altra tang 39= Ce-:3, 


RR eS in. 0. 


= 0, ovvero VE si Ve 0 
l-x / 
le variabili non sono separate ma si separano subito dividendo la equazione 
3 CAVO da LAI dy 
per VI — y°, e ponendola quindi sotto la forma Via DV, —:0 
Si ha così pel suo integrale generale arc senx + arc seny = 0, o anche 
prendendo i seni dei due membri, e cambiando sen © in C 


aViI-4+yVi-2=0. 


In questo caso le soluzioni che vengono escluse colla divisione sono 
quelle che corrispondono alle due y = 16 y= — 1 che annullano VIT%#; 
e sono soluzioni singolari, come lo sono anche le due x=1 e x= —1 alle 
quali corrisponde y' =. 

3.° Si vogliano le curve nelle quali il rapporto fra la normale geome- 


trica N e la tangente SI T è uguale al rapporto 7 fra l’ascissa e la 


ordinata del punto corrispondente. 
Osservando che nelle curve y= f(x) riferite ad assi ortogonali il rap- 


N 
porto 7 fra la normale e la tangente geometrica è sempre uguale alla de- 


LE y della y, si può dire in generale che le curve nelle quali il detto 
rapporto è una funzione data f(x,y) delle coordinate del punto corrispon- 
dente sono quelle che hanno la equazione differenziale y = f (x , y) che cor- 
risponde alla equazione generale differenziale del prim'ordine risoluta rispetto 
alla derivata y'. 


x % 
Per le curve dunque che ora cerchiamo avremo y = — 0 dy — vi 0, 
gg Y 


e in questa equazione le variabili si riducono subito separate e si giunge 
all’ integrale y — x° = dal quale risulta che le curve cercate sono tutte 
le iperbole equilatere col centro all’origine e cogli assi disposti secondo gli 
assi coordinati. 

4.° Vogliansi le linee nelle quali la lunghezza della normale geometrica 
è una costante a. 

Poichè, cogli assi ortogonali, la normale geometrica in una linea qualsiasi 


ò yV1+y?, per la equazione differenziale delle linee cercate si avrà la seguente 


yVI+y? =a ovvero Yy°=a°—y° oydy—Va—dex=0 che divisa per 
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J =dy—dx=0 che ha le variabili 
Valy? 
separate e conduce quindi all’integrale generale Valy +x=C ovvero 
(€ -- 0)? + y° = a? che rappresenta i cerchi di raggio @ col centro in un punto 
qualsiasi dell’asse delle x. 


Va — si riduce subito all’altra 


Vi sono poi le soluzioni che abbiamo escluse col dividere per V da—-y,e 
queste corrispondono alle due rette y=4 ey = — a parallele all’asse delle x 
che effettivamente hanno esse pure la lunghezza della normale uguale ad @ in 
ogni punto e costituiscono l’inviluppo dei cerchi trovati; e queste soluzioni 
y=@aeY=—a sono soluzioni singolari. 

5.° Vogliasi anche la curva (trattrice) nella quale le porzioni di tangente 
comprese fra la curva e l’asse delle y hanno tutte una lunghezza costante a. 

Essendo x l’ascissa e a 1’ SAD che la tangente fa coll’asse delle x e 


il cui coseno, cogli assi ortogonali, è — de sarà x=+4dacosa, e 
; : ds — Val tdj sh dij 3 ; 
adx 4 
uindì avremo x=+t—— a=2x(1+vy?)e ay Va-—x=0; 


o anche xdy—Va— x de=0 , dove, supponendo per semplicità x positivo, 
al radicale Va? — e° potranno attribuirsi i due segni + e —. 

In questa le variabili si separano subito dividendola per x con che si 
esclude la soluzione x=0 (asse delle y), che pel problema geometrico non 


si 2 2 
x ia CR) 3 a’ — 
è da considerarsi; e quindi integrando si avrà subito y= C+ J Ul nitro: 
x 


Per eseguire la quadratura che figura in questa equazione porremo 


x=asent con cost=Va?-a, con chè, mentre x và da 0 ad a, # andrà 


da 0 a 5 oda rta 5 secondochè per Va”—° si prenderà il valore posi- 


tivo o il valore negativo; e così troveremo 


Va—a? cos°? di 1 
sit data ft aiza fd a [ sontdt=arogtangtt+000s1+0, 


sent: 
e poichè tang3t= pi pene Hol n sarà 
lai SE e i i I pr 
c0s34 a DEE Tra (entra 


vEZR 
d; l — C 
fe nt RA ra In + Vea tel 1) 


LC ODORI ca 


e quindi la equazione della curva cercata risulterà la seguente 


y= alog "40, 


a+ 


nella quale al variare della costante C la curva non fa che spostarsi pa- 
rallelamente all’asse delle x col cambiare y in y+ O. E poichò facendo questo 
cambiamento di y in 7+0, o supponendo C = 0, e osservando che per essere 
dy — Ne 
dx 

da 0 ad a è sempre crescente o decrescente secondochè pel radicale Va-d 
si prende il valore positivo o il valore negativo, e in questi casi per x=0 è respet- 
tivamente — 0 0 + 00 e per r= a è sempre zero, così basterà cambiare in queste 


si vede subito che il valore trovato per y nel passare di « 


formole il segno di Va — a° per avere y positivo quando, con x positivo come 
lo supponiamo, il radicale Va x è preso positivamente; e allora la equa- 
zione della curva prenderà la forma 


TIRES Aire boe ra — Vate : 


e questa rappresenterà la parte della curva a destra dell’asse delle y che è 
sopra o sotto all’asse delle x secondochò il radicale Va? x? è preso posi- 
tivamente o negativamente. i 
Questa curva, alla quale già accennammo nel Cale. diff. a pag. 397, chia- 
masi trattrice ed ha una importanza grandissima. Osservando che per 


essa coi segni ora fissati per x e per Va?x° si ha la equazione differen- 
ziale c V1+y?=a insieme all’altra xy = — Va'—x? la quale ci dà 


A Ol 2 


x k a 
iI , DI . 
IY +y = ———, Ovvero X°y = si vede 
i Va a} va Ve cy= Ve è ny ) 


subito che la curva è sempre convessa rispetto all’asse do x, come lo è 
rispetto a quello delle y, e Dei valore assoluto R del suo raggio di 


(L'EYDE n _ a’ 
RAIN Tai yy" 
se N, è la lunghezza della normale compresa fra la curva e l’asse delle y 


curvatura si ha R—= 


= -- aY ; talchè osservando che 


223 

si ha a=Ntg(Ny)=—N,y', si conclude che in valore assoluto si ha 
CREA AR i 

da pu cioè il prodotto RN, è una quantità costante d?. 
1 


Osservando dunque che nelle superficie di rivoluzione i meridiani e i 


O 
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paralleli sono le linee di curvatura, e i due raggi di curvatura sono il rag- 
gio di curvatura della linea meridiana e la porzione di normale della su- 
perficie compresa fra la superficie e l’asse di rotazione, presi questi raggi 
collo stesso segno o con segni diversi secondochè vanno nello stesso senso 
o in senso opposto, si vede ora che facendo ruotare la trattrice attorno al- 
l’asse delle y si ha una superficie di rivoluzione nella quale il prodotto dei 
raggi di curvatura è la quantità negativa — a?. 

E poichè nelle superficie il prodotto inverso dei raggi di curvatura presi 
coi loro segni è quell’elemento che si chiama curvatura della superficie, così 
si può dire che la superficie di rivoluzione ora indicata ha in ogni suo punto la 


1 
curvatura costante e negativa e uguale a UT, A questa superficie è stato at- 


tribuito il nome di pseudosfera, tenendo conto della circostanza che nella sfera 
di raggio a la curvatura è pure costante in ogni punto, ma è sempre positiva e 


uguale ad-;; ed essa ha una estrema importanza per gli studii geometrici 
a) 


a causa delle tante particolarità che ha che la collegano al piano e alla sfera. 
È appoggiandosi su queste proprietà della pseudosfera che il Beltrami nel 
1868 mise in evidenza la impossibilità di dimostrare nella geometria ele- 
mentare il 5.° postulato di Euclide valendosi solo degli altri postulati. 

363. — Un altro caso notevole di equazioni differenziali del prim’ordine 
la cui equazione si riduce alle quadrature è quello delle equazioni omogenee, 
cioè delle equazioni Mdx +Ndy=0 nelle quali M e N sono funzioni omo- 
genee dello stesso grado in x e y. 

In questo caso infatti se m è il grado di omogeneità di M e N, indicando 
con $ una quantità qualsiasi avremo 


M (te, ty}=t M(@,y), N(te,ty)=t"N(c,9); 


i So hiv 2 
e escludendo la soluzione x =0 quando vi sia, e facendo En sì troverà 


M (2,9) = 22 (1,8) 


x Ì 


N@,9)=2"N(1,5), 
e quindi la equazione data potrà ridursi alla forma 
y CANE 
x(1, dae +N(1,)ay— 0. 


Ponendo ora È =% e prendendo x come incognita, avremo dy = x dr+ xd, 


e quindi, indicando con M e N le funzioni M e N nelle quali ad x e y siano 
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sostituiti 1 e x, la equazione differenziale data si trasformerà subito nell’altra 
(M+ Na) de +Nxdx=0, nella quale le variabili si possono separare im- 
mediatamente, e si ha quindi integrando 


(4) loga + fa Srevimti 


e ora quando in qualche modo sia trovato 1’ integrale f == 


INfdaHo0 FR 
== Daan 
M+Nx 
dolo con @ (2) si avrà subito per l’ integrale generale della equazione data 


la equazione log x + È) = C; restando ora escluse, oltre alla soluzione x=0 


che vi sarà quando N si annulla per x = 0, anche le altre 1— o. corri- 


spondenti ai valori costanti a di x che annullassero la espressione M+Nx. 
364. — Diamo ora anche qualche esempio d’integrazione di equazioni 
differenziali omogenee. 
1.° Debbasi integrare l’equazione omogenea del primo grado 


(5) ade +ydy=2nydx, 


DS 


dove » è una costante. 
Applicando il processo precedente si trova subito che 1° integrale gene- 
rale è dato dalla equazione 


TT® CESON 
6 
dove C è la solita costante, e per x dopo fatta l’ integrazione dovrà essere 
y 
posto pae 


Osservando ora che si ha 


x dx (2x-2n) IMM sa dx 
1-2 n Kg? — 1-2n2z+2* 1in enni 


si vede subito che per n°? <1 si può prendere sotto forma reale 


x dx 1 
lotta 9 10g(1-2na+2)) += are lang 


per n°=1 si può prendere invece 


x de Î 1) 
if=coa 3 0g (1+t24+4°) £ FTT TA, 


ri 


—n 
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e per 2°>1 


2 dx 1 n x-n-Vn?=1 
feta: FARETE = log (1— i Lap PNE! 
x da 


1 2naba nella (6) pei 


e ora non c’è che da sostituire questi valori di fi 


varii casi di a°<1,n°=1ex*>1,e poi al posto di 2 serivere 2 per avere 
l’ integrale generale della (5) sempre sotto forma reale. 

Le soluzioni escluse in questo caso sono soltanto le due y=a e 
y=£x, essendo ae 8 le radici della equazione 1—2n4+z2°=0 che si 
riducono all’unica 10 —1 quando n°= I, e sono reali e distinte quando n°>1, 
mentre sono immaginarie quando n° < 1. 

2.° Avendosi da integrare la equazione omogenea generale di primo grado 


(ar + by)dx + (ax +8y)dy=0, 


dove a,b, a,b sono quantità costanti, col processo precedente si troverà su- 
bito che l'integrale generale è dato dalla equazione 


I aa; c 
UE) a+ (04 a) FOLTA È 


dove C è la solita costante arbitraria, e dopo calcolato l’integrale in x che vi 


figura bisognerà porre È al posto di x. Questo integrale si calcola subito con 


processi simili a quelli tenuti pel calcolo dell’ integrale che figurava nelle 
formole del caso precedente. 

I casì esclusi ora sono quelli di y=ax ey=f, essendo a e f le ra- 
dici reali o complesse della equazione a + (0 + a')x + d'a° = 0 che si ridu- 
cono a una sola quando (6 + a) — 4 a8'=0. E quando sia 9'=0 uno dei 
casi così esclusi si riduce a quello di x= 0. 

3.° Vogliansi le curve per le quali il raggio vettore condotto dall’ori- 
gine delle coordinate a uno qualunque dei loro punti è uguale alla porzione 
dell'asse delle y compresa fra l’origine e la tangente (ordinata all’origine 
della tangente). 

Nel supposto che gli assi siano ortogonali, facendo la figura si vede su- 
bito che per queste curve deve essere soddisfatta la equazione differenziale 


omogenea yde — cdy = Va + de, e quindi applicando il processo del pa- 
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ragrafo precedente si trova subito che oltre alla retta «= 0 (asse delle y) si 


hanno le curve per le quali si ha la equazione log x + " E C, ovvero 
+2 
log x + log (x EVIL 2*)=C, nelle quali per x va posto È e Cè la solita co- 


LI 


stante arbitraria. 

Facendo la sostituzione per 2 e cambiando C in log C si passa subito alla 
equazione y-+Vx* + y°= 0 ovvero a° = 20 (5 _ y), la quale dimostra che le 
curve cercate sono tutte parabole che hanno per asse l’asse delle y e per 
fuoco il punto (€=0,y= 0) dal quale partono i raggi vettori. 

In questo caso poi oltre alla retta x =0 (asse delle y) restano escluse 
le rette immaginarie y=x V--1ey=—xV-1 per le quali è zero la solita 
espressione (M-+-Nz),_* che ora si riduce a 22-+y=0. 


4.° Aggiungiamo che al caso delle equazioni omogenee dell’esempio 2.° 
sl riducono anche le equazioni non omogenee 


(ax --by + )de + (ax +by+c)dy=0 


quando non sia ab' — a'6= 0, perchè allora per ridurle omogenee basta cam- 
biarvi 2 in a4+-x, e yinB+y,, essendo « e B due costanti determinate dalle 
equazioni 


ar+bB+c=0,qa+d9f4+ec=0. 


Quando poi sia ad — a'b= 0, allora escludendo il caso in cui manchino 
ambedue i binomii ax + by e a'x+4+dy (per essere a=b=a'=bd'=0) 
nel qual caso la equazione sarebbe subito integrabile, e supponendo che 
uno almeno di essi per es. il primo ax + by sia diverso da zero per es- 
sere diverso da zero uno almeno dei due coefficienti @ e d, per es. a, allora ‘ 


, 


ATTRAE 7) 
avendosi dD'— 


5 la equazione data si trasformerà subito nell’altra 


(an + by + 0) dx +{° (a + by) +e \dy=0; 


e questa se è sarà zero si ridurrà subito ad avere le variabili separate, e 
se 5 non sarà zero basterà porre ax + by = e prendere x per nuova fun- 
zione incognita per ridurre la equazione ad un’ altra nella quale le variabili 
sì separano immediatamente. 

5.° Vogliansi infine le curve per le quali il rapporto fra le lunghezze 
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della normale e della tangente geometrica è una funzione omogenea di grado 


zero delle coordinate. 
La equazione differenziale di queste curve in coordinate ortogonali sarà 


ISCR (8) ovvero 


f(2ar-dy=0, 


e poichè questa è omogenea, per l’ integrale generale e quindi per la equa- 
zione della curva avremo la equazione 


dx 
oga+ fm =0. 


dove C è la solita costante arbitraria, e nell’ integrale in x dopo averlo ese- 


guito si dovrà porre © al posto di x. 


Le soluzioni escluse saranno le rette y= ax essendo a i valori partico- 
lari di x pei quali x-f(2)=0. 
365. — Un altro caso di equazioni differenziali la integrazione delle quali 


n 


si riduce alle quadrature è quello delle equazioni 
(7) M(at+tyde + Nat gy)dy=0, 


nelle quali cioò M e N sono funzioni di x + y. 

Per queste ponendo 2+y=% si passa subito all’altra equazione in x e x 
iM(a) -N(2)} de +N(4) de =0 nella quale le variabili si separano immedia- 
tamente, e si giunge così alla equazione 


NG) 
+ / ro NgU=0 


che dà l’ integrale generale della equazione data (7) quando calcolato l’ in- 

tegrale in x vi sì sostituisce x + y al posto di x; restando però escluse le 

soluzioni x+y = corrispondenti ai valori costanti a di x pei quali si abbia 

M()=N(2). | 
Così avendo per es. la equazione 


dx + sen (C+ y)dy=0, 


. LS sen°% . . . 
sl troverà 7+ iL pr di: =C ovvero x«—x+ tangz=0, e quindi l'integrale 


generale sarà — y + tang (x + y) = €, restando escluse le soluzioni per le 
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T 


qualix +y=(2k+ 1) 


considerarsi come casi limiti dell’ integrale generale. 


conf numero intero qualsiasi, che possono anche 


Equazioni lineari del prim’ordine o che si riducono a queste. 


366. — Una classe interessantissima di equazioni del prim'ordine, che 
possono comprendersi fra quelle risolute rispetto alla derivata ma per le 
quali non si ha riguardo a questa particolarità, è quello delle equazione le- 
neari cioè delle equazioni nelle quali la funzione y e la sua derivata y' vi 
entrano soltanto al primo grado e non moltiplicate fra loro, mentre la va- 
riabile x può entrarci in un modo qualsiasi. 

Tali equazioni sì riducono sempre alla forma 


(1) yH4+Py=0Q, 


dove Pe Q sono funzioni qualsiansi di x; e per integrarle si introducono 
due funzioni ausiliarie 9ex ponendo y=9% e determinandole poi conve- 
nientemente per mezzo di equazioni, lineari esse pure come la (1) ma che 
si possono subito integrare perchè mancano del termine corrispondente a 
Py, cioè di quello che contiene la funzione, o mancano del termine noto Q. 

Con questa posizione indicando con 8' e #' le derivate di 0 e di x si ha 
y =0"x+0x' e la equazione data si trasforma nell’altra 


0X + (0 +P09x=Q, 


dalla quale si vede che volendo fare sparire il termine che contiene la fun- 
zione x, basterà determinare 0 colla condizione che sia 8" + PO=0. 
Di qui si vede che 98 dovrà soddisfare alla equazione 404 P9de =0, 


ovvero © +Pdx=0, la quale dà subito log 9 = — si Pdx+logk, ovvero 


— (Pa REN h 
0=ke Sede essendo % una costante qualsiasi diversa da zero che potrà anche 
prendersi uguale ad uno senz'altro; e allora determinato così il 0, la equa- 


zione precedente si riduce all’altra x = 2 , Che determina subito anche la 


dandoci x -S3 de +0. 


E determinate così le funzioni 08 e #, si trova subito per l'integrale cer- 


cato v-( ii dar + e) dove perood Le cioè si ha, cambiando la 


ii int 
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costante 4 C in C, 


(2) y =W@7 re) (oeSte + o 


n 


dove C è la solita costante arbitraria, e l’ integrale ” Pdx è un integrale 


indefinito qualsiasi (cioè colla costante arbitraria presa come sì vuole), e sì 
intende che sia lo stesso (cioè colla stessa costante) tanto nel primo fattore 
del secondo membro quanto sotto l'integrale del secondo fattore, come era 
lo stesso il 0 nei due fattori della espressione precedente di y. 

Questa formola (2) dà l'integrale generale cercato della equazione lineare 
del prim’ordine (1). Ricavandone il valore di y° si trova la formola 


y=— SJ Pap 


fetta to tanrota 


e così resta anche verificato che la stessa formola (2) dà l’integrale della (1). 

Notiamo che la formola (2) che dà l'integrale della (1) poteva trovarsi 
anche col processo detto della variazione della costante arbitraria, cioè 0s- 
servando che per la equazione y+Py=0 che manca del secondo membro 
l'integrale si trova subito (come si trovò sopra per la 04 P9=0) ed è 


(Pd 
vede (i sa dove C è la costante arbitraria; e volendo avere sotto questa 
stessa forma, ma allora con C variabile e scelta opportunamente, anche l’in- 
tegrale della (1), cioè volendo che questa espressione di y soddisfi alla equa- 
zione data (1) si vede subito che bisogna prendere C in modo che si abbia 
d© — f Pa 
101 Fa 


Pdx 
3a 03 Ciosal — Qel “ de + C;, essendo C, una costante arbi- 


traria, e si ritrova così immediatamente la formola (2). 

367. — Aggiungiamo che la formola (2) trovata sopra per l’integrale 
della equazione lineare (1) può ridursi con tutta facilità alla formola (12) 
del $ 346 (pag. 512) che già allora dicemmo potersi riguardare come l’in- 
tegrale della equazione lineare y =Ay+B', essendo A una funzione della 
sola x e B' la derivata di un’altra funzione B pure della sola «. 

Scriviamo infatti la (2) sotto la forma 


x x x x 
A SE i 27 ® Shi o 
Y=Y€ i Qe o dC; 
%y 


34 


— 536 — 
coll’introdurre il valore y, di y per x=%;,; e indicando con B l’integrale 


x 
fotto ciò che darà Q=B', osserviamo che con successive integra- 
X 


0 
zioni per parti, e col cambiare successivamente la variabile x in x,, in %2,.. 


si trovano le formole seguenti 


sf j Pax ug da Ri 
dela dx = Be o led; 
Lo 
(up Pa, ni ° Pda Do Pda, > 
la dai=catà (BP), da, — P,, dt I (BP) eda 
aa x XI fe Pio x Xi 
"ib, OI Pte Pz, dx | (BP)a, dar — 
x vi p e ds; xi xa 
— fe ® P,,dx, | Pa, dx, | (BP), da, 
Xo %o Lo 


) 


le quali col sostituire successivamente nel valore scritto sopra di y, ci danno 
subito in serie convergente 


x x x x Ti Xa 
3) y=B- Ii (BP)a da + f Pad f (BP)s, de, — SÉ ba, do, f be if (BP)a, des + ..., 
Lo To Lo Lo Lo Lo | 


perchè, se B e P sono i massimi valori assoluti di B e P nell’intervallo 
che si considera per x, il termine 


de Ds Pda DI " P,, da AI 
su) IPS dx, % dx, Pad 2 dn, 


che per le formole precedenti dà la differenza fra y e la somma dei primi 
n termini di questa serie, è evidentemente inferiore in valore assoluto alla 
BP ww)" Plan 


n (1) 


quantità che col crescere indefinito di » ha per 
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x 


limite zero; e questo valore (3) di y dove B= fi Qde+%, mentre ci dà un’ altra 


Lo 
forma dell’integrale della equazione lineare data (1), combina pienamente 
con quello dato dalla formola (12) del $ 346 ricordata sopra, quando in questa 


x 


sì faccia A= —P, e s’intenda che sia B fe de+Y. 


0 
368. — Per dare anche alcuni esempî di integrazione di equazioni lineari 
prendiamo a considerare i casi seguenti: 
1.° Vogliasi l’integrale della equazione lineare 


RUI 
(4) y-22=d. 


Confrontando questa equazione colla (1) si vede che si ha pai Os 


e quindi si può reno (P de=—2loga=—logx, ql PA dog fit = 21 ; 
e così per la (2) l'integrale cercato della equazione data (4) viene ad essere 
CERA (1 + 0) : 

2.° Vogliasi l'integrale della equazione lineare 
(5) 1+2)y—a2y=a, 


dove a è una costante. 


In questo caso si avrà P=— ——; 1 n Q=-—,, e potremo prendere 


+ x 


i d, 
fra=-iusasa Ls aa OS SA 
(142)? 
Ra BRR da DIL , 
e poichè si ha 33" ge STR Tr gra nat <d#G;all*altimo!in- 
(1425)? (1429)? (142)? 


tegrale può applicarsi una integrazione per parti, sarà fo Par gg = Vira 


e così per l'integrale cercato della equazione (5) si avrà y=ax+CV1+2?. 
3.° Vogliasi l’integrale della equazione 


(6) y+ay=%, 
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Col solito processo osservando che ora si ha P= x, Q =, si trova per 
l'integrale cercato 


x2 


e se si vorrà calcolare anche l’integrale fra pel quale i soliti pro- 


cessi della integrazione per parti o per sostituzione ecc. non servono, biso- 
gnerà ricorrere alla integrazione per serie. 

Osservando perciò che si ha in serie convergente in ugual grado per 
qualunque valore di x 


x x? ne, g6 gen 
SI 
tolta alpe gp uplior mrpra  ne 


x2 


si vede subito che l’ integrale fee dx all'infuori di una costante è 


x3 x} x x° g2n+3 
3'8.5.1.287.1.2) 259.1 2.31" ann tg 


e quindi l’ integrale della equazione data (6) può scriversi sotto la forma 


rt x a x x° gient3 
SARO Rodi I og NPI ci i A ELE ALA Rn i 
ye tata 5.127.100 nt 
369. — Alle equazioni lineari si possono ridurre altre equazioni, cono- 
sciute sotto il nome di equazioni di Giov. Giac. Bernoulli, che sono della 
forma 


(7) y + Py= Qy”, 


dove n è diverso da zero e da uno (perchò altrimenti si ricadrebbe nel caso 
delle equazioni lineari), e P e Q sono funzioni qualsiansi della sola x. 

Moltiplicando questa equazione per (1—r)y7" si vede subito che basta 
porre y'7"= x per ridurre la equazione stessa all’altra lineare in 


z+(1—-n)Pa={(1—-n)Q, 


il cui integrale è 


Pa ina) VA Pdx 165) fo LS Pdx dad o 
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e di qui si deduce senz’altro che l'integrale generale della equazione data 
(7) è dato dalla formola 


preti ina) SPae (n) fat dA Pat ir de Ù 


») 
o anche dall’ altra 


(8) pati (10% K) felini vi Hi fat 30 Pdx dr + CÈ, 


l i diro: 
quando si muti in i Chi 


Così per es. se si avrà la equazione y+E=3x l'integrale generale 


ki 1 
?, OVVero y=3,— 


Viggo 


1 
i e C/=82+0% 


3 
SALA RE 


Equazioni per le quali si conosce un integrale speciale. 
Equazioni di Riccati. 


370. — Data una equazione differenziale f(2,y,y)=0, 0 Mdrx+Ndy=0, 
quando essa non rientra in uno dei casi precedentemente considerati, o non 
si trova opportuno di valersi dei processi precedenti per integrarla, allora 
per vedere di trovare il suo integrale generale giova ricorrere ad artifizii 
speciali. 

Di tali artifizii, in questa e nelle parti che seguono ‘del presente capi- 
tolo, indicheremo i principali, che varranno però, ora gli uni ora gli altri, sol- 
tanto in casì determinati. 

Incomincieremo perciò dall’osservare che non è raro il caso in cui di 
una equazione differenziale data si giunge in qualche modo — con consi- 
derazioni speciali o anche soltanto con prove o tentativi — a conoscere 
uno o più suoi integrali speciali y = y,(x); come avverrà ad es. quando 
proponendosi di determinare curve che abbiano date particolarità relative 
alla tangente o alla normale per le quali alle curve stesse venga a corri- 
spondere una certa equazione differenziale f(2,y,y)=0, sia già conosciuta, 
o con considerazioni geometriche si riesca a determinare qualche curva spe- 
ciale y=yo(x) che abbia quelle date particolarità, nel qual caso sì cono- 
scerà un integrale particolare o una soluzione singolare di quella equazione. 

Ora quando si conosca per es. un integrale speciale y,, si può osser- 
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vare in modo generale che ogni funzione y che debba essere un integrale 
di una equazione f(x,Y,y)=0 si potrà ordinariamente rappresentarla con 
una espressione data qualsiasi (2, %,, %) composta con 7,%, e x, essendo x 
una certa funzione di x da scegliersi opportunamente, perchè ordinariamente, 
qualunque poi sia la funzione y che rappresenterà l'integrale, si potrà sod- 
disfare alla equazione y=%(x,%,) con una funzione conveniente x. È se y 
dovrà essere l’integrale della equazione data, questa funzione x verrà natu- 
ralmente ad essere l’integrale di una equazione 4(x,%,z)= 0 che risulterà 
dalla equazione data ponendovi per y e y° i valori dedotti dalla formola pre- 
cedente y=%(%,%,%) col tenere conto che y, è una funzione conosciuta di 
x per la quale si ha /(2,%0,Y)=0; e potrà darsi che la nuova equazione 
d (2, %,x)=0 rientri in uno dei casi considerati nei paragrafi precedenti o 
almeno sia più facilmente integrabile di quella data. 

371. — Caso per caso gioverà scegliere in un modo piuttosto che in un 
altro la funzione €(x,%,,) che col porre y=%(%,%,) servirà alla tra- 
sformazione della equazione data nell’altra 0 (x,z,x)=0, e le trasforma- 
zioni che prima si presentano ‘alla mente come le più semplici sono quelle 
che vengono dal prendere per %(x,%,) le funzioni di primo grado yo + 
0‘ sCOLUPoOr”e (CL00 9 2A eV: 

Con la prima di queste trasformazioni y=%,+, la nuova funzione in- 
cognita 2 corrisponde alla differenza fra l’integrale generale cercato y e 
quello conosciuto y,, e noi ci fermeremo a considerare appunto questo caso 
di y=%Y+%. 

Ammesso allora che la equazione data sia posta sotto la forma y+M=0 0 


(1) dy+Mdx=0, 


dove M è una funzione M (x, y) di x e y, si può osservare che per la nuova 
equazione in z verremo ad avere dy, 4 d2z4+M(x,%+)dx=0, e poichè 
essendo y, un integrale della (1) sarà dy4 M (x,y) de=0, essa si ridurrà 
subito alla forma seguente 


(2) de +- Pda =0, 
dove 
(8) P=M0;wt+A-M(2,%); 


e se questa nuova equazione in x e x rientrerà in uno dei casi considerati 
nei paragrafi precedenti, la sua integrazione verrà ridotta alle quadrature; 
dopo di che dalla formola che si troverà per l'integrale di questa equazione 
si dedurrà l’integrale della equazione data cambiandovi x in y— yo. 
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372.— Così, limitandoci al caso in cui nella funzione M (x,y) le va- 
riabili x e y sono separate e si ha M(2,y)=%(x) +4(y), siccome allora sarà 
P=%4(/+2)— (Yo), si può osservare ad es. che si rientrerà subito nel caso 
del $ 361 e l'integrazione si effettuerà con quadrature se P risulterà il pro- 
dotto di una funzione X della sola x per una funzione Z della sola #, cioè se 
sarà D(yte)—d(Yy)=XZ 0. 

Questa colla derivazione rispetto a x porterà che debba aversi la formola 
seguente W (04 2) = XZ che derivata rispetto ad x dà luogo all’altra 
vt 2) yo= XZ; quindi se X o Z' 0 y, non saranno zero, avremo la 
formola 

y' (Yo + 2) _ IS 

dot e) Kyo” 
e poichè in questa, per la presenza di x, la yy + nel primo membro si può 
fare variare come si vuole o lasciarla invariata indipendentemente da x, si vede 


" 
d (Yot2) sia una co- 


d'(Yo+2) 


stante % alla quale dovranno ridursi i due membri di questa equazione. 


subito che onde essa sussista bisognerà che il rapporto 


Non fermandoci dunque sul caso di y,=0 nè sugli altri ai quali testè 
accennammo di X o Z' zero, perchè in questi casi #(x) 0 4(y) dovrebbero 
essere costanti, e le variabili nella (1) o nella (2) sì ridurrebbero subito se- 
parate; e negli altri casi cambiando per semplicità y +4 in #, si vede che 
de) 
d (6) 
rebbe 4'(t)=c e 4(t)=ct+c,, e quindi 4(y)=cy+c, con c e e, costanti, e ci 
porterebbe a quello già considerato al $ 366 delle equazioni lineari o a quello 
delle variabili già separate; quindi supponendo % diversa da zero e facendo 
una prima integrazione, avremo log (4)=Xt+loge, ovvero W(t)=ce?; e 


dovrà essere =k, e potrà escludersi senz’altro il caso di &=0 che da- 


c 
con una nuova integrazione otterremo %(t) =70%40, essendo c e c, due co- 
% 


stanti qualsiansi, la prima delle quali dovrà essere diversa da zero, 
L’equazione da integrarsi verrà quindi ad essere la seguente 


| Cc 
(4) dy+}e@)+pe+o{de=0, 
e la equazione (2) in 2 sarà l’altra 


de + 7 ee 1)de=0, 


(*) Si tratterebbe ugualmente il caso in cui fosse M=%(x)+0(x)4(y), essendo 
6(x) un’altra funzione qualsiasi di x. 
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che s’integra subito colle quadrature e dà la formola 


de 
if atitofenano 


essendo C una costante arbitraria; e poichè si può prendere 


de ene ii A} 
i fata fieri — 1), 


l’integrale della equazione (4) sarà dato dalla formola 


— by — yi) +log (ek) — 1) +0 fer de=0, 


essendo y, l'integrale conosciuto della stessa equazione (4). 


In particolare se n e(a)=— e-*:% con e, diverso da zero, si potrà 
prendere y = do log È , talchè si può dire ora che l'integrale della 
equazione 

dy + ae ek -L cde=0 
sarà dato dalla formola 
ecnke 
—kykta Do _ gl (tea) — sia rampante 
1 


È da osservare però che la equazione (4) e così l’ultima che ne è un 
caso particolare, avrebbero potuto integrarsi anche con un altro processo, 
perchè ponendo e*”—9 e prendendo 8 come funzione incognita, la (4) sì ri- 
duce a una equazione di Bernoulli ($ 369). 

373. — Se invece, sempre nel supposto di M= (x) +4(y), il valore 
P=%(y+2)—%(w) che figura nella equazione (2) risulterà una funzione 
omogenea di grado zero in x e 2, cioè se sarà soddisfatta la condizione 
n Le > 


grazione della equazione data potrà ancora ridursi subito alle quadrature. 


= 0, allora rientreremo nel caso considerato al $ 363 e la inte- 


Ora in questo caso dovrà essere 


ny Wo+ 2) — & 4] +24 (+2) =0 


ovvero 


It yuti-Yvy=0, 


(IMG 


e quindi derivando rispetto a 2 e ponendo per semplicità y, += t,con os- 
servare che %'(t) può supporsi senz’altro diverso da zero perchè, come già 08- 
servammo nel caso precedente, quando %4(#) fosse costante le variabili nella 
equazione data sarebbero già separate, si troverà che deve essere 


v (4) 1 


(8) VA 


(9) 


dal che risulta che xy, — % dovrà essere una quantità costante % perchè nel 
primo membro non figura la ‘x. 


Osservando quindi che xy — % è il numeratore della derivata di ce, si 
y\_ k 
vede che dovrà essere (£- p° quindi yy= —X+ cx, essendo c una co- 


stante qualsiasi che potrà supporsi diversa da zero, altrimenti si avrebbe 
Y=—k e allora, come osservammo anche nel paragrafo precedente, nella 
equazione data che ora ha la forma y'+i0(2)+4(M)}de=0, la (x) do- 
vrebbe essere una costante e la equazione sarebbe subito integrabile. 

Allora con y== k+cx, la (5) ci dà, integrando, logt'(t)=—-log (K+4)+loge,, 

Ci 

k+t° 
e da questa avremo (7) =c, log (K+%)+c., con c, nuova costante pure ar- 
bitraria. 


ovvero y'(t)= essendo c, una costante qualsiasi ma diversa da zero, 


Ne segue che per la equazione data (1) dovremo avere 


dy+ig@)+clogk+y)+cjde=0, 


ein questa dovrà essere % (2) + c° = — c— clog cx perchò y=—%k + cx possa 
esserne un integrale; quindi ora la nostra equazione sarà la seguente 


(6) dy 4 |jclogk+y) — clogea— cìde=0, 


e per integrarla basterà integrare la equazione omogenea in x e @ 
de + c, {log (cx+) — log ex} de=0, ovvero de+e; log (1 + E )da=0, 


e poi porre nell’ integrale y—%0y+%—cxal posto di 2. 
Ponendo = = 00 con che x=c0 x, questa ultima equazione si riduce 


all’altra 
cxd8 + {cd 4- c,log (1+0)}de=0, 
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la quale s’integra immmediatamente con quadrature, e ci dà 


dd 
o fari eno 


essendo C una costante arbitraria; quindi se F (0) sarà il valore dell’ inte- 


l 2) che potrà ottenersi colla integrazione per serie 
ep (Lio) a b 


per l’integrale della equazione (6) avremo la formola F (2 OH toga C, 


Ovvero pito )+loga=0. 


374. — Più generalmente osserviamo che quando la equazione differen- 
ziale è data sotto la forma f(x,y,y)==0, la equazione corrispondente in 
x sarà la seguente f(2,4+%,%+)=0; e quindi se la funzione f(2, yy), 
considerata come funzione delle due quantità ye y come se fossero due 
variabili indipendenti, sarà sviluppabile colla formola di Taylor relativa al 
caso di più variabili, allora considerando in f (2, %+%,%0+%) la x e x" come 
accrescimenti di y e y' a partire da y, € yo, e osservando che f(2,%0,Y0)=0, 
avremo la formola 
© Ea Leo tI 4a 


tit at na tanta 


ALE 4 +0, 


nella quale le derivate di f s’intenderanno ricavate dalla f(x,%0,%0); e la 
nuova equazione da integrare in x potrà prendersi sotto questa nuova forma. 

Naturalmente questa equazione cesserà di essere una serie e si ridurrà 
ad un polinomio razionale intero in x e 2°, se f(x, y,y) sarà una funzione 
razionale intera rispetto a ye a y. 


375. — In particolare dunque se l’equazione data sarà di quelle cono- 
sciute sotto il nome di equazioni di Riccati, cioè se sarà della forma 
(8) Y+Ly + My +N=0, 


dove L, M e N sono costanti o funzioni di x qualsiansi, e di essa si cono- 
scerà un integrale speciale y, per le considerazioni precedenti e per la 
formola (7) la sua integrazione si ridurrà a quella dell’altra in x 


#4 (2 Ly + M)a=— La? 


(#) Quando non avessimo fatto le considerazioni generali precedenti, questa 
equazione poteva ottenersi subito ponendo nella (8) y=%,+% e poi sottraendo dai 
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che rientra fra quelle di Bernoulli considerate nel $ 369 a pag. 538 e ha 
quindi l’ integrale generale x determinato dalla formola 


prelievi e J QL%+M) de 7, I C i 


per modo che allora l’integrale generale della equazione di Riccati (8) viene 
dato dall’altra 
SJ (21040) da 


y=YT Ze e I 0 
fis @Lgn+M)de gu LC 


dalla quale risulta che l’integrale y, dal quale si parte può considerarsi come 


(9) 


un integrale particolare perchè viene a corrispondere a quello che si ha da 
questa formola per C= 0. 
Così per es. avendo la equazione 


2 
y —- 25422 -1—0 


che rientra nella forma (8) e che ammette l'integrale particolare y,=, basta 
2 2 

valersi della (9), osservando che in questo caso è L= M=  N=_L 

per trovare subito che il suo integrale generale è dato dalla formola 


di RE og 


376. — Le equazioni di Riccati ora considerate hanno una importanza 
grandissima perchè si presentano in moltissime questioni; per questo noi ci 
fermeremo un poco su di esse. 

Osserveremo prima che, come dalla formola (9) apparisce subito che quando 
per una equazione di Riccati si conosce un integrale particolare y, l’inte- 
grale generale si trova per mezzo di due quadrature, così è facile anche di 
vedere che se gli integrali particolari che si conoscono sono due, l’ integra- 
zione generale si effettua “con una sola quadratura, e se sono tre si effettua 
senza quadrature affatto e in modo semplicissimo. 

Supposto infatti che della equazione data (8) si conoscano due integrali 


due membri della equazione ottenuta quelli dell’altra 


Yot+ Ly + My +N=0 
che esprime che y, è un integrale della (8). 
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-Y ©, Si hanno le due equazioni 
Yo+Ly+ My +N=0, yi +IytMytN=0, 


e basta sottrarre una volta la prima, e una volta la seconda di queste dalla 
(8) per dedurne subito le altre 


d d 
log Y— yi) +Ly+y)+M=0, 7 lgy-w+LWy+y)+M=0, 


dalle quali sottraendo l’una dall’altra si ottiene la seguente 
d log! =8 4 Ly—y)=0 
de °y-y ; : ( 

che s’integra immediatamente e ci dà la formola 


(10) Y-Yo_ gf Lvry)aa 
Una 

dove C è una costante arbitraria; e questa dimostra appunto che l'integrale 
generale y della (8) si ottiene mediante una sola quadratura quando si co- 
noscono i due integrali % e %1. 

Ammesso poi che si conosca anche un terzo integrale y,, basta os- 
servare che la formola trovata (10) ci dà l'altra 92 _ ref Ly). per 

201 

dedurne subito la seguente 


(11) LA ovvero 9%; 9_% _ G 
YU Vara Yi Yaoi 


essendo C un’altra costante che resta arbitraria; e questa mostra appunto 
come volevamo che l'integrale generale y della equazione di Riccati (8) si 
ottiene in modo semplicissimo e senza quadrature quando della stessa equa- 
zione si conoscono tre integrali particolari y,%:,%:, e mostra anche che </ 
rapporto anarmonico di quattro integrali qualunque Yo, Y1, 42, Y delle equa- 
zioni di Riccati è costante. 

Si riscontra poi che questa proprietà è caratteristica delle equazioni di 
Riccati, perchè quando si abbia la formola (11), prendendo i logaritmi e 
poi derivando per fare sparire da costante C si giunge appunto a una equa- 
zione differenziale di prim'ordine in y che ha precisamente la forma di quelle 
di Riccati (8). 

377. — Aggiungiamo che facendo sulla funzione incognita y una tra- 
sformazione lineare col sostituirle un’altra funzione incognita n che sia le- 
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gata ad y per mezzo della equazione 


*  im+ò’ 


dove a ,8,,Ò sono costanti o funzioni di x il cui determinante A= «3 — BY 


(12) Py lia! md 


è diverso da zero, la equazione di Riccati (8) in y sì trasforma in un’ altra 
che è anch’essa una equazione di Riccati in n, poichè calcolando y' colla 
precedente e sostituendo nella (8) si trova che la equazione trasformata è la 
seguente 
(13) + L#+Mnyn+N=0, 
dove 

AL, =0{—a{ + Lo? +Ma{+Ny, 


(14) AM=xd—-ad'+B1—B/+2LoB+M(cd+)+2N7yd, 
| AN,=0g —Bò+Lf°+Mg0+Nè; 


e poichè fra le funzioni a ,8,,ò vi è la sola condizione che il loro deter- 
minante A sia diverso da zero, si comprende che qualunque sia la equazione 
di Riccati data (8), essa con sostituzioni lineari come la (12) potrà trasfor- 
marsì in infinite altre equazioni di Riccati. 

378. — Così in particolare si potrà sempre trasformare la equazione data 
in un’altra che sia pure una equazione di Riccati e nella quale manchi il 
termine che contiene l’ incognita al primo grado, poichè per la seconda delle 
(14) basterà per questo che le «,{,Y,9 nella (12) siano prese in modo che 
si abbia 


(15) ad od +By— BY +2Lo84+M(cè+B){+2N7î=0. 


E così ad es. con y=0, è=l e « diverso da zero, cioò con 


(16) | y=0+È, 
basterà che x e f siano presi in modo che si abbia 
(17) o+4+2La8+Ma=0, 


cioè basterà prendere f = — Dl lasciando a indeterminata ma diversa 
da zero, o prendere per il valore ‘ape (M-+2LA)d che si ottiene dalla 
(17) colla integrazione quando si lasci invece indeterminato il f; e in questi 
casi si avrà 

DINAMERI 
18 i ELIO 
Sia oN\=f+L@+Mp+N==P_ Len. 
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E se invece si prenderà B=1, è=0 con diverso da zero, cioè se la 
formola di trasformazione sarà la seguente 


0. 1 
19 IE 
(19) “iaia 
allora basterà che « e siano presi in modo che si abbia 
(20) — {+2La+My=0, 


cioè basterà prendere a= TC 21 Jasciando il ‘indeterminato ma sempre di- 


2L 
fran Mar 1x4 cost. | 


che si ottiene dalla (20) colla integrazione ($ 366 [pag. 534-35]) lasciando 
l’a indeterminato; e in questi casi si avrà 


verso da zero, o prendere per il valore = 2 ef Mae 


ja | A=—, —yL=&— a +Lo+Moa]+N{=a'{—La?4+ N, 
dai) NET; 
e se fra ae oltre alla (20) si farà sussistere anche la relazione 
(22) c-La=0, 

con che « e y risulteranno entrambi determinati, avremo 


L 
(23) d=-1, l=-Ny, N=-t. 


E così se nella equazione (8) dalla quale si parte sarà già M=0, ri- 
.ducendosi allora le (20) e (22) alle due y=2 La e a'{=La?, le quali danno 


subito =2 =0 quindi colla integrazione log 7 = 2log x +- cost, si vede che 


basta prendere = 0; e allora venendo ad essere per la (22) a=L, a= fi Ldx, e 


2 2 
;( fra , e perciò infine perle (23) L=-N( fra) N RALE 
| il Lda) 
si può concludere che quando si parta dalla equazione 
(24) YH4Ly4+N=0, 
colla formola di trasformazione 


Lipiiggi. 1 
Lo 
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alla quale si riduce ora la (19), la equazione stessa sì trasformerà nell’altra 


(26) n'- x( fra») ves, 2) 


379. — Trasformata poi con uno di questi due processi, — o con altri 
che corrispondano ad altri sistemi convenienti di valori delle a,{},Y,Ò pei 
quali risulti soddisfatta Ja condizione (15) —, la equazione (8) di Riccati 
sarà dunque ridotta alla forma 


(27) + Lw#+N=0, 


nella quale manca il termine di primo grado in n; e se avremo seguìto il 
primo processo, facendo cioè la trasformazione (16) con a e £ legate fra loro 
dalla condizione (17), allora avendo riguardo alla seconda delle (18) si vede 


= 


che se a è una costante qualsiasi diversa da zero, basterà fare sulla (8) la 


trasformazione 
(28) y=an+B, 
con 
TP, oe Mo i M 1/7 
Gil ant e = aL 1) 


perchè la equazione stessa (8) prenda la forma anche più semplice 


(30) m+ag+N=0, 


n 


nella quale come abbiamo supposto a è una costante qualsiasi diversa da 
Zero, © 


MILA RIE 
0a Tale 
Ovvero 
Meana Mete MITE ZA I OSSEI PONI È 
(31) ETA lE oi ZI AL or 


Seguendo invece il secondo processo, cioè facendo Îa trasformazione (19) 
e avendo riguardo alla seconda delle (21) si vede che per giungere ancora 
a una equazione ‘della forma (30) bisognerebbe determinare « e * in modo 
da rendere soddisfatte le due equazioni 


—{(+2La+My=0, —a;=&1— a+ La*?+Max+Ny}, 
alla seconda delle quali può anche sostituirsi l’altra 


(a+) La +Ny=0. 
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Però questo modo di determinazione di « e ‘ presenta difficoltà grandis- 
sima, e quindi quando per ridurre la (8) alla forma (30), si voglia passare per la 
trasformazione (19) converrà meglio dopo di avere ottenuto la equazione tra- 
sformata (27), applicare ad essa una nuova trasformazione per mezzo delle 
formole (28) e (29), cioè facendo sulla stessa equazione (27) la trasformazione 


a L' 
(32) =%M +8, con dit e B=3Ta > 


che ridurrà la (27) appunto a una equazione come la (30) in n, @ precisa- 
mente alla seguente 


(33) Mita +N=0, 
dove 
_2hLL'-3L7, NU 
Hi is aL dn 
380. — Del resto poi quando si abbia una equazione di Riccati sotto la 


forma generale (8) o sotto la forma (27) si potrà sempre ridurla ad un’altra 
nella quale sia costante ed uguale ad a il coefficiente del quadrato della fun- 
zione incognita anche senza fare il cambiamentodi questa funzione con una 
delle trasformazioni precedenti, ma facendo invece un semplice cambiamento 
della variabile indipendente. 

Fermandoci infatti sulla (8), che comprende il caso della equazione (27) 
e osservando che essa può porsi sotto la forma 


‘dy + Ly*dx + (My + N) dx=0, 


e così è relativa a qualunque variabile indipendente, si vede subito’ che 
se s’ introduce una nuova variabile € legata ad x dalla formola Ldx= adé 


oag= f Ldax, la equazione stessa si riduce immediatamente all’altra 


CO de +ayta( 7") o, 
nella quale è costante il coefficiente a di y°; e questa quando nella equa- 
zione (8) dalla quale si parte sia già M=0, o sia già stata fatta una tra- 
sformazione per la quale M sia ridotto zero, viene ad essere appunto della 
forma (30). 

381. — Tornando dunque a chiamare x la variabile indipendente, noi pos- 
siamo ora affermare che con uno qualunque dei processi ora indicati, e quindi 
in infiniti modi, tutte le equazioni di Riccati (8) potranno sempre ridursi 
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alla forma più semplice seguente 
(36) | yY+ay=f (2) 


dove a è una costante diversa da zero che, volendolo, può anche ridursi 
sempre uguale ad 1. 

E appunto sotto questa forma, ma soltanto in corrispondenza al caso par- 
ticolare di f(x) = dx” con d costante diversa da zero e 7 numero reale qual- 
siasi, sì trova quella equazione 


(37) yY+ ay= ba” 


che fu studiata da Riccati, e dalla quale per estensione hanno ora preso il 
nome di equazioni di Riccati tutte quelle della forma ridotta precedente (36) 
o della forma (8). 

382. — Aggiungiamo che quest’ultima equazione (37) presenta la parti- 
colarità notevole di essere integrabile sotto forma finita, e indipendentemente 
dalla conoscenza dell’integrale particolare, per infiniti valori razionali di m2; 
e l'integrazione porta soltanto funzioni algebriche, e circolari o logaritmiche, 
e si effettua applicando successivamente un certo numero (finito) di volte 
quelle trasformazioni lineari dei paragrafi precedenti per le quali la equa- 
zione trasformata si mantiene sempre priva del termine che contiene linear- 
mente l’ incognita. 

Si osservi infatti che applicando alla equazione (37) la trasformazione 
(25) che nel caso attuale quando s’indichi con n, la nuova funzione viene 
ad essere la seguente 


(38) nibabet n=; 


e applicando ora il processo del $ 380 per ridurla di nuovo alla forma (36) 
con fare cioè il cambiamento della variabile x in un altra É, mediante la 


formola af, = si Ldx, per la quale nel caso nostro si può prendere 


1 
a? Db a (m+3)\F 
ian (0) (O) Sovie 


con a, nuova costante, la equazione stessa (38) si trasforma nell’altra 


(39) N ui (i TÉ Sii pie i 


35 


— 552 — 


dove 


1 
1 ai(Mm+ 3) mt3 mit 4 
b,= (n ) : Matti. 


A UOE RETE MOIO 


Ora avendosi 


da Li Iole 19) +04 2) O 2 
Morini LA masi E 
mt 2 LETO 


RA l 
e quindi anche m,+2= SAR RO si vede ehe 


mt 3° si m+20 mt 2 


corrispondente alla 


1 
colle trasformazioni che abbiamo fatto il rapporto — 
mit 2 


li 
equazione trasformata (39) risulta da quello % corrispondente alla prima 


+2 
equazione colla semplice aggiunta di una unità. 

Ne segue che se si fanno successivamente p delle stesse trasformazioni 
sì giungerà in fine ancora a una equazione 


No + 20% = bp 65? 
della stessa forma della equazione data nella quale per l'esponente corri- 
spondente n, si avrà 


(40) m+2 È Aaa 


e se con un numero finito p di queste operazioni si giungerà a una equa- 
zione nella quale l'esponente m, sia zero, allora potendo questa equazione 
mettersi sotto la forma dn, +(a,1,— 0,)dé,=0, e in questa le variabili po- 
tendo separarsi immediatamente, l'integrazione di essa e quindi anche quella 
della equazione data si effettuerà sotto forma finita per mezzo di funzioni 
algebriche e circolari o logaritmiche. 

Ora perchè uno 72, dei numeri 2, 23, 3... Che successivamente si tro- 


vano venga zero, osservando che allora dalla (40) si avrà sas PT 


9 PREC 


È 1 1 Mm 
vede intanto che basterà che la differenza -— ——,0 il rapporto =——- sia 
2 m+2 2m+4 
un numero intero e positivo qualsiasi. 
D'altra parte si Lo osservare in generale che se per la equazione data 


(37) il rapporto-———-, è negativo e n non è uguale a — 1, facendo su essa 


or 


prima la trasformazione y Le che la riduce all’altra dn + (be”7—a)dr=0, 
Ù 
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e poi sostituendo alla variabile € un’altra variabile € colla formola a” dx=dét, 0 


gti (de Age 
Cammi é, 0 anche x = [(m+1)É|mH si giunge alla equazione della stessa forma 


m+by=a(m+1) »H é mH per la quale il solito rapporto viene ad essere 


ei ed è positivo, quindi evidentemente si può ora affermare che la 
m 


equazione data (37) sarà sempre integrabile sotto forma finita per mezzo di 


funzioni algebriche e circolari o logaritmiche quando il rapporto FT 

sia un numero intero positivo o negativo qualsiasi, cioè quando sia 
49 Ha 

m= —g;;—; essendo è zero o un numero intero positivo 0 negativo qua- 


Pt Roe 


lunque. 


Equazioni di prim’ordine /f(x,y,y)=0 non risolute 


rispetto alla derivata y. 


383. — In ciò che precede noi abbiamo considerato equazioni differen- 
ziali di prim'ordine che erano risolute rispetto alla derivata y, o la risolu- 
zione delle quali poteva farsi immediatamente. 

Non sempre però quando si ha una equazione differenziale f(x, y,y)=0 
è possibile di risolverla rispetto a y, e se anche può risolversi, spesso dà 
luogo a formole molto complicate che rendono inapplicabili i processi pre- 
cedenti; e noi indicheremo perciò anche alcuni casi nei quali tali equazioni 
sì possono integrare senza bisogno di fare quella risoluzione. 

Il primo caso da considerarsi è quello in cui la equazione data non con- 
tiene nè x nè y, cioè è della forma f (y)=0. 

In questo caso l’equazione data esprime che y= x, essendo a una co- 
stante radice della equazione f(2)= 0; e poichè l'essere y = porta che 


y=C 


sia y=ax+C e perciò =a, essendo C una costante arbitraria, s’ in- 


tende subito che in questo caso geometricamente 1’ integrale corrisponderà 
a tanti sistemi di rette parallele y=ax + © corrispondenti ciascuno alle varie 
radici a della equazione f(a)=0; e potrà anche intendersi come rappresentato 


dalla equazione f (0 che sì ottiene dalla equazione data col sostituirvi 


y-C 
x 


al posto di y. 


x 


384. — Il secondo caso da considerarsi è quello in cui nella equazione 
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data oltre alla derivata y vi figura soltanto una delle due quantità x e y 
per es. x; cioè la equazione è della forma f(x, y)= 0. 

In questo caso se si può fare la risoluzione rispetto a y' si ricadrà su- 
bito in uno dei casi più semplici nei quali le variabili sono separate, poi- 
chè si avrà y =%(x) 0 dy=%(x)dx; ma se questa risoluzione non si può 
o non si vuol fare, allora, ammesso che si possa fare la risoluzione della 
equazione stessa rispetto alla variabile x, la sua integrazione si ridurrà alle 
quadrature con tutta facilità, facendo un cambiamento di variabile col pren- 
dere per variabile y° invece di x. 

Si chiami infatti p questa nuova variabile, e si osservi per prima cosa 


che se invece di scrivere y=p, si scrive ap o dy=pdx, questa formola 
viene relativa a qualunque variabile indipendente, per modo che in essa x e y 
potranno anche considerarsi come funzioni di p o di qualsiasi altra variabile. 

Si ammetta poi che la equazione data f (x,y)= 0 o f(€,p)=0 risoluta 
rispetto ad x ci dia la formola x=%(p) che esprime x per la p che ora 
prendiamo come nuova variabile; si comprende allora che quando si riesca 
a trovare anche l’espressione di y per mezzo di p mediante una formola 
simile y=%(p), il nostro problema della integrazione della equazione data sì 
potrà dire risoluto perchè l’integrale potra intendersi rappresentato dal si- 
stema delle due equazioni «=%(p),y=%(p), o da quella F(x,y)=0 in 
xey che risulterebbe da queste quando si giungesse a fare fra esse la eli- 
minazione di p. 

Ora avendo la formola x = % (p) insieme all’altra dy = pdx relativa a qua- 
lunque variabile indipendente, si vede che colla variabile p sarà de='(p) dp 
e quindi dy=p%' (p) dp, e di qui si avrà y con una semplice quadratura, poi- 
chè sarà 


= fre i+ c=pr- fed +o, 


con C costante arbitraria; e così l’integrale della equazione data sarà rap- 
presentato dal sistema delle due equazioni 


(1) a=%(p), 1=/vé% dp+C=pp (p) -feman+o, 


o dalla equazione in x e y che viene da queste colla eliminazione di p, quando 
questa eliminazione possa e voglia farsi. 

385. — Se invece nella equazione data figura la y e non la x, cioò se 
essa è della forma f(y,y)=0, allora considerandovi come funzione la « in- 


(«01 i 
(li 
(G)i 


vece della y col cambiarvi y' ins, s'intende che si ricadrebbe subito nel 


caso precedente, e potrebbe quindi trattarsi al modo stesso. 
Del resto, quando la equazione data f(y,y)= 0 possa risolversi rispetto 
ad y e ci dia y=%(y), allora prendendo ancora per variabile indipendente 


y e chiamandola p, con che y=% (p) e dr=%, si vede che avendosi ora 
la formola y= 4(p) occorre trovare una formola simile per x; e poichè da 


questa si ha dy=%'(p)dp, la formola che darà x si otterrà subito dall’altra 


da= RAIDAL con una quadratura, e si avrà 


(0) " 100, 


con © costante arbitraria; e l'integrale cercato risulterà dall’ insieme di que- 
sta equazione e dell’altra y= 4(p), e potrà anche aversi con una sola equa- 
zione in x e y quando fra le due equazioni trovate si riesca ad eliminare 
la nuova variabile p. 

386. — Notiamo che negli ultimi due casi quando la equazione differen- 
ziale data si riferisce a curve, si può dire che in ciascuno dei casì stessi le 
curve che vi corrispondono propriamente si riducono a una sola veramente 
distinta, le altre non differendo da questa che per la loro posizione nel piano, 
poichò basta spostare parallelamente gli assi « o y (il che corrisponde a far 
muovere la curva parallelamente a sè stessa) per ridurre una qualunque delle 
infinite curve rappresentate dall’integrale generale a un’altra di esse qualsiasi. 

Ciò risulta anche dalle stesse equazioni differenziali f(2,y)=0 e f(y,y)=0 
coll’osservare che esse non mutano cambiandovi respettivamente ye x in 
y+C e x+C, per modo che nel caso di queste equazioni conoscendo un 
integrale particolare si hanno subito tutti gli altri — nei quali figura la co- 
stante arbitraria — col cambiarvi y o x in y+C o x+C respettivamente (*). 


(*) Questa osservazione è generale, poichè quando si abbia una equazione differen- 
ziale, anche di ordine superiore, che non contenga la variabile x o la variabile y, la 
equazione stessa non muterà quando alla variabile mancante si intenda aggiunta 
una costante arbitraria; e quindi se sarà trovato un integrale particolare di quella 
equazione, questo rimarrà un integrale anche quando in esso alla variabile che manca 
nella equazione differenziale si aggiunga una costante arbitraria. 

E se mancheranno nella equazione differenziale ambedue le variabili x e y, le 
costanti arbitrarie nell’integrale potranno aggiungersi a tutte e due le variabili, 
ma in certi casi, come appunto avviene in quello della equazione /(y')=0, si po- 
tranno ridurre ad una sola costante veramente distinta, 
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E notiamo anche che nel caso delle curve l’avere l’ integrale rappresen- 
tato dall’insieme delle due formole €=€(p), y=%(p) corrisponde all’avere 
rappresentate le curve integrali per mezzo di due equazioni 


a=%(P,y=Y(P), 


colla introduzione di una variabile ausiliaria p che rappresenta il coefficiente 
angolare della tangente alla curva. 

387. — È ora da osservare che il procedimento usato — quello cioè di in- 
trodurre come nuova variabile p la derivata prima y della funzione inco- 
gnita y, rappresentando poi l'integrale con un sistema di due equazioni nelle 
quali figura questa nuova variabile p, o colla equazione in x e y che risulta 
da queste colla eliminazione di p — può talvolta usarsi anche quando la 
equazione data f(x,y,y)= 0 contiene ambedue le variabili x e y. 

Se si osserva infatti che, col porre y =p o dy = pdx, la equazione data 
si trasforma nell’altra f(x,y,p)=0, e questa colla differenziazione dà la 


df of df 


seguente > = ne + dy dy + 3 dp=0, si vede subito che eliminando da questa 


dx o dy, p. es. dy si ottiene la equazione 
(3) (D+) 3) de +Lap=o, 


e se avverrà che eliminandovi y per mezzo della equazione precedente 
f(@e,y,p)=0 si giunga ad un’altra della forma 


(4) M (2,9) de +-N (€, p)dp=0 


che rientri in uno dei casi trattati nei capi precedenti si potrà trovarne l’in- 
tegrale con sole quadrature che sarà della forma 0 (x, p,C0)= 0 con © co- 
stante arbitraria; e allora questa equazione insieme all’altra f(7,y,p)=0 
rappresenterà l'integrale della equazione data; e eliminando p fra queste, 
quando sia possibile, si avrà questo integrale anche con una equazione della 
forma f(a,y,0)=0. 

In particolare dunque se la equazione data f(2,y,y)=0 sarà già riso- 
luta o potrà risolversi rispetto ad y, per modo che essa si riduca alla forma 


(5) TIE CAO 
e quindi per y=p si abbia y= e (x D), allora, avendosi per la sua equa- 
zione differenziale dy = ci da + > dp, invece della (3) avremo l’altra 
do dn 
6 as sai 
(6) (È )ae+ 3 dp=0; 


— 557 — 


e poichè questa conterrà, come la (4), soltanto x e p, essa sarà integrabile 
subito per quadrature quando rientri in uno dei casì trattati nei capi pre- 
cedenti. 


CS n PL . . 
Ciò però a meno che venendo ad essere e = p, la equazione (6) non si 


dx 
riduca all’altra 5 dp=0, la quale per essere soddisfatta richiederà che sia 
3 0 o dp=0, e il caso di dp=0 dandoci p= cost. porterebbe che p non 


potesse prendersi come variabile indipendente. Questo caso però, che si pre- 
senterebbe anche per la (3) quando in questa il coefficiente di dx risultasse 
zero in seguito alla eliminazione di y, sarà da noi studiato nel paragrafo 
seguente non essendo quello altro che il caso della equazione di Clazraut. 

388. — Un caso che merita particolarmente di essere segnalato è quello 
delle equazioni dette di D’ Alembert, o anche di Lagrange, cioè delle equa- 
zioni differenziali della forma 


(7) y=9(M))x +47), 


che senza essere lineari rispetto a y, sono però lineari rispetto ad x e ad 
y contemporaneamente. 

In questo caso che rientra fra quelli della equazione precedente (5), la 
equazione corrispondente (6) prende la forma 


(8) [o (p) — p]de+[g (P)x +4 (p)]dp=0, 
e questa, se non è € (p)=p, sì riduce subito all’altra 

da che UD ERO RIG 

dp ©(P)-p g(P)—p' 


che è lineare in x e che per quanto dicemmo al $ 366 [pag. 534-35] ha 
per integrale 


DSTAVMP\ ; P'(P)_dqp 
(9) ET, iSnar (a i) Bilan ‘+0 


g(P) —p 


o anche 


ARA GIA DES 
(10) TON 1 ip: fai fem to] 


e(P)— P 


perchè E dp =log[2(P)-p]+ ii ar e così l'integrale della 
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equazione di D’Alembert (7) quando non è %(y)=y risulterà dall’insieme 
della equazione (9) o (10) coll’altra y=@(p)x +4(p); e quando fra queste si 
riesca ad eliminare p, l’integrale potrà aversi con una sola equazione fra 
Ley. 

Se poi sarà % (p)= p, cioè se la equazione di D’Alembert sarà della forma 


(11) y=YX+d(Y), 


nel qual caso è detta ordinariamente l'equazione di Clairaut, allora la equa- 
zione (8) si ridurrà all’altra [x +%(p)]dp=0, e sarà soddisfatta quando 
sia x +%(p)=0, e quando sia dp=0. 

In questo caso dunque avremo un integrale RR, dal sistema 
delle due equazioni 


(12) a=-%(p) , y=pr+d(p=d(p)-plv); 


e siccome, indipendentemente dal supporre che p sia stato scelto come va- 
riabile indipendente, la (8) viene sempre dalla (7) colla semplice differenzia- 
zione quando vi si pone y' =p, e nel caso presente della equazione (11) 
essa è soddisfatta quando sia p= cost o y=C e quindi y=Cx+0, con C 
costante arbitraria e C, altra costante, così anche questa formola y=Cx+C, 
potrà dare un integrale e lo darà effettivamente, e anzi corrisponderà all’inte- 
grale generale, quando si prenda C,=(C), perchè allora avendosi y=Cx+ 4(C) 
colla derivazione otterremo y=C, e quindi y=yx+%(y). 

L'altro integrale rappresentato dalle due equazioni (12) mancando della 
costante arbitraria dovrà corrispondere a un integrale particolare o a una 
soluzione singolare; e se non corrisponderà appunto alla soluzione limite 


relativa al caso di C=00 cioò ad r=- lim O. che allora potrà consi- 
derarsi come l’integrale particolare corrispondente a C=c0 , è facile vedere 
che esso sarà sempre una soluzione singolare della equazione data (11). 

Se infatti esso fosse un integrale particolare che risultasse dall’integrale 
generale y=Cx+4(C) per un valore finito speciale C della costante C, al- 
lora per esso avremmo dy=Cdx; e poichè la seconda delle (12) dà dy=pdx, 
ne verrebbe p=C, e per le stesse (12) la @ e la y risulterebbero costanti 
entrambe, ciò che è assurdo perchè una almeno di queste due MET deve 
essere variabile. 

Nel caso geometrico dunque all’ integrale generale della equazione di Clai- 
raut (11) corrisponderà il sistema infinito di rette y=Cx+%4(C), e inoltre 
fra le linee che soddisfano alla stessa equazione vi sarà anche quella rap- 
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presentata dalle due ò 
y=Cx+9(0), 0=e+%9(0), 


che evidentemente è la curva inviluppo delle stesse rette. 

E si può osservare che anche senza ricorrere ai procedimenti generali 
del paragrafo precedente, la equazione (11) colla derivazione rispetto ad x 
avrebbe condotto ugualmente a questi risultati, perchè derivandola ci avrebbe 
condotto alla equazione [cr +%'(y)]y"=0, e questa avrebbe dato luogo alle due 


c+y(Y)=0, y°=0, 


delle quali la prima insieme alla (11) avrebbe dato l’ integrale rappresen- 
tato sopra colle (12), e la seconda dandoci prima y=C e poi y= Cx+C,, 
avrebbe ricondotto all’ integrale generale y=Cx+%(C). 

389. — Diamo ora alcuni esempi d’integrazione di equazioni differen- 
ziali del prim’ordine che rientrano fra quelle considerate nei cinque para- 
grafi che precedono. 

1.° Se si ha la equazione y°— a°= 0, il suo integrale per quanto dicemmo 
al $ 383 sarà dato dalla equazione (y-0)?— a*x°= 0, essendo © la costante 
arbitraria. 

2.° Se si ha la equazione 


(13) y+y-x=0, 


saremo nel caso delle equazioni considerate nel $ 384, e siccome ponendo 
y=p si avrà ora x=p+p’, a causa delle (1) l’integrale della equazione 
data sarà rappresentato dall’insieme delle due 


EAT 
AIR — Pe, 


e poichè la prima di esse ci dà p°=x—p e per questa la seconda diviene 


1 1 2 QTA si 1 2 
y=53%—5Pt 3P9_—3%t3Pt C=-getgPtapetOo, 
o cl ddap= 04 Di E , si potrà subito eliminare il p e così cambiando la 


costante 6 C in C si troverà l’ equazione 


o 0y+® 0 (EEE) 
SNA TRZI, 1+4x 


. per l'integrale della equazione data (13) espresso per x e y. 
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3.° Vogliasi la curva nella quale la tangente geometrica T è media pro- 
porzionale fra la sotto-tangente e una retta di lunghezza data «. 


1 
Osservando che per la tangente si ha oe 


e la sotto-tangente 


è, si vede subito che per la curva cercata si avrà la equazione differen- 
, 


ziale y=-——; che rientra fra quelle considerate al $ 385, e quindi col 


AS 
1+y° 
porre y'=p si trova per la (2) che le curve stesse sono quelle rappresentate 
dalle due equazioni 


ED dp c 
ITT4p° st ite pat ) 


le quali, per essere 


fra /ika 


possono scriversi sotto la forma 


1 
=logp - 3 10g(1+p)+0,= log + Ch, 


a 
= 19 t 67 RA rg taizzi 
quando si muti in C la costante C+aC,. 

Fra queste si può eliminare il p con tutta facilità, e allora si giunge alla 
equazione in x e y della curva cercata, che si presenta però sotto forma assai 
complicata. 

4.° Vogliasi l'integrale della equazione 


(14) y=® + xy + ay®, 


dove a è una costante, che rientra fra quelle considerate in fine del $ 387. 
Per questa colla introduzione della solita variabile p, una delle equa- 
zioni dell’integrale sarà la seguente y=°+px+ap°, e l’altra risulterà dal- 
l’integrare la equazione 2xdx +(x+2ap)dp=0 alla quale si riduce la (6). 
Questa equazione essendo omogenea fra le variabili che vi figurano ® e p 
rientra fra quelle del $ 363 [pag. 529] che s’integrano subito col porre p = x2, 


dandoci la seguente 
14 2ax 
vsr+ f pitt Ne 


LI 
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con © costante arbitraria; e poichè si ha 


L-E2ax LIA 1+4az dd 1 dx d4 
Delanpiagani co up 2+x+2a2° ta Neca a) 


—logV2+x +24. e nre SI NPNE MIO) 


1 2 
160% +(1+7) 


pvt 
V16a-1 


sostituendo, e riponendo? al posto di x si troverà che l'integrale della equa- 


n 


zione (14) è rappresentato dalle due 


—Pr—Trr1 1 
y=x+px+p°, log VOgtppo® api «e = arc tang SOR 


CINI 
V16a-1 xVl6a-1 


fra le quali eliminando il p si ottiene facilmente anche l'integrale in x e y 
della stessa equazione (14). 


5.° Vogliasi infine l'integrale della equazione y=304/ + y° che rientra 
come caso particolare fra quelle di D’Alembert del paragrafo precedente. 


Confrontandola colle formole corrispondenti si vede che si ha ora 0(p)= S 


4(p)= p° e quindi per la (10) si ha subito 2=6 p(p+0C) e l'integrale della 
equazione data viene rappresentato dall’insieme delle due equazioni 


1 
o=6p(p+0), y=3pr+p 


nelle quali C è la costante arbitraria. Fra queste eliminando il p si trova 
subito l’equazione in x e y che per C=0 si riduce a quella semplicissima 


gr 2 x° che rappresenta una curva del terz’ordine. 


390. — Osserviamo in fine che i processi d’integrazione dati negli ul- 
timi paragrafi in sostanza sono tutti basati sulla introduzione di una nuova 
variabile (la y o p) scelta opportunamente in relazione colla equazione data; 
e questi processi riescono effettivamente utili quando riducono la integra- 
zione della equazione data a quella di un’altra che si sa integrare. 

Si comprende ora come questi processi possano essere estesi facendo un 
diverso cambiamento di variabile, o cambiando invece la funzione, o anche 
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cambiando ad un tempo sì la variabile che la funzione, e i cambiamenti fa- 
cendoli sempre convenientemente e in relazione colla equazione data. 

Così ad es. quando nella equazione data f(x,y,y)=0 voglia farsi il 
cambiamento della funzione y coll’introduzione di un'altra funzione # che 
sia legata ad x e y, per es. con una equazione della forma g (x,y, t)=0, al- 
lora poichè da questa colla derivazione avremo D'altra SÉ SA) + A UD 
potrà darsi che eliminando fra queste due equazioni e la equazione data le 
due quantità y e y' si giunga a una equazione della forma F (x, t,#)=0 che sia 
facilmente integrabile dando luogo così a un integrale della forma 6 (x,t, C)=0; 
e allora l'integrale della equazione data potrà considerarsi come rappresen- 
tato dalle due 0(x,y,t)=0 e 0(x,#,C)=0 o dalla relazione in x e y che 
si possa ottenere colla eliminazione di ? fra queste equazioni. 

Così ad es. se la equazione da integrare sarà la seguente 


s+ygplorao, 
introducendo una nuova funzione # colla formola x° +y°+t=1, che colla 


MA Ln de 1 
derivazione ci dà x + yy +3! =0, potremo eliminare y e y fra queste tre 


UU 1 1 i 
equazioni giungendo così all’altra nia t =0, che è subito integrabile e 


132, 
ci dà e*=-2logz+log0=log33, e cl permette perciò di dire che l’in- 


53 


tegrale della equazione data è rappresentato dalle due equazioni 
dty+t=1 ) e'=log 5, 


ovvero dall’altra e#+%-1 = log > che si ottiene subito da queste colla elimi- 
nazione di &. ; 
391.— E quando abbiasi ancora la solita equazione /(2,y,y)=0, che si può 


scrivere sotto la forma f (© 0%, 2|- 0 per considerarvi poi i) come un quo- 


ziente onde renderla relativa a qualsiasi variabile indipendente, se si cam- 
bieranno ambedue le variabili x e y in altre x e v mediante due relazioni 
della forma 


(15) r=x(u,v), y=y(U,9), 


le quali danno 


| 9 
(16) di== du+ do, dy=2 du+Zdv, 


vini <A 
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la equazione data si trasformerà nell’altra 


IMA 
du dv 
i c(u,v) ,y(Uu,%), = 0, 
qu +! dv 
du dv 


cioò in una equazione della forma F (u,v, du, dv) =0, e quando le (15) siano 
scelte convenientemente potrà darsi che questa nuova equazione si sappia 
integrare dando luogo così a una relazione della forma 


(17) O (ue LO): 


dove C è una costante arbitraria, e allora l'integrale della equazione data 
potrà intendersi come rappresentato dall’insieme delle tre equazioni (15) e 
(17), o da quella in x e y che si ottenga colla eliminazione di w e v. 

In alcuni casi poi per fare queste trasformazioni invece delle due rela- 
zioni (15) potranno essere date le altre 


(18) u=u(x,Y) ) v=v(1,4) 


o anche più generalmente le altre due della forma 


(19) p(e,y,u,v=0, d(e,y,u,v)=0; 


e queste formole di trasformazione daranno luogo a due equazioni differen- 
ziali che, insieme alle formole stesse e alla equazione data, colla elimina- 
zione di dx e dy potranno talvolta condurre ad una equazione della forma 
F(u,v,du,dv)=0 facilmente integrabile, ecc. 

Così quando la equazione data sia già ridotta alla forma 


(20) Mdr + Ndy=0, 


D) 
allora per mezzo delle (16) nel caso che siano date le (15), e nel caso delle 
(18) per mezzo delle altre 


du du dv dv 
le quali danno 
1 /dv du li dv du 
2 = —{ — — =<>{- rr => 
(21) da 1(s du 3 do), dy zl Sodu+ 580), 


essendo A il determinante funzionale delle funzioni «(x , 4) e v(x,%) che 
deve ‘naturalmente supporsi diverso da zero, si giungerà sempre, nel primo 


caso alla equazione 


(22) (ME + N an) u + VE CE SN 2) do=0, 
e nel secondo caso all’ altra 
(23) (5 — NS) du +(-x + 2) do tI 


cioè sempre a una equazione della forma 
(24) Pdu+Qdv=0, 


dove P e @ per mezzo delle (15) o delle (18) dovranno ridursi funzioni di 
u e v; e quando questa equazione venga a rientrare fra quelle considerate 
nei casi precedenti, se ne potrà effettuare subito la integrazione, con che 
rimarrà integrata anche la (20). 

In particolare dunque l’integrazione potrà sempre effettuarsi quando il 
rapporto dei coefficienti di du e dv nella equazione trasformata (24) si ri- 
durrà a quello di due funzioni una della sola w e una della sola v, o a quello 
di due funzioni in w e v omogenee e dello stesso grado, ecc. 

392. — E così partendo da una equazione (20) che non si veda subito 
come possa integrarsi, potrà darsi che con adattate considerazioni si riesca 
a determinare formole di trasformazioni come le (15) o le (18) tali che per 
esse la equazione trasformata corrispondente (22) o (23) rientri in una di 
quelle che si sanno integrare, e allora rimarrà subito integrata anche la 
equazione data; come partendo da una equazione (24) in we v che rientri 
fra quelle che si sanno integrare, con qualsiasi trasformazione (15) o (18) 
sl giungerà sempre a equazioni (20) il cui integrale rimarrà subito conosciuto 
e nelle quali i coefficienti M e N saranno determinati dalle equazioni di 
primo grado 


dx dYy _ dYy _ 
ar a ) ME + ND mi 
o dalle altre 
dv dv du du 
ao ano 


tenendo conto sempre delle formole di trasformazione (15) o (18) per eli- 
minare u e %. 


n 


393. — Un caso notevolissimo è quello in cui nella equazione data (20) 
i coefficienti M ed N sono funzioni razionali di x e y che possono Lo 


supporsi sempre anche intere. 
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In questo caso, supponendo che le formole di trasformazione (15) o (18) 
siano esse pure razionali e per di più anche lineari, la equazione trasformata 
corrispondente (22) o (23) a calcoli fatti si ridurrà essa pure razionale intera 
rispetto ad v e v: e se la equazione data sarà di grado m in x e y (nel 
senso cioè che uno dei due polinomii razionali interi M e N sia di grado 
min x e y e l’altro sia di grado uguale o inferiore ad nm), allora quando 
le formole che trasformano x e y in x e v abbiano uno stesso denominatore, 
il grado della equazione trasformata in « e v quando sia ridotta intera sarà 
m+1 al più. E in molti casi profittando della inleterminazione che si avrà nei 
coefficienti delle formole di trasformazione e determinando questi convenien- 
temente, si potrà abbassare il grado della equazione trasformata o ridurre 
i suoi coefficienti P_e Q o il loro rapporto a forme speciali date in « e v, 
per modo da avere una equazione facilmente integrabile. 

394. — Naturalmente poi nei casi particolari, per la forma speciale che 
potrà avere la equazione data (20), e per essere le formole di trasformazioni 
(15) o (18) razionali e di primo grado, si potranno seguîre talvolta metodi 
speciali di determinazione dei coefficienti di queste formole di trasformazione 
e di quelli della equazione finale (24), per giungere con maggiore facilità 
a questa equazione finale. 

Così nel caso della equazione di secondo grado studiata da Jacobi 


(25) L(ady—ydx, -Mdy+Ndx=0 

nella quale L, M e N sono le funzioni di primo grado 
A+A'x+A"y, B+Bx+B%, C+Cx+C"7 0, 

partendo dalle formole di trasformazione (18) col prendere 


i _ tot + 034 _ Bit Pao hoy 


26 Sa lc 
9) tratt sy la + fa£ + 134 


e indicando con I il denominatore comune di queste formole, avremo 


(27) I°du = B;(xdy—ydx) — B.dy + B.de, 
I°dv =— A;(cdy—ydx) + A;dy— A3da, 


(* JacoBI studiò la equazione (25) nel vol. 24° del «Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik von A, L. Crelle », facendo così una estensione del caso 
della equazione 

nx(edy—-ydx)— (Y+a+ dba) dy + cyde=0 
integrata da EuLERO nelle Istit. di Calce. integr. vol. I, pag. 345. 
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essendo A;, Ax, A3, Bi, B., B3, 0, Ca, Cs gli elementi reciproci di 41,0, %, 
Bi; Be, Ba, 172,73, nel determinante 


(28) A= 63 Bo Bs ) 
1 2 13 


che deve supporsi diverso da zero, altrimenti x e v non sarebbero fra loro 
indipendenti. 


Valendosi ora delle (26) e (27) per eliminare x,y,dx e dy, potremmo | 


trovare la equazione finale in w e v 
(29) Pdu+Qdv=0, 


nella quale quando sia ridotta intera, P e @ dovrebbero essere al più di 
terzo grado in « e v; ma è più semplice procedere con Jacobi nel modo 
seguente. o 

Si osservi che se la (29) deve essere la equazione finale, moltiplicando 
questa per I°, e valendosi delle (27), la equazione che se ne deduce 


(PB.—QA)) (rdy— ydx)— (PB.—QA,) dy + (PBz— QA;) de=0, 


quando in essa per « e v nei valori di P_e Q si intendano posti i valori 
(26) dovrà ritornare la (25) all’infuori di un fattore », e quindi se s’indica 
con ) la differenza fra i coefficienti L e n1(PB,—QA,) di xdy—ydx per 
modo da avere 


u(PB— QA)+i=L, 
si vede subito che dovrà essere 


p.(PBo — QA») + Mx = M _, p.(PBs — QA:) +)y = N. 


Moltiplicando ora queste tre equazioni per gli elementi di ciascuna linea 
del determinante (28), e sommandole ogni volta con tener conto di note pro- 
prietà dei determinanti, giungeremo alle formole 


—pAQ+M(a+ 0x4 039) = L+a,M+a;N, 
(30) DAP + (f +e +9) = A L+BM+BN, 
x(n +00 +89) = nL+@M+%N; 

e poichè i secondi membri di queste formole sono funzioni di primo grado, 


l’ultima di esse ci mostra che ) dovrà essere una costante, o dovrà essere il 
rapporto di due funzioni di primo grado, delle quali quella del denominatore 
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sarà il denominatore comune {1-4 axX+3Y di we vl; e se si vorrà che X 
risulti una costante, sempre per la ultima di queste equazioni bisognerà che 
le 1; 2,3 siano determinate insieme a ) in modo che si abbiano le tre 
equazioni 


drilaiai + Cres =0, 
(31) 6 A” a (B -\)le t Ca = 0, 
AGRA + B'"Ya + (C" -\)){3=0, 


ciò che porta che ) debba essere una radice della equazione di terzo grado 


A--) B C 
(32) A RE GE 
A° B" CA 
dopo di che le stesse equazioni precedenti (31) determinano i rapporti di due 
delle ‘1, {2,3 alla terza. 
D'altra parte se s’indica con ), una radice della equazione (32) e nelle 


formole di trasformazione (26) le *1,:,%s s'intendono determinate all’in- 
fuori di un fattore colle formole corrispondenti alle (31) 


\ A Bre Cra = 0, 
(33) An + (BM + 3 = 0, 
ATE Dita + (CM) =0, 


la terza delle (30) porterà che il valore di ) che in essa figura debba essere 
appunto ), perchè essa si ridurrà alla equazione. (X—1) (f1+t:0+3%)=0; 
quindi fissate così le 1, e a 0 il denominatore F delle formole di tra- 
sformazione (26) (nelle quali un fattore costante arbitrario evidentemente 
può sempre introdursi), dalle due prime della (30) si vede subito che, co- 
munque siano prese doi le 0,,03,%3z e le 8}, B:, 8 nelle stesse formole di 
trasformazione, le vu. P e 1.Q quando siano ridotte funzioni di x e y dovranno 


essere intere e di primo grado, e quindi come funzioni di % e v dovranno 
avere la forma seguente 


rape Bir avaro Wrap la ot 
ci + cu + 634 LAP ci + cut cv’ 


essendo le a,0,c quantità costanti. 


(# Ci scostiamo ora un poco dal processo di JACOBI, e così possiamo conside- 
rare anche il caso, tralasciato da lui ma esaminato poi dal SERRET, nel quale la 
equazione (32) non ha le radici tutte diseguali. 


36 


(35) 


| 
| 
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La (29) quindi potrà scriversi sotto la forma 
(34) (a+ agu+ az3v)du + (01+ bou+ 030) dv = 0, 


che rientra fra quelle del $ 364 (es. 4.°) [ pag. 532] che già insegnammo a 
integrare; quindi si può dire evidentemente che, scelta una radice A, della 
equazione di terzo grado (32) e determinate colle (33) all’infuori di un fattore 
le 1, ,s nelle formole (26), qualunque siano i valori che si prenderanno 
poi in queste formole per le altre costanti a,,0:,%3z € B1) 82,3, la equa- 
zione data (25) colla trasformazione (26) si potrà subito integrare. 

395. — Così la integrazione della equazione (25) può farsi facilmente e 
in infiniti modi in ogni caso, cioè qualunque siano i coefficienti che figurano 
in L,M,N. Se poi, come il più comunemente avverrà, questi coefficienti 
di L, M e N saranno tali che la equazione (32) abbia le sue tre radici dise- 


guali, allora indicando queste radici con À,,À»,3 e, dopo di avere deter- - 


minando #2 } {3 colle formole (33) in corrispondenza alla radice ),, deter- 
minano all’infuori di un fattore le altre costanti a,,%z,%3, e così le fi, Be, Bs 
colle formole del tutto simili alle (33) che vengono dal sistema (31) ponen- 
dovi per X una volta À, e in altra )3, e mutandovi le Y1,%2:3 in d4,,0%8, 0% 
e in 81, B:, Bz, cioè colle formole 


) 
f 


(A-)a)a+Ba = +0%  =0, (A-M)B+B#& = +08 =0, 
Aa + (Big), + Cas" =0) (86) © A+ BEE 


Ala sr B'as db (CS d3= 0 i A"B, “i B'8, se (0" I 9) 8 ta 0, 


per le due prime delle (30) si vede che sarà 
pP= (3-4) (1 + Ber + 839) = (A) Pv, pA=— MM, 


e quindi la equazione trasformata (29) della equazione data si ridurrà alla se- 
du dv 

> + (A — da) a 
che è subito integrabile e dà pel suo integrale la equazione w?—% gA1—% = cost; 
ciò che porta per le (26) che l’integrale della equazione data (25) avrà la 
forma notevolissima trovata da Jacobi nella memoria citata 


(1 + 02% + 284) (814 Bo +83) (a + ret + ray) = così. 


nella quale ),,,)3 sono le tre radici — che si suppongono tutte diffe- 
renti — della equazione di terzo grado (32), e le &1, ©2343, Bis Ba; BM Tara 
s'intendono determinate coi sistemi di equazioni (35), (36) e (33). 

Nel caso poi che la equazione (32) abbia radici uguali, allora le 1; 1238 
potranno ancora intendersi determinate colle (33) colla introduzione della 


guente (A3—-),)vdu+(),-A,)udv=0, ovvero (A3-},) 


è 


" gn 
Mii 
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radice ), della (32), ma per le 2,, 02,03, © fi, Be, 83 non potranno pren- 
dersi le equazioni (35) o (36) che porterebbero a valori proporzionali alle 
“1:23, ma dovranno scegliersi altri sistemi di valori qualsiansi che con- - 
durranno alla equazione (34) che si sà pure integrare; talchè anche in questo 
caso l'integrazione della equazione data (25) potrà pure effettuarsi. 

Si comprende poi che 2 certi cas? il processo usato potrà servire alla 
integrazione della equazione (25) anche quando le funzioni L,M,N sono 
funzioni speciali di grado superiore al primo. 


XXII. 
Fattore integrante delle espressioni differenziali Maz+N ay. 


———_—te——— 


396. — Avendosi una equazione differenziale della forma 
(1) Mdex 4 Ndy=0, 


il più semplice dei casi nei quali la sua integrazione si riduce alle quadra- 
ture è quello in cui, essendo M funzione soltanto di x e N funzione soltanto 
di y, le variabili x e y sono separate; e allora l'integrale è dato dalla for- 


mola il Mdx + :É Ndy=C, (C cost. arb.), e il primo membro della equazione, 


cioè la espressione Mdx+Ndy, è il differenziale esatto di una funzione de- 


terminata 6 di x e y che è il primo membro J Mdx+ di Ndy della equazione 


che ci dà l'integrale. 

Quando poi M ed N sono funzioni della forma X Y , XY, essendo X e X, 
funzioni soltanto di x, e Y e Y, funzioni soltanto di y, la equazione data (1) 
si riporta subito al caso precedente ($ 361 pag. 525]) moltiplicandola pel 


il PRE 1 
fattore XY e quindi il suo primo membro, cioè la espressione Mdx + N dy, 
senza essere dapprima un differenziale Habi lo diviene dopo essere stata 
moltiplicata per un fattore conveniente = T%»° la integrazione della equa- 


zione data si effettua allora con quadrature. 


Nel caso generale poi potrà darsi che il primo membro Mdx+Ndy della 
equazione data, senza rientrare nei due casi ora indicati, sia ancora un diffe- 


renziale esatto di una certa funzione f(x,y), e per assicurarsi di questo, 


OM _9N 
i . . . . ° C 
quando M e N sono finite e continue insieme alle loro derivate — e —, ba- 


dY 


f-»' b71 a " 


sterà come è noto ($ 295 [pag. 440 e seg.]) accertarsi che si abbia sa i e 
quando questo accada e sia trovata la funzione /(x,y) (la quale si deter- 
minerà con sole quadrature con uno dei processi indicati nel Cap. XVII 
(pag. 442 e seg.), l’integrale della equazione data sarà subito conosciuto, 
poichè sarà dato senz’altro dalla formola 7(x ,y)=C, essendo C una costante 
arbitraria. 

Si ha dunque così un altro caso nel quale la integrazione di una equa- 
zione data (1) si riduce subito alle quadrature, ed è quello nel quale si ri- 
scontri che il suo primo membro è un differenziale esatto perchè risulta 
soddisfatta la condizione ni e si comprende quindi che quando que- 
sto non sia, sarà molto utile se, come pel caso testà ricordato del $ 361, 
si potrà trovare una funzione v tale che, moltiplicando per essa la equazione 
data, il primo membro di questa venga ad essere un differenziale esatto (), 

In seguito a ciò, viene a porsi naturalmente il problema di ricercare i fattori 
v tali che, moltiplicando per essi una equazione come la (1), il suo primo mem- 
bro diviene un differenziale esatto; cioò, indipendentemente anche dalle que- 
stioni di integrazione delle equazioni differenziali, si tratta di cercare i fattori v 
pei quali moltiplicando una espressione differenziale data Mdx +Ndy (che nel 
caso di una equazione differenziale (1) sarà il suo primo membro) la nuova 
espressione differenziale v(Mdx+4-Ndy) risulta un differenziale esatto; o 
come si dice cercare 2 fattore integranti della stessa espressione. 

397. — Che questi fattori integranti per le espressioni differenziali 
Mdx+Ndy esistano, almeno nei casi ordinarii, risulta facilmente dalle consi- 
derazioni seguenti. 

Osserviamo che per la dimostrazione che facemmo al cap. XIX della esi- 
stenza e della unicità degli integrali delle equazioni differenziali, si può af- 
fermare che, almeno in determinate porzioni di ogni campo a due variabili 


nel quale per semplicità supporremo senz'altro che il rapporto sia finito 


e continuo insieme alla sua derivata prima rispetto ad y, per ogni equazione 
differenziale della forma della (1) esiste sempre un integrale che contiene una 


(#) Moltiplicando la equazione data (1) pel fattore v essa, come equazione dif- 
ferenziale, non verrà ad alterarsi; solo potrà darsi che vengano ad aggiungersi o 
a togliersi alcune soluzioni della equazione stessa, che saranno tutte o parte di 

: 1 ; sp i 
quelle per le quali v=0 0 dati e per queste potrà farsi poi un esame speciale 


a parte. 
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costante arbitraria C e che potremo rappresentare colla equazione F (7,7, 0)=0, 
la quale potrà sempre immaginarsi risoluta rispetto alla costante C(®. 
Così questo integrale prenderà la forma 0(2,y)=C; e nel valore di y' 0 
00 


d sUtror : 
Sr che si trarrà da questa equazione e che sarà — Yo figurerà la costante 
x 


Y 
arbitraria C, e esso dovrà soddisfare alla equazione differenziale data (1), 
il che porta che dovremo avere la formola 


130120 
Mode N9dy 


la quale dovrà essere una identità, perchè altrimenti, non contenendo la co- 
stante arbitraria C, costituirebbe una nuova relazione fra x e y distinta dall’in- 
tegrale che contiene invece C e col quale dovrebbe coesistere, e questo è 


inammissibile. 


N he i d dipl o a) ; se rappresenteran t 
e segue che i due rapp N 3a N y pp no una stessa 


Li 


(# Propriamente per quanto è stato dimostrato nel cap. XIX si può dire che 
esiste uno e un solo integrale 
(4) y=9(2,Y3%03Y0) 
della equazione (1) che per x= x, diventa uguale a y, quando il rapporto Rs è 
una funzione di x e y che in un certo campo nel quale è preso ad arbitrio il punto 
(20:%Y0) è finita e continua e soddisfa alla condizione di Lipschitz, e per quanto 

: M 

fu detto nello stesso capitolo al $ 349 (p. 514) se il detto rapporto N avrà anche la de- 
rivata prima rispetto ad y finita e continua, l'integrale stesso anche considerato 
come funzione di y, sarà finito e continuo insieme alla sua derivata prima ri- 
spetto a Yo. 

Scritta perciò la equazione (a) sotto la forma y— 0 (2,Y,%0,Y)=0, e in essa in- 
tendendo fissato il valore x, per modo da poterne fare del tutto astrazione, questa 
equazione terrà luogo della F(x,y,C)=0 scritta sopra per l'integrale, al posto 
della C venendo a figurare y,; e la derivata del suo primo membro rispetto ‘a y, 
non potrà essere sempre zero per ogni sistema di valori di x e y, perchè altri- 
menti l'integrale sarebbe indipendente da 7). 

Per la teoria quindi delle funzioni implicite essa definirà una funzione y, di 2 e y, 
che potremo indicare con 0 (x,y), che per c=x,, Yy=% prende il valore y;), cioè 
si avrà la equazione 0 (x,y)=%p; e questa corrisponderà alla 0 (e, y) = C del testo, 


LI LI . . . . . M 
per modo che si può dire assicurato che, sotto le condizioni poste pel rapporto N: 


ad ogni equazione differenziale come la (1) corrisponde una equazione della forma 
0(2,y)=C che rappresenta essa pure il suo integrale. 
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LA LEE eli dì 
funzione delle due variabili x, y e indicandola con v avremo — = vM =vN 


dx  dy 

e quindi la espressione v(Mdx+N4dy) sarà il differenziale esatto della fun- 
zione 0(x,y); e questo, dimostra appunto come volevamo, la esistenza del 
fattore v che rende un differenziale esatto la espressione data M dx + N dy 
quando si moltiplica per v, cioò dimostra la esistenza di un fattore integrante. 
398. — Aggiungiamo che trovato un fattore integrante v di una espres- 
sione differenziale Mdx+Ndy, se sarà 0(x,y) la funzione della quale il 
prodotto v (Mdx+Ndy) sarà il differenziale, avremo v(Mdx4+Ndy)=d0, e 
se indicheremo con © (9) una funzione qualsiasi finita e continua di 9 avremo 


anche 


ve(0) (Mdx + Ndy)=0(0)) do =dlx(0)d0, 


ciò che mostra che v%(8) sarà un altro fattore integrante della espressione 
differenziale data; quindi, a causa dell’arbitrarietà di (0), si può ora affer- 
mare che quando sia data una espressione differenziale Mdx+Ndy per la 


quale il rapporto N Sla finito e continuo insieme alla sua derivata prima ri- 


spetto ad y in un certo campo, esistono sempre în questo campo infiniti fat- 
tori integranti della stessa espressione; e se v è uno di questi fattori, e 9(2,4) 
è la funzione corrispondente di x e y, della quale la espressione v(Mdx+N dy) 
è il differenziale esatto, anche ve (0) sarà un fattore integrante della espres- 
stone data, e ciò qualunque sia la funxione (0) purchè finita e continua 
(derivabile o no). 

399. — Per quanto abbiamo detto sopra, quando sia data una espres- 
sione differenziale Mdx-+N4dy, se con un processo qualsiasi si riuscirà a 
trovare l'integrale della equazione corrispondente 


(2) Mdx + Ndy= 0 


sotto la forma 0(x, y)=C, si avrà subito un fattore integrante v della espres- 
108 1090 
dan a ti 
Mox 0 Nay 
tore integrante viene a dipendere da quella dell’integrale della equazione 


sione data prendendo v= ); ma così la ricerca del fat- 


(#) Essendo v(Mdx + Ndy) un differenziale esatto, la funzione 0 (a, y) si tro- 
verà con semplici quadrature mediante i processi del cap. XVII. 

(*#* Quando l’integrale della equazione (2) non si abbia sotto la forma 0 (2, y)=C 
ma sia invece sotto la forma F (x,y ,C)=0, allora, siccome la funzione 0 (x, y) corri- 
spondente sarebbe quella che risulterebbe definita come funzione C di x e y da questa 
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corrispondente (2) che bisogna supporre determinato, e quindi quando non 
sì riesca a trovare in altri modi i fattori integranti, non è possibile valersi 
di essi per la integrazione delle equazioni differenziali (2). 

D'altra parte la ricerca dei fattori integranti di una espressione diffe- 
renziale Mdx+Ndy quando deve farsi indipendentemente dalla conoscenza 
dell’integrale della equazione corrispondente Mdx-+N dy = 0 presenta il più 
spesso difficoltà insormontabili; talehè è ben raro il caso in cui l’integra- 
zione delle equazioni differenziali può farsi coll’uso dei fattori integranti. 

Malgrado questo però anche il fatto solo della esistenza di tali fattori 
ha già una importanza grandissima, perchè, in altri studii, basandosi ap- 
punto su quella esistenza si ottengono risultati notevolissimi; e quindi an- 
che indipendentemente dalle questioni d’integrazione delle equazioni diffe- 
renziali, e dalla possibilità o meno di determinare effettivamente i fattori 
integranti, era sempre opportuno di mettere in luce la esistenza di essi; come 
ora troviamo anche opportuno di dare la equazione a derivate parziali alla 
quale scddisfano — per modo che da essa, volendo, può anche farsi dipendere 
la loro determinazione ——, e di indicare le proprietà principali dei fattori 
medesimi, almeno quando sì richiede che essi oltre essere finiti e continui 
siano anche derivabili. 

400. — La equazione a derivate parziali alla quale deve Sdi ara ogni 
fattore integrante finito continuo e derivabile di una espressione differenziale 
Mdx+Ndy si trova subito coll’osservare che se v è uno di questi fattori la 
espressione vMdx+Ndy sarà un differenziale esatto, e quindi per lo stesso 
fattore v dovremo avere la equazione 
o(eM) d(vN) 

a pr 


(3) 


che è appunto quella cercata, e che eseguendo le derivazioni può anche ri- 


equazione e sarebbe quindi identicamente F (x,y ,0(x,y))=0, è evidente che si. 


avrebbero le formole 
OF OF 


POI e 
PI TA RIN) ed I) PN] Ul 
OC Elo: 
nelle quali dove comparisce il C s'intende che debba porsi la indicata funzione 0 e 


Po) . . . . . LI . . 
5C deve supporsi diverso da Zero; quindi si può evidentemente affermare che in 
questo caso il fattore integrante sarà la funzione che così viene dall’una o dal- 
OF OF 
LI AO 


1% dim si e 
M oF € IF eliminandovi il C per mezzo dell’in 
°C OC 


l’altra delle due espressioni 


tegrale F(x,y,C)= 


dursi alla forma 


, 


dv dv ON 99M 
(4) Mo Nati dp) 
e inversamente ogni funzione v che soddisfi a questa equazione sarà un fat- 
tore integrante della espressione data, perchè per essa verrà appunto ad es- 
sere soddisfatta la condizione d’ integrabilità della espressione v (Mdx 4- Ndy). 

401. — La equazione a derivate parziali che abbiamo trovata mette in evi- 
denza le due proprietà dei fattori integranti che qui ci siamo prefissi di indicare. 

La prima di queste proprietà è l’inversa di quella che dimostrammo al 
S 398 in quanto ci dice che se v è uno degli indicati fattori integranti (finiti 
continui e derivabili) della solita espressione Mdx +Ndy, e 0(2,y) è l'in- 
tegrale corrispondente della espressione v(Mdx+Ndy), ogni altro di tali 
fattori integranti w della stessa espressione sarà della forma ve (0), es- 
sendo © (0) finita continua e derivabale €). 

Si osservi infatti che se, come supponiamo, v e 20 sono due fattori inte- 
granti della espressione Mdx +Ndy, dovendo aversi insieme alla (3) 

d(0M) _d(wN) 


anche l’ altra magia pre che può anche scriversi sotto la forma 
(2.0) 9(2. on) 
PE DIL RA AIMM ade cho! sarà 
Saline dr 
2 Ad gl 
vM > vN x 350) 3 
Ò 009 
e per essere vM=—, vN=— avremo la formola 
dx dY : 
w w 
00° 28° _ 
da dy = dYy da 


(#) Notiamo che mentre nel $ 398 abbiamo posto per condizione che la funzione 
@(0) sia soltanto finita e continua (e avremmo anche potuto limitarci a richiedere 
che fosse finita e integrabile), qui si pone la condizione più restrittiva che essa sia 
anche derivabile. Questo però non deve meravigliare perchè nel caso attuale, cer- 
cando la equazione a derivate parziali alla quale deve soddisfare il fattore inte- 
grante si viene naturalmente a richiedere che questo fattore oltre ad essere finito 
e continuo sia anche derivabile, e d’altra parte la condizione d’integrabilità (3) 
della espressione differenziale M dx + N dy dopo moltiplicata pel fattore integrante v 
è quella che trovammo nel Cap. XVII supponendo allora che i coefficienti nella 
espressione differenziale avessero le derivate che si considerano finite e continue; 
mentre nel $ 398 le cose si presentano in modo che si richiede soltanto che esista 
l'integrale della stessa espressione differenziale, il che è meno restrittivo. 
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per la quale risulta zero lo Iacobiano delle funzioni o 0, e se ne deduce 


perciò (Cale. differ. pag. 264-265 in nota) che queste due funzioni devono essere 


legate da una relazione della forma o(£ o) = 0, e quindi deve essere = = (0) 
ew=vo(0). 

Notiamo che in forza di questo risultato si può anche affermare che quando 
con un processo qualsiasi sia stato trovato un integrale particolare v della 
equazione a derivate parziali (4), ogni altro suo integrale w si otterrà im- 
mediatamente, perchè per esso si avrà w=v%(0), essendo 6 l'integrale del 
differenziale esatto v(Mdx-+N dy) che si potrà trovare con sole quadrature, 
e (0) una funzione arbitraria finita e continua e derivabile di 0. 

402. — L’altra proprietà dei fattori integranti alla quale alludevamo sopra 
discende immediatamente da quella dimostrata ora. 

Si osservi infatti che dalla proprietà dimostrata risulta che se v e w sono 
due fattori integranti della solita espressione differenziale Mdx+Ndy, e questi 
fattori sono distinti fra loro, cioè sono tali che il loro rapporto non è una co- 


stante, si deve avere di necessità - = (0), essendo @ l’integrale della espres- 


sione v(Mdx+Ndy), il che porta che 8=cost. o ©(0)= cost. sia l’ integrale 
della equazione differenziale corrispondente Mdx+Ndy=0; e di qui si con- 
clude subito che quando con un processo qualsiasi siano trovati due fattori in- 
tegranti distinti (finiti continui e derivabili) v e w della espressione differen- 
ziale Mdx+Ndy, si avrà subito l'integrale della equazione differenziale 
corrispondente Mdx-+-Ndy=0, uguagliando a una costante arbitraria dl 


rapporto — di questi due fattori. 


403. — Fermandoci ancora sulla equazione a derivate parziali (3) o (4), 
rileviamo come già dicemmo che ogni suo integrale v rappresenta un fat- 
tore integrante della espressione differenziale Mdx+Ndy; e poichè, come 
già nel capitolo precedente si potò dimostrare la esistenza degli integrali 
delle equazioni differenziali ordinarie, si dimostra anche quella degli inte- 
grali delle equazioni a derivate parziali, così possiamo dire che anche di qui 
risulta l’esistenza dei fattori integranti delle espressioni differenziali almeno 
limitatamente a quelli che sono finiti continui e derivabili, e ne risulta al 
tempo stesso un processo per la ricerca di questi fattori che consiste nella 
ricerca degli integrali delle equazioni stesse (3) o (4). 

Questo processo però, in generale, è a dirsi puramente teorico, perchè 
nella teoria delle equazioni a derivate parziali del prim’ordine la integra- 
zione della equazione (4) torna a dipendere da quella della equazione dif- 
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ferenziale Mdx + Ndy=0 che spesso non si sà integrare; però, siccome basta 
conoscere un fattore integrante particolare per poterne poi dedurre tutti gli 
altri e per potere integrare completamente la equazione Mdx+Ndy=0 e 
le equazioni (3) e (4), si comprende che l’avere ridotta la ricerca dei fat- 
tori integranti a quella degli integrali di queste ultime equazioni riuscirà 
utilissima in tutti quei casi nei quali con un processo qualsiasi o con par- 
ticolari considerazioni o tentativi si riesca a trovare un integrale particolare 
delle stesse equazioni (3) o (4). 

404. — Naturalmente però questi casi si presenteranno soltanto quando 
si avranno espressioni differenziali particolari Mdx + Ndy o equazioni diffe- 
renziali speciali Mdx+Ndy= 0; e alcuni degli stessi casi si troveranno 
cercando quali siano le espressioni differenziali per le quali vi sono fattori 
integranti che hanno particolarità speciali. 

Indicheremo ora alcuni di questi casi, incominciando da quello in cui si 
richiede che esista un fattore integrante v che sia funzione di una sola delle 
variabili x o y per es. della «. 


In questo caso per questo fattore v dovrà ossere 57 = 0, e perciò la equa- 


zione (4) si ridurrà all’altra 


d: 
nella quale abbiamo rappresentato con de la derivata di v perchè ora si ri- 


chiede che v contenga una sola variabile, la @; quindi da questa si vede 
che il caso attuale non potrà presentarsi altro che quando la espressione 


2N. 
v(- x) sia essa pure una funzione della sola x, e allora pel fattore 
integrante cercato v sì avrà, integrando, log v= f n (9- SIC +log ©, 
\ 


©oM @N 
Ovvero PE uu, "dx 


uguale ad uno; e così poichè un risultato simile si ha anche quando sì ri- 
chiede che il fattore v sia funzione della sola y, si può ora affermare che 
quando, avendosi la solita espressione differenziale Mdx+Ndy, si riscon- 


2) con © costante arbitraria che potrà prendersi 


trerà che formando le due espressioni 
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la prima di queste contiene soltanto la x o la seconda contiene soltanto la y, 
allora si avrà un fattore integrante v funzione della sola x nel primo caso che 


je (7-35) da 
N dx) 


della sola y nel secondo caso che sarà dato dalla formola v,= 


e se ne avrà uno v; funzione 


lic PE Se) 
M\9dx 9dyY 4 


sarà dato dalla formola v=e' 


Così per es. avendo la espressione differenziale 


[1 + 242-008 (0-+-3)] de + [8 +24 2008 (2+9)| 4, 


OM oN 


1 
dy Ca Sl vede su- 


siccome si trova che in questo caso sì ha <I5 


i 1 
bito che un fattore integrante della stessa espressione è pi 


405. — Un secondo caso in cui si trova con facilità un fattore integrante 
di Mdr+Ndy è quello in cui M ed N sono tali che uno v di questi fat- 
tori possa essere della forma XY essendo X una funzione soltanto di x e Y 
una funzione soltanto di y. 

In questo caso infatti per la equazione (4) si vede che X e Y devono 
soddisfare alla condizione 


x YO IoM UN 
No M3=% 7% 


3 


e quindi onde la cosa sia possibile è necessario e sufficiente che la diffe- 


M 
renza 3 risulti della forma N#(2)-MU(y); e quando questo avvenga 


basterà prendere evidentemente X e Y in modo che si abbia > = 


, 


Ni 1 p(y)d 
y=9) ovvero e 0 NS Gu * con C e C, costanti; cioè 


(2) de + fw (4) dy 


E % ® d 
si potrà prendere tie , essendo % una costante. 


E così in particolare quando si abbia la equazione studiata da Abel (f) 


(5) yYyHk(f+9oyde=0, 


* ABEL (Oewvres, tome second, pag. 26) studia la equazione 
(a) (Y+3)dy+(p+9Y+ry°)de=0, 
dove p,g,res sono funzioni della sola x, e dimostra che col porre y=x+-fz basta 


4 n) d: 
prendere a = —s, f=e€ 1. He perchè la equazione stessa si riduca sempre al- 
l’altra 
zdz4+(P+Q2)de=0, 


De VISO 


nella quale p e g sono funzioni della sola x, osservando che allora si ha 
OM 9N 


avra = q si vede che onde il suo primo membro abbia un fattore in- 
C CE 


2)de + f y(y)d 
tegrante della forma X.Y o hai plat fw ni bisogna che p e q siano tali 


che si possano trovare due funzioni % (x) e 4% (y) per le quali si abbia la 
equazione 


(6) q=y9()— (PT 9944), 

la quale con una prima derivazione rispetto ad y dà luogo alla seguente 
p(d) — py(y) — ayt (MT =0, 

e con altre due derivazioni pure relative ad y conduce alle altre 

(7) Py — aly9(@)'=0, 29°) — a[y9(M)]"=0; 


e queste quando, come qui naturalmente si suppone, p e g non siano zero 
ambedue e neppure una sola di esse (©, richiedono che si abbiano le due 


vV(M)=at(), yi] =aly0(Y)], 
OVVero 


(8) d()=ad' (4, 0) +30 (4) =ayd (4) + 2a4'(4), 


dove 


re prior Pilato Q=fa-2rs- efraz 4 


dal che risulta che quando p — gs+rs° = 0, come quando g—2 rs — È —0 la equa- 


zione data (4) è subito integrabile per sole quadrature. 
Considerando poi la equazione della forma ridotta 


(8) ydy+(p+9gy)de=0, 


Abel studia i casi nei quali esiste un fattore integrante del primo membro della 
forma e”, con 


r=a+o0y+ay +... +any", 


essendo le 2,2), %,... ,%n funzioni della sola x, e trova la relazione che deve sus- 
sistere fra p e g nella equazione data perché ci sia effettivamente un fattore inte- 
grante della forma indicata. 

Nel caso particolare in cui deve essere r= + 0,)y Abel trova che deve sussi- 


stere fra pe gq la relazione cp+g=0 con ce costante, e allora 2,=cC, e so f gia; 


come anche noi abbiamo trovato sopra. 

Avuti i fattori integranti per la equazione considerata, naturalmente se ne 
deduce subito l'integrale con sole quadrature. 

(# Ove le p e q fossero nulle una o tutte e due, la equazione (5) sarebbe o si 
ridurrebbe subito ad avere le variabili separate, o sarebbe la dy=0, ed è natu- 
rale che non si considerino ora questi casi. 
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essendo a una costante, a meno che non sia 4”(y)=0 con [y4(y)]'=0, ciò 
che richiederà che sia anche 4'(y)= 0. 
Ma la seconda delle equazioni (8) tenendo conto della prima ci mostra 


9 2 
che dovrebbe essere 4” (Y)=309 (4) e quindi anche 4”(y) = eV), e 


questa non può coesistere colla prima delle (8) stesse altro che quando si 

abbia 4'(y)=0, o si abbiaa= 0 con 4°(y)=0 che per la prima delle (7) 

richiederebbe che fosse [y%(y)]' = 0 e perciò ancora y'(y)= 0; quindi si può 

senz’altro concludere che dovrà essere + (y) = Cc, essendo c una costante. 
La (6) stessa diverrà quindi 


yip(a) -—cqgj —ecp—q=0, 


e perchè sia soddisfatta bisognerà che nella equazione data (5) p e g siano 
legate fra loro dalla relazione lineare cp +9 = 0 come appunto trovò Abel, 
e si dovrà prendere % (x) = cq, e quindi il fattore integrante sarà 


po Sa0+ _ pot (1+S 248) 


= 


406. — Un terzo caso molto interessante è quello in cui, essendo nella 
solita espressione Mdx 4 Ndy le funzioni M ed N omogenee e dello stesso 
grado m, si cerca se vi sia un fattore integrante v che sia esso pure omo- 
geneo e del grado n. 

In questo caso se un tale fattore omogeneo v esiste. le funzioni vM e vN 
dovranno essere anch’esse funzioni omogenee e del grado m-+n, e quindi 
oltre a soddisfare alla equazione (3), ciascuna di esse dovrà soddisfare alla 
equazione di Eulero, cioè si avranno le formole 


A 9 si I) 


| d(vN) (CN) 
+ y =(m+n) vM, DI yi 
Trasformando la prima di questa formola per mezzo della (3) si ottiene 
subito l’altra 


d(0M) 


cu 
arpa ice 


=(m+n)vM, 


o(evM) d(Yv N) 


che può scriversi sotto la forma 
dx dx 


dviMa+N 
ole NA (mp 1)vM; mentre operando al modo stesso sulla se- 


div (Me +Ny)j 
dY 


=(m+n+1)vM, ovvero 


conda delle precedenti si avrà l’altra =(m+n+1)vN; quindi 


se » sarà preso in modo che si abbia m+»+1=0, cioè se sarà n=—(m+1), 
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dovremo avere v = ci ztNy essendo C una costante che può prendersi uguale 
ad 1; ed ora poichè si riscontra che effettivamente questo valore di v ri- 
sulta omogeneo e del grado —(m241) ed evidentemente soddisfa alla equa- 


zione (3), si conclude che quando M e N sono funzioni omogenee dello stesso 


sarà sempre un fattore 


grado e non è Ma+Ny=0 l’espressione RETE 


integrante della espressione Mdx+ Ndy: 


Nel caso poi di Max +Ny=0 o eis riscontra subito che un fat- 


tore integrante è — 
integrante SANy 


Così dunque si può dire ad es. che la espressione omogenea ydx + x dy 


ha un fattore integrante uguale De ; , l’altra (r+%) de + Ve + dy ha un 


. ; 
fattore integrante uguale a ——— =, ecc. 
x(0+y)+y Ve+9È 
407. — K si può aggiungere che siccome per quanto dicemmo al $ 363 


(pag. 529-30), l'integrazione delle equazioni differenziali Mdx + Ndy=0 
omogenee rispetto ad x e y può sempre ridursi alle quadrature, e l'integrale 
si presenta sotto la forma 0 (x, y)= ©, sarà facile in ogni caso trovare anche 
per altra via un fattore integrante w della espressione omogenea Mda + Ndy ; 
e quando non sia Mx-+Ny= 0 e questo nuovo sn integrante w sia trovato 


e sia dzstinto da quello determinato sopra Met Ny , pel teorema del $ 402 


Ma 2 
si può asserire che w(Ma-+Ny)= cost. sarà l’ integrale generale della equa- 
zione differenziale omogenea corrispondente Mdx + Ndy=0. 

In particolare quindi se Mdx + Ndy sarà già un differenziale esatto e sarà 
omogeneo, potendo una quantità costante diversa da zero qualsiasi conside- 
rarsi come un suo fattore integrante w, si può dire che in questo caso l’in- 
tegrale generale della equazione Mdx + Ndy= 0 sarà sempre dato dalla for- 
mola Mx + Ny= cost. a meno che la espressione Mx + Ny non sia già iden- 
ticamente una quantità costante. 


XXIII. 
Sulle soluzioni singolari delle equazioni differenziali del prim’ ordine 
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408. — Abbiamo già detto in altra occasione che, oltre alle soluzioni di 
una equazione differenziale date dal loro integrale generale, vi sono talvolta 
altre soluzioni speciali, dette soluxzoni singolari, che soddisfano ancora alla 
equazione differenziale data, ma non contengono il numero di costanti ne- 
cessarie per potere corrispondere all’integrale generale, e neppure possono 
dedursi da questo integrale particolarizzando convenientemente tutte o al- 
cune delle costanti contenute in esso; e noi fermandoci al caso delle equa- 
zioni differenziali del prim’ ordine, vogliamo indicare anche il modo di tro- 
vare le loro soluzioni singolari quando esistono. 

Sia perciò 
(1) f(2,y,y)=0 


una equazione differenziale del prim’ ordine, e ammettiamo che si sia tro- 
vata la equazione 


(2) g(2,y,0)=0, 


dove C è la costante arbitraria, come suo integrale generale, pel quale sup- 
porremo naturalmente che, almeno in un certo campo relativo a x, ye C, la fun- 
zione © (x,y, C) sia finita continua e a un sol valore insieme a quelle delle sue 
derivate che occorrerà di considerare, e che per ogni sistema di valori 2,@Yodi x 
e y si possa avere almeno un valore C, di C pel quale si abbia % (10,0, Co) = 0; 
e inoltre la stessa equazione (2) quando vi sia fatto C=C, definisca una 
funzione y di x che per «=, prende il valore (qualsiasi) y, e oltre essere 
finita e continua e ammettere la derivata pei valori di x in un certo tratto 
al quale appartiene x, soddisfa alla equazione differenziale data (1). 


(# Questo per la teoria delle funzioni implicite avverrà certamente quando per 
do 


C= 0, la derivata 3y sia diversa da zero nel punto (xy, Yo) 


RAR Ve 


dp 


Il valore di y' dedotto da questa equazione, cioè — 30° quando, valen- 
dy 
dosi della equazione stessa (2), vi si elimini la costante C dovrà ridursi 


uguale al valore di 7 che sarà definito dalla (1); e se oltre all’integrale ge- 
nerale (2) esisterà anche una soluzione singolare 


(3) d(2,9)=0 


della stessa equazione data (1), il valore di y' dedotto da quest’ ultima equa- 
zione (3) e combinato o no con questa stessa equazione dovrà essere ancora 
uguale a quello che sarà definito dalla equazione (1). 

Questa soluzione singolare (3) non potrà risultare dalla equazione (2) dando 
in questa un valore costante particolare a C, perchè altrimenti la soluzione 
stessa sarebbe un integrale particolare; però almeno in generale essa si ot- 
terrà ancora dall’ integrale generale (2) ponendovi per C invece di un valore 
costante una funzione speciale determinata, che sarà quella funzione C (€, 7) 
che almeno in generale soddisfarà alla equazione g(x,4,0)=4%(7,%. 

409. — Per vedere bene questo prendiamo a considerare una soluzione 
qualsiasi (singolare o no) 4(x,y)=0 della nostra equazione (1), e ammet- 
tiamo che i sistemi di valori (x,y) che la soddisfano e la gy' corrispondente 
siano in un campo T nel quale la equazione data f(2,y,y)= 0 soddisfa alle 
condizioni generali per le quali secondo quanto dicemmo nel $ 334 (pag. 494 
in fine) è certa la esistenza di un integrale generale in quel campo, e questo 
per ciascuna di quelle che vogliono considerarsi fra le soluzioni — 0 rami — 
in y' alle quali la f(2,y,y)=0 dà luogo; cioè siano soddisfatte le condi- 
zioni per le quali è certo che la equazione stessa definisce una o più fun- 
zioni y (x,y) di x e y che sono finite e continue e ammettono le derivate par- 
ziali di primo ordine rispetto ad x e y finite e continue, o più generalmente 
sono funzioni che soddisfano alle condizioni di Lipschitz. 

In un punto qualsiasi (2%) pel quale è soddisfatta la equazione inte- 


dy 


grale d(2,y)=0 e dove 7, è diversa da zero, la y' corrispondente a questo 


integrale prende un valore y determinato dalla formola (È 39) 20 
x CY Lo 3 Yo 

e poichè 4 (x ,y)=0 è un integrale, questo valore y dovrà combinare con uno 

dei valori che si hanno per y' dalla formola (20, %;y)="0, cioè col va- 

lore che avrà per x=%,Yy=% uno dei rami y=y (x,y) della funzione 


determinata dalla equazione data /(x,yY,y)=0. 
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Si supponga ora che per la stessa equazione f(2,y,y)= 0 sia stato pos- 
sibile di trovare l'integrale generale (7,7, 0)= 0 del quale parlavamo sopra, 
dove C è una costante arbitraria, e per un valore C, di questa costante C 
esso definisca quello che per «x=%, prende il valore y, fra gli integrali cor- 
rispondenti al ramo y=%y'(x,y) che noi consideriamo (*); allora formando 
la equazione 1(r,Y,C0) — 4(2,y)=0 si vede che essa sarà soddisfatta dal 


(&# A rendere più chiare queste considerazioni, e togliere di mezzo dubbi e 
incertezze che altrimenti potrebbero nascere, presentiamo le osservazioni seguenti 
che completano quelle che esponemmo succintamente al $ 316 (pag. 473-474) 

Osserviamo che se f(x, Y,Y)= 0 è una equazione differenziale data, nella quale 
f(xc,%,Y) si suppone finita continua e a un sol valore almeno in un certo campo 


I' relativo a x,y e y', e in questo campo ammette le derivate parziali de dl si i 


se avverrà che la stessa equazione per un punto generico (x;, Y) venga soddisfatta 
da più valori (reali)y/130 Us: 03 SV PE RO POLVALOI A) 


X,Yey' che supporremo in quel campo I si avrà si, + 0, essa definirà altrettante 


funzioni yi (x, vg; Ue), Yale ile peri: x.y Meprenderaano 
respettivamente i valori Y',,0 %2:07-++3%'s303--. e queste funzioni saranno uniche 
e determinate entro un certo campo relativo a x e y nel quale saranno anche finite 
e continue e ammetteranno le derivate parziali del prim'ordine determinate e finite. 

E.se in un punto (%,:%) -persuno 0 più ‘dei valori. Yasser 
pei quali si ha f(%0)Y01Y's 10) = 0 la derivata Si sarà zero, allora per regola ge- 
nerale la equazione data f(x, y,y)=-0 definirà ancora più funzioni distinte y' al- 
cune delle quali però pure potendo essere distinte negli altri punti prenderanno 
lo stesso valore y', in quel punto (x), Y,) riunendosi in questo punto. 

In ogni caso per quanto dicemmo in generale nel Cap. XIX e segnatamente al 
$ 334, (pag. 494-95) a ciascuna di queste funzioni y' (x, y) corrisponderà un integrale 
y che per x=x, prenderà ancora il valore y;, e per questi integrali i valori corri- 


spondenti delle derivate y saranno distinti fra loro quando per essi il £ L sia diverso 
da zero, mentre quando nel punto (x, ,%) si abbia si =0 alcuni dei valori di y' 


nello stesso punto (x; Y) Saranno uguali, e quindi le curve integrali corrispondenti 
quando risultino distinte negli altri punti avranno la stessa tangente in quel punto 
dando quindi luogo, almeno ordinariamente, ad un punto di regresso. 

In particolare quindi se la equazione data /(x,yY,y)=0 sarà algebrica e ra- 
zionale intera di grado » in y', avremo al più » integrali reali (rami dell’ integrale) 
o curve integrali che passano per un punto qualsiasi (x, 0), alcune delle quali 
però, pure potendo essere distinte, potranno unirsi e avere la tangente comune nello 
stesso punto (x), %) che sarà allora, almeno ordinariamente, un punto di regresso. 

Si ammetta ora di avere potuto trovare un integrale @(x2,y,C)=0, con C co- 
stante arbitraria, nel quale la funzione %(@,y,C) sia finita continua e a un sol 
valore e ammetta le derivate prime rispetto ad o, y e C determinate e finite almeno 
in un certo campo che rispetto a x e y fa parte di quello I del quale parlavamo 
sopra; e questo integrale col particolarizzare convenientemente la costante C dia 
luogo a tutti gli integrali ai quali accennavamo testè. 


sistema speciale di valori (x0,%0,C) di 2,Y,C, essendo ©, il valore di C in- 
dicato sopra. 


Per la teoria delle funzioni implicite adunque se avverrà che per questo 


sistema di valori di x,y,C la derivata Sf sia diversa da zero, questa equa- 


zione definirà una funzione O (x, y) di x e y che per ax=%,%=% diverrà 


La equazione @ (x,y, C)=0 per ogni punto (x, Yo) dovrà dar luogo a uno o 
più valori C,,0 C2303 +++ 3 Cr303»-» di C che la soddisfino, e per ciascuno dei sistemi 
di valori x01Yo1Cr:0 di 2,Y,C pei quali si abbia @(x01Y0,Cr:0)=0 se x risul- 
terà diversa da zero, essa definirà una funzione y di x che per x=x, prenderà il 


valore y, e la cui derivata y° sarà determinata dalla formola 33 +ev—o, e que- 


sta funzione y sarà unica come sarà unico il valore corrispondente di y°, e potrà 
mutare soltanto al mutare del valore che si considera di C,,0. 
Alcune però delle singole funzioni che così si otterranno potranno non corri- 
spondere a integrali della equazione differenziale data f(@,?,y)=0 perchè la equa- 
zione © (2,Y,C)=0 non di rado darà luogo anche a soluzioni estranee, ma altre 
delle medesime funzioni quando, come supponiamo, la d(2,y,C)=0 sia l'integrale 
della stessa equazione f(x,g,y)==0 dovranno combinare precisamente cogli inte- 
grali dei quali parlammo sopra, e quindi per ognuno di questi integrali ys che 
per €=%x, prende il valore y, e pel quale la y° nel punto (x; %0) ha il valore Y'5,0 
dovrà esservi almeno un valore C;,, della costante C pel quale oltre ad aversi 
dq 

(0010 Cs10) = 0 si abbia anche sii Ai pei valori); Yo) Cs, dLe,y, 0, a 
°y d 

meno che per questi valori non risulti appunto Si — 0. E poichè per ogni valore 


C, di C che dia @ (00) Yo, Co) = 0, quando, come supponiamo, non sia SATO per gli 


stessi valori x, Yo; Co di 2, y,C, si ha sempre una unica funzione y che soddisfa 
alla equazione @(2,Y,C,)=0 che per x=x%x, prende il valore y, e si ha un solo 


9 
valore — = per y', così nel caso che vi siano due o più integrali distinti ys,Yt1,... 
dY 
della f (2,4 ,gy)=0 che si uniscano nel punto (x;; %) dando luogo allo stesso va- 
lore di y° in quel punto, se non risulterà sio vi dovranno essere due o più valori 
distinti C,0,Ct:0, =» di Ccheooltre a dare 0(203Y0r Cs:0)=05"e(%03Yo; Ct10)=0;» 


dg 

rendano uguali i valori di Si per gli stessi valori x), Yo di x e y e pei valori distinti 
dy 

nr, di Cos 


Inoltre da queste considerazioni risulta che la equazione integrale v (x, y, 0) =0 
per €=x%,;Y=% dovrà dare per C almeno tanti valori distinti quanti valori reali 
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uguale a C,, e per la quale qualunque siano x e y, in un certo intorno (che potrà 
essere anche assai grande) del punto (x, yo), avremo £ (2,9, C(2,9))=4(2,%), 
e nello stesso intorno questa funzione C (x,y) avrà anche le derivate parziali 
PIO 

dc dy 
grale 4(x,y) = 0 della nostra equazione avremo £(r,y,C(c,y))=0, e lo 


; e quindi pei sistemi di valori di x e y che corrispondono all’inte- 


si hanno per y' nello stesso punto (x,,%,) dalla equazione differenziale data 
f((2,y,y)=0, e quindi inparticolare se la f(x2,Y,Y))= 0 sarà razionale intera 
e di grado » in y'e avrà tutte le radici reali e distinte pera=x,,y=% la equa- 
zione integrale %(x,y,C)=0 dovrà avere anch'essa almeno n soluzioni in C per 
dis ooo Yo 

Del resto anche partendo da una equazione © (x,y,C)=0 razionale intera e 


di grado n in C e eliminando € fra essa e la sua equazione derivata s: +ipy=0 


che è di primo grado in y', basta riferirsi alla ordinaria teoria della eliminazione 
quale si espone nell’algebra per dedurne che la equazione risultante dalla elimi- 
nazione di C fra le due equazioni è al più del grado » rispetto a y'. 


Aggiungiamo infine che data una equazione in termini finiti 0 (x,y, C)=0 con- 
tenente una costante arbitraria che per un sistema di valori x), % di x e y dia luogo 
a uno o più valori di C che la soddisfano e per la quale non venga ad essere si - 0 
per gli stessi valori di x,y e C, allora, poichè verremo ad avere la equazione dif- 
ferenziale Sis y =0, colla eliminazione di C fra queste due equazioni si giun- 


gerà sempre a una equazione differenziale della forma /(2x,%,yY)=0 della quale 
la equazione data potrà considerarsi come l'integrale. E la eliminazione di C potrà 
farsi intendendo sostituito nella prima equazione © (x,y, C)=0 il valore di C che 


risulterà sempre determinato dalla seconda st4+si yo quando la derivata ri- 


o 9 ar 
spetto a C del suo primo membro, cioè 3% 3GT 3y 20 y, che per la stessa equazione 
iii 
De l'alone oa (04 
sì riduce a , Sia diversa da zero. 
do | o o 


Y | dx 20 dyC 

Invece data una equazione differenziale f(x, y,y)= 0 si può sempre affer- 
mare che esistono i varii rami d’integrali che si determinano nel modo indicato 
in principio di questa nota, ma non può dirsi egualmente (questo almeno dalle 
dimostrazioni e ragionamenti fatti non risulta) che essa dia sempre luogo a una 
equazione della forma %(x,y,C)=0, con € costante arbitraria, che possa riguar- 
darsi come l'integrale generale della equazione data nel senso indicato sopra e che 
comprenda ad un tempo i varii rami dell’integrale. Nè d’altra parte l’avere di- 
mostrato nella nota al $ 397 pag. 572 come possa intendersi che questo sempre 
avvenga per l'integrale generale della equazione Mde+Ndy=0, trovasi in 
contradizione con quanto ora affermiamo, inquantochè non si trattava allora di 
una equazione generale, ma di una equazione che si supponeva già data o ridotta 
alla forma speciale y'= /(@, y) alla quale corrisponde un solo ramo integrale. 
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stesso integrale potrà anche riguardarsi come rappresentato da questa ultima 
equazione nel senso che fra i valori di y da essa definiti dovranno trovarsi 
anche quelli definiti dalla equazione 4 (x,y) =0. 

Ne segue che per questo integrale si avrà 


dp (dC 
Sg Lo put + dy)= 0, 
5 


e quindi quando SE sla zero sarà 
FASO 
CES ra; 
dY 9 
ci 
e poichè il rapporto de quando si tiene conto della equazione integrale 
dY 


0 (c,Y,C)=0 viene a soddisfare alla equazione data f(2,y,y)= 0 per 
ogni valore di C e quindi anche pei valori che vengono da € (x,y) nell’in- 
torno di (20, Y), Così è certo che pei valori di x e y che soddisfano all’ in- 
tegrale speciale 4 (c,y) = 0 che abbiamo preso a considerare, dovrà essere 


dp 
CU oto 
ai 
dY 
a meno che pel valore indicato C (x,y) di C non risulti o. 
Ma se, come per ora abbiamo supposto, = non sarà zero 0” non sarà 


infinito nel punto (x, yo), il che allora a causa della continuità non avverrà 


neppure nei punti vicini, questa condizione per essere soddisfatta richiederà 


che sia s dr+5 dy= 0 pei valori di x e y che soddisfano allo stesso in- 
tegrale % (x,y) = 0, ciò che equivale a dire che per questi valori di x e y 
+ C avrà sempre lo stesso valore e l’integrale considerato 4(x,y)=0 sarà 
un’integrale particolare; quindi si può ora affermare che la equazione inte- 
grale e (€,y,C)=0 non potrà dare luogo a un integrale singolare nei campi 
indicati altro che per quelle funzioni C di x e y per le quali, contrariamente 
a quanto supponevamo, 5 sia zero o infinito, o sia o 0; e noi dovremo 


quindi prendere a considerare questi casi e limitarci a questi. 
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Ora se insieme alla 9 (2,y,C)=0siha si —=0 e questa seconda equazione 
do 


zz =0 determina un valore per C (che ordinariamente sarà una funzione 


dC 
di x e y), la equazione integrale corrispondente (x,y, 0) = 0 dove © ha 
questo valore, se definirà ancora una funzione y della x, darà luogo a una 


dp 
, dx RAT, 
equazione per la quale si ha appunto y = — de quando non ne risulti Sy 
dy 


e poichè questo riporta alla teoria delle curve inviluppi considerate nel cal- 
colo differenziale (Cap. XXIII pag. 461 e seg.), così si può dire che quando 
per una equazione differenziale f(€,y,y)==0 siamo nel campo nel quale 
si ha un integrale generale della forma (x, y,C)=0, se l’insieme degli in- 
tegrali particolari corrispondenti agli infiniti valori di C dà luogo a un sistema 
di curve che ammettono una curva inviluppo questa, quando non venga a cor- 
rispondere a un integrale particolare (), corrisponderà però sempre a un in- 
tegrale che sarà un integrale singolare. 

410. — Segue da ciò che quando di una equazione differenziale f (2, Y,y)=0 
è trovato l’integrale generale e (@,y,0) 0, le soluzioni singolari della 
stessa equazione sì otterranno eliminando © fra le due equazioni g (x,y, 0)=0 


e E. = 0} estrae losduetvir- 0 G) = Die vo 0, quando queste eliminazioni 
èy 


siano possibili e conducano effettivamente a funzioni determinate y della x 
che ammettono una derivata; e potranno esservene altre per le quali insieme 


dp _ OR 
vai essendo al tempo stesso anche JR 0 o no, 0 per 


le quali il valore di y' che può trarsi dalla equazione differenziale stessa sia 


a.0(c,y,0=00 sia 


infinito o presenti qualche altra singolarità o indeterminazione; e in questi 
ultimi casì, come anche in quelli nei quali soddisfacendo alle due (x,y, C)= 0 


e ca 0 o alle altre p(72,9y,00=06e cr 0, i valori di C corrispondenti 
èy 


ci portassero a cadere in uno degli ultimi casi, converrà fare considerazioni 
speciali per decidere se si tratta o no di vere soluzioni singolari, potendo 


(#) In casi eccezionali limiti la curva inviluppo può essere una delle curve del 


1 i SE RO 
sistema; e questo avverrà nel caso in cui la equazione —& — 0 darà per C un va- 


lore costante. 
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allora anche avvenire che non si tratti neppure di integrali della equazione 


i he pae d È 

data; e ciò tanto più quando insieme alle due 2 (2,y,C)=0 e % —Wirk 
1 0% ; Lp 

sulti anche -- = 0, perchè allora neppure potrà più assicurarsi che sia sod- 


dY 


0 ACEUUO 
disfatta la condizione — = 0 che trovammo sopra, e inoltre a causa della 
Sh 
0Y 
pi dp, Da: i CR 
equazione 3. t 3) =0 che si ha per gli integrali ordinarii la y corri- 
Y ° 
spondente non potrebbe essere che infinita o indeterminata. 

Ed è sempre da ricordare che gli integrali che così si trovassero po- 
tranno anche talvolta venire a corrispondere a valori costanti di C e essere 
quindi soltanto integrali particolari invece che soluzioni singolari; e quegli 
se do 
integrali (singolari o no) che corrispondessero a TAR senza che fosse an- 

Y 
dg 


che spa 0 dando luogo a y' =c0 corrisponderebbero a rette parallele al- 


l’asse delle y. 
411.— Fermandoci in particolare sulle soluzioni singolari che vengono 
So 


serviamo come già notammo che esse corrispondono alle curve inviluppo del 


dalla eliminazione di C fra le due equazioni 0 (x,y,0)=0 e 0, os- 


sistema di curve integrali % (€, 7,0) =0 quando queste curve inviluppo esi- 
stono, e viceversa le curve inviluppo delle curve integrali fuori di punti e di 
casi eccezionali corrispondono a soluzioni singolari perchè nei punti corri- 
spondenti sono tangenti fra loro e hanno le stesse x,y e y; e potremo quindi, 
quando si conosca l’integrale generale, riportarci alle condizioni di esistenza 
degli inviluppi che furono date nel Calcolo differenziale $$ 339-340 (pag. 463 
e seg.) per decidere in quali casi queste soluzioni singolari (inviluppi) effet- 
tivamente esistono. 

Ora sempre per quelle soluzioni singolari della equazione differenziale data 
f(€,Y,Y)==0 che possono considerarsi come corrispondenti a inviluppi delle 


curve integrali e (x,y,0)=0, è facile di dimostrare che si avrà sempre si Ù 


in tutti i punti nei quali la tangente non presenterà singolarità; senza però 
che possa dirsi per questo che le curve per le quali insieme a f(x,Y,y)= 0 


si ha CA = 0 (che risultano cioè dalla eliminazione di ?y' fra queste due equa- 


dY 


zioni) siano sempre soluzioni singolari. 
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LS 


Si osservi infatti che se (x,y) è un punto qualsiasi m della linea cor- 
rispondente all’integrale singolare e in quel punto la tangente non presenta 
singolarità, e %,, è il valore corrispondente di y° comune a questa curva 
e a quella (C,,) dell’integrale particolare proveniente dall’integrale generale 
e (2,Y,C)=0 alla quale lo stesso punto #2 appartiene, avremo f(1,,Ym:Ym) = 0. 

Questo punto n per la definizione delle curve inviluppo sarà il limite 
di un punto d’incontro n, della curva stessa (C,,) colle curve vicinissime 
corrispondenti ai valori di C vicinissimi a C,,, e chiamando %m,,Ym, le co- 
ordinate del punto 2, € Ym, © Ym, + è i valori di y' corrispondenti a questo 
punto 72, sulla curva integrale (C,,) e sull’ altra vicinissima che si considera, 
dovremo avere evidentemente f (Xn, Ym,;Ym,) = 0 e f(€m,,YmYm + è) = 0 
perchè i due sistemi (%,,, Ym3Ym,) € (Cm, Ym,Ym, + È) corrispondendo a due 
curve integrali devono soddisfare entrambi alla equazione differenziale; e in 
queste formole Xm,,Ym, © Ym, tenderanno a Xn; Ym ©Y nm, è tenderà a zero 
coll’avvicinarsi indefinito della seconda curva integrale alla prima o col ten- 
dere di 22, ad m. 

Avendosi ora da queste equazioni 


f (Cm Uma, Y ma 1) —f (tm Uma; Ym)=0, 


pel teorema degli accrescimenti finiti avremo anche f',, (€2,,Ym,Ym +99) =0 
con 0<08< 1; talchò ammesso che /',, sia continua rispetto a €, y,y nel- 
l’intorno dei valori x,,, Ym,%m si vede subito che nel punto m dovremo 
avere f",, (Cm yYUmrYm)=0, ciò che dimostra appunto quanto abbiamo enunciato. 

412. — Questo risultato, che si presenta qui come una particolarità delle 
soluzioni singolari che le pone in relazione colla equazione differenziale cor- 
rispondente, porta naturalmente a domandarsi se siavi modo di avere le solu- 
zioni medesime deducendole dalla equazione differenziale stessa la quale è 
data, invece che dall’integrale generale; con che le dette soluzioni verrebbero 
ad aversi indipendentemente dalla conoscenza, che è richiesta dalle conside- 
razioni precedenti, del detto integrale generale che il più spesso riesce ben 
difficile se non impossibile a trovarsi, e pel quale anche si esige che si abbia 
sotto la forma @(2,y,C)=0 con C costante arbitraria e che g(2,y,0) sia 
una funzione che soddisfa alle condizioni più volte indicate, mentre questo, 
come dicemmo esplicitamente in fine della lunga nota al $ 409 a pag. 584 
e seg., non sempre può affermarsi che sia. 

E difatti partendo dalla equazione differenziale data f(x,4,y)=0, quando 
si consideri solo in un campo T relativo ai valori di «x,y e y' nel quale la 
funzione f (€, y,y) è finita continua e a un sol valore e ammette le derivate 
parziali del prim'ordine determinate e finite, ci sarà facile vedere che i punti 


eda Ad 
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(x,y) il cui insieme può dare luogo a funzioni y di x che costituiscono in- 
tegrali singolari non possono ‘essere che punti pei quali insieme al corri- 


spondente y' si abbia anche sh— 0; e dovremo quindi limitarci a cercarli 
fra i punti (x,y) pei quali la funzione y corrispondente con opportuni va- 


) 
lori di y° viene a soddisfare alle due equazioni f(x, y,y)=0 e 35 SOA 


Si osservi perciò che se (2, %) è un punto pel quale la equazione 
F(05Y0,9)=0 da luogo a uno o*più valori 8403 Y2,0,--+1U s.0, PF Y; 
come dicemmo nella nota testè ricordata, per quelli x, Y0,Y s,0 fra questi 
df 
dy 
f(c,y,y)= 0 definirà una e una sola funzione y',(2,y) che per x=%, 


valori di x,yey' pei quali risulterà diversa da zero la equazione data 


y=% prende il valore y°,.0, e la equazione y',=%' (x,y) per quanto di- 
cemmo nel Cap. XIX darà luogo sempre a uno e a un solo integrale y, (2) 
che per x=%, prende il valore y,, e la cui derivata per x=% è Yo, © 
questo sarà l'integrale ordinario e non sarà un integrale singolare. 
Integrali singolari quindi non potranno aversi altro che dall’insieme di 
tutti o di alcuni dei punti (2, Yo) pei quali insieme ai corrispondenti valori 


Y s.o che soddisfano alla equazione f (20, Yo, Y +,9) = 0 si abbia anche ss I 


e quindi, precisamente come enunciammo testè, gli integrali singolari non 
potranno trovarsi che fra le funzioni y della x corrispondenti a questi si- 
stemi di valori di x e y, cioò — in altri termini — fra le funzioni y della x che 
vengano definite dall’insieme della equazione differenziale data f(2,4,y)=0 


e della sua derivata SI = 0, senza però che possa dirsi che queste funzioni 


quando esistono corrispondano sempre a integrali (singolari o no) della stessa 
equazione, nulla potendo, almeno a prior?, assicurarci che la derivata della 
funzione y così definita risulti appunto quel valore y° che insieme a « e y sod- 
of 
dy 
differenziale data f(x, y,y)==0; e anzi, tutto facendo presumere che questo 


disfa alle due equazioni precedenti f= 0 e --,=0, e quindi alla equazione 


appunto non sarà (*). 


(*) Essendo data una equazione differenziale dell’ordine n f(e,%',Y",..,y%=0, 
prendiamo a considerarla in quei campi delle quantità x,Y,%",%",...,y® riguar- 
date come variabili indipendenti nei quali la funzione f(2,%,%%Y,-..,9) è finita 


e continua insieme a quelle fra le sue derivate che occorrerà di considerare. 
Per quanto dicemmo nel Cap. XIX e segnatamente ai $$ 335-336 (pag. 495-96), 
partendo da sistemi iniziali %01%0) Y 01 Y 01: Y!7® di valori di x, Y,Y,Y",...,y®_L 
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413.— Ora per mettere bene in evidenza questa ultima circostanza, e al 
tempo stesso dare il modo di trovare se e in quali tratti le funzioni (o curve) 
così definite corrispondano a integrali singolari, esporremo le considerazioni 
seguenti che sono dovute sostanzialmente a Darboux (*). 

Si osservi che per ogni funzione o curva integrale la equazione diffe- 
renziale f(x,y,y)= 0 dà luogo all’ altra 


dla 
3a! 39° T3y! =0, 
e fuori del caso in cui sia y"= 0, che ordinariamente corrisponderà a 
punti di regresso della curva integrale corrispondente, l'essere Lo por- 
È O fire iso fi Aa 
terà che si abbia anche 3a L dy JE=3UE 


Ora quando, come ordinariamente avverrà, le due equazioni f(2,Y,Y)=0, 
Tu 0 definiscono una curva A la cui equazione risulterà dalla elimina- 
Y 
zione di y' fra le equazioni medesime, questa curva sarà l’ inviluppo del si- 
stema di curve definite dalla equazione differenziale data f(x,y,y)= 0 
quando in esse y'° anzichè come la derivata di y si considera semplicemente 
come un parametro variabile che, a scanso di equivoci, potrà essere indicato 
con a, venendo così ad essere il detto sistema di curve rappresentato dalla 
equazione f (2, y,@)=0, e l’inviluppo loro dato dall’ insieme delle due equa- 


ZIONI (0,y/Na) — 00 si = 0; e questo inviluppo A quando esisterà potrà 


pei quali, dei valori corrispondenti della y che soddisfano alla equazione data 
F(00) Yo YorY'ore3Yd 4) =0, quello y;® che si. considererà è tale che nel 


punto (10310007 Y 03°: UD, Yi) la derivata parziale 3 i risulterà finita, 


continua e diversa da zero, si avrà sempre un integrale che non presenta alcuna 
singolarità almeno in un certo intervallo che comprende il punto x,; e si può 
quindi affermare, come nel caso delle equazioni di prim’ordine che noi trattiamo, che 
essendo data una equazione differenziale di ordine superiore f(x,Y,Y,Y" ,.,y®)=0, 
per le sue soluzioni singolari, quando esistono, insieme alla equazione stessa dovrà 
aversi anche l’altra a = 0; e quindi le dette soluzioni dovranno essere integrali 
della equazione di ordine n —1 d(x,%Y,%,%",...,y%-))=0 che risulterà dalla eli- 
È) 3 7 
=» senza potere però affermare che gli 
integrali di questa equazione )=0 siano sempre e tutti soluzioni singolari della 
equazione data f=0. 

(*) Bulletin des Sciences mathémat. et astronom., tome 4,me — Année 1873, 
pag. 158 et suiv. 


minazione di y® fra le due 7f=0 e 
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anche essere rappresentato dalle due equazioni x = (a) e y=y(a) che 

determineranno i suoi punti (x,y) per ogni valore di & e risulteranno dalle 

9? 

da° 

anche una tangente determinata (Calc. diff. $$ 339 e 340 pag. 463 e seg.). 
Non sempre però avverrà che questo inviluppo A sia integrale della equa- 

zione data, perchò bene spesso l’y' relativo alla funzione y che .corrisponde 

df 


alla curva inviluppo A, e che per ogni valore di a pel quale non sia dy = 


È IE QI 
verrà dato dalla equazione DI + 3y 
quale si hanno ad un tempo per l’inviluppo le due equazioni f(2,4,0)=0 


df 


ai 0, e non potremo quindi assicurare che per l’inviluppo medesimo resti 


precedenti; e in tutti i punti nei quali 


y = 0, non combinerà col valore a pel 


sempre soddisfatta la equazione differenziale data f(x,y,y)="0, e anzi 
ordinariamente non risulterà soddisfatta. 
Rc parte, fermandoci invece sulle due equazioni f(x,y,y)=0, 


ha a scanso di equivoci potremo indicare con è per modo che si abbiano 


le due f(2,y,09)=0 di + 5 = 0 nella seconda delle quali in — n DI 


° dx dx” dY 
intende pure che ad y' sia Mt b, anche queste equazioni definiranno 
ordinariamente una curva B (£ i cui punti (x,y) potranno determinarsi per 


d 


y = 0, ein esse considerandovi la y come un parametro variabile 


* Per essere sicuri che la curva B esiste, per la solita teoria delle funzioni 
implicite basterà assicurarsi che si ha un sistema di valori x; Yo: 00 di 7,yY,2 che 
soddisfano le due equazioni 


°f 


9 
f@,y,0)=0, S1+Sib-o0, 


e che per questi valori xv), 0,0, di x,7,0 lo Iacobiano corrispondente 


9f 9f 
du dYy 
Cali GTA of Sb 


dx? Da: dx dy on dx x dY suo, 


che per la seconda delle stesse equazioni si riduce a espressione 


Al I 
dY 


sia diverso da zero. Questo esclude il caso che sulla curva /(x,%,2)=0 che cor- 
risponde a b=d,, il punto (x,, Yo) Sia un punto d’inflessione. 
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ogni valore di è per mezzo di due equazioni della forma a=<% (0), y=%(0) 
che risulteranno dalle precedenti; ma questa curva bene spesso non coin- 
ciderà nè in tutto nò in parte colla curva A sopra indicata. 

414.— Quando però queste curve A e B verranno ad avere una parte 
(finita) comune che indicheremo con (A B) e è punti comuni delle due 
curve corrisponderanno agli stessi valori di a e b, allora per tutti i punti 
della parte comune (A B) considerata come curva A avremo le due equa- 


zioni f(r,y,a)=0 e sh = 0, le quali per la y' corrispondente alla stessa 


da 
Ofertonea 


curva A daranno — += y' = 0; e per gli stessi punti della stessa curva (A B) 


one df | 


considerata come curva B avremo anche l’altra > # SIRO = Se (perchè ora 


b= a); quindi se si esclude il caso che sia o_ =0 si deduce subito che pei 
punti di (A B) dovremo avere y = a, ciò che porta che per ogni punto della 
curva (AB) avremo sempre f(x, y,y)=0, cioè la curva stessa corrisponderà 


a un integrale, che sarà ordinariamente un integrale singolare, della nostra 


equazione; e ciò purchè, come abbiamo detto, non si abbia Ri I (e quindi 
anche, se a e d sono finiti, hl —- 0), nel qual caso il tratto (AB) potrà non 


corrispondere a un integrale e occorrerà fare un esame speciale a parte per 
decidere la questione. 

415.— Considerando invece un punto p (@, y) della curva A che non ap- 
partenga anche alla curva B e pel quale a abbia il valore (finito) a, osserviamo 


che in questo punto p mentre avremo le due equazioni f(€x,y,a)=0 Ip di E 


di 


non avremo anche - SA tira va = 0 perchè altrimenti il punto stesso p ap- 


parterrebbe anche i curva B. 
E siccome per le curve integrali dovremo avere sempre la equazione 
f(2,y,y)= 0 con y' derivata di y rispetto ad «x e quindi 


Uta 


dx Jatta 


yo=0% 


se ne deduce che per quell’integrale che passa pel punto p e al quale corri- 


df 


sponde pel punto stesso il valore @ di y° il prodotto x y' non potrà essere 


fa do, 
zero non essendo zero la espressione 35 3° y (che per essere a = y' non è 
y 
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9 
altro che P. RARI ca a), e quindi essendo = 2 = 0 dovrà per lo stesso integrale 


dY dy 
essere di necessità y"= o, cioè il punto p su questo integrale, almeno ordi- 
nariamente, dovrà essere un punto di regresso; talchè, a parte la conside- 


CA AO 
SUSE = 0 si avesse anche gr SÌ può 


dire che la curva A in tutti quei tratti che non ha comuni colla curva B sarà 
luogo di punti pei quali y"=% sui rami corrispondenti degli integrali cioè, 
almeno ordinariamente, sarà luogo dei punti di regresso di questi integrali ©). 


razione dei punti pei quali insieme @ 


(# Nelle curve integrali 9 (x,y,C)=0 a causa delle equazioni 


dodo, % hai 


alle quali la loro ARUPE IRE dà luogo, l’ essere y"=% con y' finito porta che sia 
LI e quindi man 5 20° e ciò è ben naturale trattandosi di punti singolari 
della curva. 


E si può anche osservare in generale che partendo dalle curve integrali 
©(2,Y,C)=0 per le quali differenziando si ha 55+50 y =0, la eliminazione di C 


fra queste due equazioni porta a una equazione differenziale 0 (x, y,y)=0 che sarà 
conseguenza di quella data f(2,y,y)= 0, e la funzione 0 (x, y, y') si potrà riguar- 
dare come quella che risulta dal sostituire nella prima PAIA 0, <d Yy,C)=0, il 


valore C (2, y,y) di C che potrà intendersi tratto dalla seconda È == Dei SY y =0, cioè 
sarà 0(x2,y,y)=9(2,4,0(0,Y,9)). 
90 do 9C 


Pe) 
;, essendo in questa 2 tratto dall’altra equa- 


Ne segue che si avrà 3 


dy dC dy 


£ CO Pri p OC | de sai 
zione Sailioyo =0, la quale dà (ital oo e quindi 


do dp\? 

2C dY (E) 
dy — o Po, = d9 do dx d9° 
3200 + 9990” 3000 dy  dy90 de 


quando il denominatore non sia zero, il che appunto non sarà quando saranno sod- 
disfatte le ta della teoria delle funzioni implicite per le quali è certo che 


la equazione <* - > y'=0 definisce una funzione C(e,Y,y) di x,y,Y'; quindi 
sostituendo si 3, 
(69) 
di Si A are 1 
DE EEC To E 
de IC dYy = dYyCdx 
09 . dv 
dal che si vede che 37 Don potrà essere zero altro che quando sia 36 =0 0 quando 
9 
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of l A n) 
dj —-= 0 non sia anche pe” ZUZG dy 


non sia zero, e al tempo stesso non si presenti un’altra circostanza eccezio- 


Essa poi, almeno quando insieme a 


nalissima che qui sotto indicheremo, non sarà certamente un integrale della 


o 
nostra equazione; perchè quando si hanno le due f(x,y,@)=0 e Ri =0, de- 


3 seit 0° da da 
terminandosi a colla equazione SA =0, se non sarà I 0ivalori di—e_—, 

da da° dx dY 
per la teoria delle funzioni implicite, risulteranno certamente determinati e 


finiti, e quindi per la funzione y definita dalla equazione f(2,y,a)=0 con 


a che deve soddisfare all’altra dg, il valore corrispondente di y' verrà 


da 
determinato dalla formola di pUisa hr; ta =0 nella quale @ è la funzione di x e y 


determinata dalla di = 0; e esso sarà diverso da questa funzione a per la quale 
c 


si ha f(€,4,0)=0, perchè L L si a è diverso da zero. E così con questo 


valore di y' non si avrà f(2,y,y)= 0, e quindi y non sarà un integrale 
della nostra equazione, salvo nel caso eccezionalissimo che questa equazione 
f(€,Y,y)=0, nella quale y' sia considerata come una incognita e non come 
una derivata, per ogni punto (x,y) della curva A, oltre ad avere per y' la 
soluzione y'=@ che la soddisfa, ne abbia anche altre e una di queste sia 


od 

appunto il valore testè indicato — Fe che si ha per y dalla equazione 
dy 

grati AE y=0 nella quale a è la funzione sopra indicat 

da dYy y er a q p d. 


sia 3; =0, ocheildenominatore sia infinito ciò che nei casi attuali potrà escludersi. 


E se — come ordinariamente avverrà quando la equazione data /(2,y,y')=0 sia 
algebrica — sarà 0(2,y:y)=0(2,%,yY) f(c,Y,Y), essendo w da Y,yY) un fattore 
estraneo introdotto dalla eliminazione, allora, avendosi Ser nia SL) DA pei va- 
lori di x,y,y' che soddisfano alla equazione differenziale sarà 


dx IC dYy = dYyIC dx 


| IUARNE neo | 
dal che risulta ancora che nei punti nei quali Da —=0 dovrà essere necessariamente 


(eD JM) 
Cl-s 


do pied: do 
O) 0450 dy = 0 e quindi anche -=0 quando non è y'=% , come già trovammo. 


dx 
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ri, af _ 9° Kage 
Se poi insieme a — si avrà anche Cdl) =0, allora, poichè in tal caso 
dy' dy” ) ) 
i of i 
anche la corrispondente funzione @ definita dalla equazione È 0 potrà 
4) 


avere qualche singolarità o le derivate di a potranno divenire infinite, il luogo 
dei corrispondenti punti di regresso delle curve integrali potrà talvolta corri- 
spondere a un integrale, e per decidere la questione converrà fare un esame 
speciale a parte. 

416. — Considerando invece un punto g (x,y) della curva B che non appar- 
tenga alla curva A e pel quale quindi, se 6 è il valore (finito) corrispondente 


di è, insieme alle due f(2,y,0)=0, d 5 = 0 non si avrà anche ST 0, 

allora pel ramo dell’integrale che passa pel punto 9g e pel quale si hay =d, 
o) o o) d 

a causa della solita equazione ni LE EE ny =0, avremo anche ) ZIE 

e quindi non essendo ora da dovrà essere y"=0, cioè il punto g pel 


ramo corrispondente dell’integrale dovra essere almeno ordinariamente ‘) 
un punto d’inflessione; talchò, a parte sempre la considerazione dei punti 


pei quali fosso sl — 0 che corrispondono a valori infiniti di y° o richiede- 


(# Soltanto quando sia anche y"”=0 il punto qg potrà non essere un punto 
d’inflessione delle curve integrali, dipendendo allora la cosa dalla derivata quarta 
di y e talvolta anche dalle derivate successive. 


E poichè in seguito alla equazione 2a ay) ay RI, =0, che si ha dalla 
f(c,Y,Y)=0 con una prima derivazione, e che per y"=0 si riduce a 2 - y— 0, 
ci 
derivando ancora si trova che, nei punti g pei quali y"=0 e quindi y'= — Ea si ha 
dYy 
ae of of df (E ì l'an Sim 
nr i 
(3) — a+ jay! 


dj | dx? 
dY 

: ; CIRTREA i 

sì vede subito che, quando, come supponiamo, IV, sia diverso da zero e le varie de- 


rivate prime e seconde di Y siano finite, y" non sarà zero altro che pei punti g pei 
quali si abbia 


7) 


de nia ar ara Bene 
da? \dy} = dxdy dx dy | dyt\def 


ciò che porta che in questi casi anche sulle curve 7(x,y,0)=0 del sistema dif- 
ferenziale il punto 9g debba essere un punto d’inflessione almeno ordinariamente, 


rebbero che fosse anche 5” = 0, si può dire che i tratti della curve B che 


non siano comuni alla curva A saranno, almeno ordinariamente, il luogo dei 
punti d’inflessione dei varii rami dell’integrale. 

E il luogo di questi punti g non corrisponderà a un integrale della nostra 
equazione altro che nel caso eccezionale nel quale la seconda delle due equa- 


zioni che definiscono la curva B, cioè la equazione di i Ue- 


33 = 0 ci dia per 


db 0 00 
b (x,y) un valore tale che la sua derivata completa DE (cioè Spa Sy) sia 


zero per tutti i punti stessi 9 (x, y), perchè allora, avendosi, dalla prima equa- 


REG) Pi a 
zione f(x,y,06)=0 della curva B, 0a ay Yy+3 TR = 0, se ne dedurrà 
che per tutti i punti q (x,y) si ha SE e quindi y = sempre 

e p I q »Y dx 94” purr q ni da p 
quando con f(x, y,y)=0 non sia anche Lo. E in questo caso per la 


curva luogo dei punti q venendo ad essere y = d = cost., la curva stessa 
sarà una linea retta (). 

417.— E così ora riassumendo noi possiamo dunque affermare che le so- 
luzioni singolari di una equazione differenziale del prim’ordine f(2,Y,y)=0 
che soddisfa alle condizioni più volte indicate possono aversi, quando esi- 
stono, sia partendo dalla equazione integrale che si supponga trovata sotto 


(# Poichè dalla equazione de ui mia O si ha l’altra 


of. f. ff, f . ®f.  0f\db 
da de dy' v+(E cav + eta oa 


si vede di qui che nei punti nei quali 0001 tutto mantenendosi finito, dovrà 
da è 


Of NON 2004, > 

essere 33 |< ae 37 PR Yy + (= U +37 db=0; e poichè, avendosi y =D e non es- 
of 

of E i CRITICAE 

sendo dy =0, siha dalla prima equazione d= ani si conclude che dovrà essere 
dY 

®f(0f\ > ®f 9A ; IMC Re 

32? 5) —2 OTO sa (SI ) 0, ciò che, come nel caso di y"=0 studiato 


nella nota precedente, LE he in questi casi anche sulle curve /(2,%,0)=0 
del sistema differenziale i punti g (x,y) vengono ad essere almeno ordinariamente 
punti d’inflessione e si trovano, come già osservammo, situati tutti su una stessa 
linea retta, 


new 
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la solita forma (2,Y,C)= 0, sia partendo dalla equazione differenziale 
stessa e precisamente : 
a) Partendo dalla equazione integrale 4 (x,y, C)= 0 le dette soluzioni 


singolari risulteranno come già dicemmo: 


1.° dall’insieme delle due equazioni 0 (x,7,0)=0 e se 0 (curva invi- 


luppo delle curve integrali e (x,y, ©) = 0), nel supposto che non ne risulti anche 


si = 0, e quando non vengano a corrispondere (il che eccezionalmente potrà 


essere) a integrali particolari. 


2.° dalla equazione di = 0 senza che sia cha = 0 che corrisponderà a rette 


dY dx 
do 


parallele all’asse delle y, o dall’insieme delle due equazioni para 0 e sino, 
d 


astrazione fatta dal caso in cui HP = co o-da singolarità che potrà presentare 


la equazione differenziale data; e ciò quando si riscontri che effettivamente 
anche le soluzioni che così si abbiano corrispondano a integrali della nostra 
equazione ‘ e non siano integrali particolari. 

b) Partendo invece dalla equazione differenziale f(x,y,y)="0 le sue 


soluzioni singolari, astrazione fatta da quelle che corrispondessero a si =0, 


(# Queste seconde soluzioni singolari, quando esistono, potranno aversi in par- 
ticolare quando la equazione integrale si presenti sotto la forma «(x,y)=C, nel 
qual caso non si avranno certamente le prime. 

E così nel caso in cui la equazione differenziale sia data sotto la forma 
Mdx + N dy=0, siccome per quanto dicemmo al $ 397 (pag.571-72) se u(2,4)=C 
du 
è il suo integrale generale il rapporto dy viene ad essere un fattore integrante v 
N 
della espressione differenziale del primo membro, si può dire che nel caso di queste 
equazioni Mdx--Ndy=0, all’infuori di quelle soluzioni singolari che possono 


provenire da singolarità che presenti il valore né di y' o dalla equazione = 0 


sola o insieme all’ altra seno, le altre soluzioni singolari proverranno dalla 
equazione che si ottiene uguagliando a zero l’inversa del prodotto Nv del coef- 
ficiente di dy per un fattore integrante della espressione M dx 4 N dy, o l’inversa 
del fattore integrante senz’altro quando la equazione data sia già ridotta alla forma 
dy==P dx con P funzione di x e y; e ciò, ben s'intende, quando le funzioni y di 
x definite da tale equazione risultino effettivamente integrali della equazione data. 
A causa però della tanta indeterminazione che vi è nei fattori integranti, si com- 
prende che queste soluzioni quando esistono possono spesso comprendere o anche 
essere tutte soltanto integrali particolari. 


38 
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risulteranno dall'insieme delle due equazioni f (€,y,y) = 0 e Senti quando 
queste definiscano una curva A (che sarà l’inviluppo del sistema di curve 
f(c,y,a)=0 che sono rappresentate dalla equazione differenziale stessa con- 
siderandovi y' semplicemente, anzichè come una derivata, come un parametro 
variabile a), ma questo solo per tratti della stessa curva A, quando esistano, 


che siano comuni alla curva B rappresentata dall’ insieme delle due equa- 


9 
zioni f(a;y,y)=0 e di Ly —=0 eicui punti (di A e B) corrispon- 
dano agli stessi valori di y', e purchè in questi tratti non si venga a ca- 
9 O. s 
dere nei casì di _ 0, con -. = 0 o no, nei quali casi converrà fare sem- 


pre indagini e verificazioni speciali a parte. 

Invece la curva A nei suoi tratti non comuni alla curva B sarà luogo 
di punti di regresso o più generalmente di punti nei quali y" = 0 sui rami 
corrispondenti delle curve integrali; e la curva B nei tratti non comuni alla 
curva A sarà luogo dei punti d’inflessione o più generalmente dei punti 
pei quali y"= 0 per le curve integrali; e salvo i casi eccezionalissimi in- 
dicati in fine di ciascuno dei due paragrafi precedenti le curve A e B nei 
tratti non comuni non corrisponderanno a integrali della equazione data ; talchò 
quando queste curve A e B non abbiano tratti comuni non esisteranno integrali 
singolari, salvo il caso che si rientri nei casì eccezionalissimi ora ricordati, 
o che si abbiano soluzioni integrali corrispondenti a rette parallele all’ asse 
delle y (che darebbero” —) CON - nd ) o altre soluzioni per le quali in- 
sieme a f(x,y,y)=0 si abbiano ad un tempo le due equazioni s_ 0 e 
df 
èy 
golarità; riservandosi per tutti questi ultimi casi di fare studii e verificazioni 
speciali a parte per riconoscere se corrispondano o no a integrali della equa- 
zione data. 


= 0, o per le quali la equazione differenziale data presenti qualche sin- 


S intende poi che quando nella equazione differenziale data si prenda 
y come variabile indipendente invece di x, i casi speciali che abbiamo detto 


di dovere considerare di Ersa O) ci =0 si cambiano in quelli di Gi —Mj0O 
dY dY dx 

df 

pa 0; ecc. 


418. — A meglio schiarire i risultati che qui abbiamo esposto daremo ora 
alcuni esempii, e cercheremo le soluzioni singolari di alcune equazioni diffe- 


Li 
renziali partendo talvolta dalle curve integrali e tal altra dalla equazione 
differenziale stessa. 
VabSg? 


1.° Si abbia la equazione differenziale y + Rete 0, che dovrà essere 


Vea 

considerata nel campo relativo a x e y pel quale |[x|<1 e [y|<1 o in 

quello pel quale |[x| > 1 e |y|=1 per avere formole reali e finite e a un 
sol valore. 

Poichè la espressione dy + vid da ha il fattore integrante RARA 

VIa VI-y 

per quanto dicemmo nella nota alla pag. 599 si ha da esaminare la solu- 

zione y_=+1 che effettivamente soddisfa alla equazione come si ha da esa- 

minare anche l’altra x=+1 che corrisponde a y = e che pure soddisfa 
alla equazione data. 


E poichè per l'integrale generale si ha la equazione 


oVI-g+yVi=a°-C0=0, 


queste soluzioni x= + 1 e y= +1 sono vere e proprie soluzioni singolari. 

Posta la equazione sotto la forma (1 — x) y? — (1—y°)=0 per non 
avere in campo quantità infinite si trovano gli stessi risultati anche partendo 
daila equazione differenziale, e applicando il metodo generale che abbiamo 
dato. 


2.° Si consideri la equazione (Serret. Cours de calc. diff. et intégr. 1868 
tom. II pag. 383) 


(4) f(e,y,y)=y—-22xy —y?=0 


che rientra fra quelle di D’Alembert considerate in generale al $ 388 pag. 557. 
Pel suo integrale generale coi processi del paragrafo stesso sì trova fa- 
cilmente la equazione 


(5) p(@,y,O)=(3cy+22+0°—4(y+29=0, 


e partendo da questa si vede che per la soluzione singolare dovrebbe essere 
3xy+ 24° + C=0, e questo condurrebbe alla equazioné y+x°=0, per 
la quale la equazione data non è soddisfatta, e non corrisponderebbe quindi 
ad alcuna soluzione. 


Questo però non può recare meraviglia, perchò le equazioni ora tro- 


: ARE o ASP A) 
vate mostrano subito che si rientra nel caso in cui si hanno le due S08 


dx 
dp 


È Sa 0 che possono appunto fare sì che la soluzione non sia affatto un 
Yy 


integrale. 
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Partendo invece dalla equazione differenziale, coll’osservare che si ha 


df of of 7 
SRI UR —=—-2rax—-2 
33 29, dy L'E du x Y 
DR O solo 
Sling va YyY 


precedenti con A e B si hanno le equazioni 


lA 


si trova che per le curve indicate nei paragrafi 


A:=iy dr =0% et UA 


e non avendo queste curve parti comuni non si ha alcuna soluzione sin- 
golare. 

La linea y-+ x°= 0 per quanto dicemmo in generale deve essere luogo 
dei punti di regresso dell’integrale e la linea y= 0 deve essere luogo dei 
punti d’ inflessione, e questo risulta appunto anche dallo studio delle curve 
rappresentate dall’ integrale generale. 

La retta y=0 luogo dei punti d’inflessione viene anche dall’ integrale 
generale (5) per C— 0 per modo che corrisponde anche a un integrale 
particolare, e questo concorda con quanto dicemmo in fine del $ 416. 

3.° Si consideri la equazione (Boole. A Treatise on differential Equations 
1872 pag. 169) 


f@,y,y)=y—2Vyley —2y)=0, 


e si cerchino le sue soluzioni singolari se esistono. 

Cercando gli integrali razionali interi di questa equazione, o anche os- 
servando che essa rientra fra quelle studiate al $ 387 pag. 556, si giunge 
con tutta facilità al suo integrale generale che viene dato dalla equazione 


CA CARRO RAR PISA Sal CASI ZANE 


quindi partendo dall’integrale generale si trova che per le soluzioni singolari 
deve aversi la equazione 2 C (r— C) (re — 20) = 0, e questa dà luogo intanto 
alle soluzioni C= 0 e C= x che conducono ambedue all’integrale y = 0 che 
viene perciò a figurare ad un tempo come integrale particolare e come so- 


luzione singolare. 
4 


| Sì 


La stessa equazione poi ammette anche la soluzione C = 5 che dà.y= I 


(©?) 


e questa è una vera soluzione singolare. 
Partendo invece dalla equazione differenziale coll’osservare che si ha 


CIO aree: a, bal xy ca dfilo , 7 
3g 2 VII, Van An ONE 


e quindi 


per le equazioni delle solite curve A e B si trovano subito le due 
A=y°('‘—169)=0, B=y°(—169)=0, 


avendo lasciato da parte il caso di y=0 nella ricerca della equazione 


della curva B che avrebbe riportato a y= 0; e queste conducono ancora alle 
4 
stesse soluzioni singolari y ALA y=0, per la seconda delle quali però 


16 
3 ? ; 4 Of of 
è da osservare che sebbene ci faccia cadere nel caso di pa “Gui SÌ 
riscontra subito però che corrisponde anch’essa a un integrale della equa- 
zione data. 


4.° Sì prenda infine a considerare la equazione (Houel. Cours de Calc. in- 
finit. II.m® partie, pag. 62) 


f(@,y,9)= (ay —y°—2xy(1+y°)=0. 


Partendo da questa equazione coll’osservare che si ha 


n) 1) , , Po) , , 

I aly yy —2y(1+y), E=-2@y-)-220+79), 
ORA pagata zi  _Î, 
PE, e Ao er e 

of i | 
si trova che la dg 0 quando si escluda il caso di x —2y=0 che non 


può affatto presentarsi perchè non soddisfa alla equazione data, e si escluda 
pure quello di €=0 del quale parleremo poi, oltre a darci la formola 


ay -—y=2yy, ci dà anche l’altra y = e conduce quindi per la 


SERI 
xr-2y° 
curva A=0 alla equazione 


A=y(y_-2o)°=0. 


Osservando poi che si ha 4g =-2(14y°) (cy +y), e quindi che 


per la curva B deve essere y' = - g quando si escluda ancora il caso di 7=0, 
x% 


si trova che per la curva stessa B si ha la equazione 


B=4xy—2y(e°+y)=—2y(Yy_—-a)=0, 
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‘e quindi per parti comuni alle linee A e B si hanno le linee y=0 e y=%x 
alle quali potremo aggiungere la linea €=0 finora esclusa, perchè col pren- 
dere per variabile indipendente y invece che x si vede che essa pure dà un 
integrale della equazione. 

Ora mentre le due soluzioni x=0 e y=0 sono da considerarsi come integrali 
perchè soddisfano entrambe alla equazione data, per la soluzione y= invece, 
è da osservare che essa ci darebbe y'=1, mentre i valori di y' precedentemente 


trovati per le curve A e B sono y' Dl ia 2 6 ci danno invece y=—1 
X-2Y x 

per y=%; e d’altra parte questa soluzione y=x non soddisfa alla equa- 

zione data; quindi, avendosi così delle contradizioni, siamo da tutto questo 

avvertiti che dobbiamo ora trovarci in uno di quei casi di eccezione pei 


quali il teorema generale non può sempre applicarsi. 


E difatti, avendo riguardo ai valori dati sopra per L © si si vede che 


mentre per y=x e y=—1 tutte le equazioni f(x,y,y)==0 so 0 e 
At, fi _ pg 


FENDI ia =0 riescono soddisfatte si ha però al tempo stesso ta og su) 
e Ra al presentarsi di questi casi noi abbiamo detto in generale che 


il metodo può benissimo non corrispondere affatto. 


XXIV. 


Sulla Integrazione di alcune equazioni differenziali 
di ordine superiore 


sh na ei 


Equazioni differenziali che contengono soltanto una derivata. 


419. — Per le equazioni differenziali di ordine superiore, se si eccettua il 
caso delle equazioni lineari che sarà da noi considerato diffusamente a parte in 
seguito, non si ha alcun metodo generale d’ integrazione, non potendo dirsi che 
siano, almeno per la maggior parte dei casi, di pratica utilità per la ricerca degli 
integrali i processi che nel cap. XIX ci condussero alla dimostrazione della 
esistenza degli integrali medesimi; e quindi ciò che potremo dire ora sulla 
integrazione delle equazioni differenziali di ordine superiore sarà necessaria- 
mente limitato all’esame di alcuni casi particolari. 


i 


Il primo dei casi che considereremo è quello delle equazioni che con- 
d"y 
da” 
porto alla quale sono anche: risolute, per modo cioè che siano della forma 


tengono la variabile indipendente x e una derivata soltanto o y” rap- 


(1) go = X ) 


essendo X una funzione della sola’ x finita e atta alla integrazione nell’ in- 
tervallo nel quale verrà considerata. 

In questo caso, indicando con Yo, Y0)Y0:3Y5 i valori che nell’integrale 
generale devono prendere y e le sue prime n —1 derivate per 7=%, si 


x 
vede subito che con una prima integrazione la (1) ci dà y%— — f Xdx+yS, 
e/o 


e così la integrazione della equazione data è ridotta a quella di un altra 
della stessa forma ma di ordine n - 1. 
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Una nuova integrazione ci condurrà all’altra equazione dell’ordine n — 2 


si ij Si f Xda +yW(@- 2) + yo, 


e così continuando, con integrazioni successive si giungerà infine all’ inte- 
grale generale richiesto che risulterà della forma 


x x x 
SAC Vir (00) n (0 - %0)? 
= i (n 1) a ui 9) ser OOO De si 
Xo Lo Xo 


+Yo@-%)+%, 


dove l'integrale multiplo si compone di » integrali. 
420. — La integrazione della equazione (1) è così ridotta alle quadrature, e 


richiede » integrazioni semplici successive. E facile però di vedere che queste 
n integrazioni successive possono ridursi ad altre integrazioni semplici ed 


anche ad una sola integrazione. 
Poniamo perciò per abbreviare 


X XL X X 
franz, fridezxa, frode tirar farsdena, 
Xo Lo Xo Xa 


Colla integrazione per parti avremo 


Ahi fe parnsx,- fera cfr fexde 
Xo A Xo xo Zo 

x DR 1 X 
Xo Xo 

x x x 

e fae-or fera + fed 
o Xo Xo 
e poichè similmente si troverebbe 


Nt fo farsa feraniao fera: -fexaol. 


e in tutte queste formole i coefficienti sono quelli binomiali di (e -1),(x-1)?, 
(x—1)?,..., viene fatto naturalmente di pensare che in generale si abbia la formola 


IA i Vi Xda - (0-1), x'? FaXdex+(i-1),a*®i1x° Xda... + 
e 
LI 
+ (£- Dia fra 4 
spente 


) 


eta 
To? 
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e per dimostrare che essa sussiste effettivamente basterà fare vedere che am- 
mettendola vera per X,, essa vale anche per X,4.. 
Ora moltiplicando i due membri di questa formola per dx e poi ad ogni 
termine del secondo membro applicando una integrazione per parti, coll’os- 
x 
servare che il termine s° fra parentesi (— 1)*7! (£î— 1);_1 °-° f x'-1Xdx dà 


Lo 


CALI F 1 i 
-———; [Jx-1Xdx—-, e Ade, 
— s+1 d-s+1 
Xo %o 
(- 1) ch . cs fsxde fe a 
xo Xo 


sì vede subito che si avrà 


1 X X X x 
alt= xò pefra È intrforariiane/ arde TE ife Md 
o Xo Xo %o 


x 
—(1-da+i-%3+... + DIE Xda 
x 


0 


luogo agli altri 


pre E 


e perciò sarà come volevamo dimostrare 


Tiulsr frana 1 feraeiia "fera. safe X de 


perchè 1—d4,+d%—d%+..+èd;_=(1-1)î=0 

Cambiando dunque in questa è in n —1 o nella (3) din n, si trova su- 
bito che l'integrale generale (2) della nostra equazione differenziale (1) verrà 
espresso per 2 +1 integrali semplici mediante la formola 


0 
n (n—1) 


+ Yo + 1 e- xo) + ©) (x- a+... + an (a -M). 

Se poi si osserva che, quando nella formola (3) sotto gli integrali si cambi 
la variabile d’integrazione x in x e s’indichi allora con X, ciò che diviene 
X per questo cambiamento, potremo portare sotto ì segni integrali anche i 
fattori 2°, —(i—1),a°*7?,... che li moltiplicano, si otterrà così anche la for- 
mola seguente 


x x x x 
funi 1 i-1l ' 
(5) x,=f do fue. fran flo X,dg, 


» 


x 


"Xda + 


1 n—l N g® / gr 3 2 La n-lfo_. 
TR, feta fenariona «fece Xda—...+(-1)"(n-1),_ fe 
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e l'integrale y della equazione (1) potrà porsi sotto la forma 


(6) Varg ferziaiatizenz 


(1) 


+ I (eat (a) 
T(2) ene i z(n-1) 6 ; 


e verrà così espresso per un unico integrale semplice. 

421. — Notiamo di passaggio che le formole(3) e(5) sono formole generali 
che valgono per qualunque funzione X atta alla integrazione in qualunque 
intervallo del quale facciano parte il punto 2, e il punto x; e notiamo anche 
che la formola (6) conduce ad una nuova dimostrazione della formola di 
Taylor abbreviata per le funzioni f(x) che sono finite e continue nel tratto 
da xa x,+h insieme alle loro derivate fino a quelle dell’ordine n —1, e 
colle derivate n° finite e atte alla integrazione; col resto dato, per mezzo 
di un integrale, sotto quella forma stessa che trovammo al $ 197 (pag. 300-301). 

Osservando infatti che la funzione 


fa) fc) LE e-LE) 


è quell’integrale della equazione y! = f(x) che per £= @, si annulla insieme 
alle sue prime n—1 derivate, è certo (a causa della unicità degli integrali) 
che esso dovrà aversi anche dalla formola (6) facendovi le Y0,%Y0,Y0, + 3US? 
tutte eguali a zero e al tempo stesso X = (x), e questa porta a dire che 


"0% si 
T(n Sa Co) 


(x -..- 


si ha la formola 


x)= f(x (20) = STA x — o) FAL) RR ine. 
F(= + O aa lay 


che col cambiare x in x, + ” si muta nell’altra 


ft h= fa + PT Et 


; Lokh 
cr cafe h— og e Fis (2) da. 


che non è altro che la formola di Taylor dimostrata così per le funzioni f(@) 
che soddisfano alle condizioni poste. 


Pr 
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Il resto R,, viene qui sotto la forma d’integrale come già lo trovammo 
al ricordato $ 197, e pel primo teorema del valore medio può anche scriversi 


Lot 
sotto la forma den fee +h_-a) dx 0 LA essendo M un numero com- 
m(n- 1) | T (n) 
x 
preso fra il limite inferiore e superiore di f(x) pei valori di x fra x, e 
Xo + h; e poichè per le nostre ipotesi queste derivate esistono sempre e sono 
determinate e finite in ogni punto fra x, e x + È (gli estr. incl.), pel teorema 
del $ 43 (pag. 54-55) del Calcolo differenziale, anche M sarà il valore della. 
derivata di f(x) in un punto 2+ 9,4% fra x, e 20+% e quindi il resto R,, 


f"(20+9, A). 


0 


h" 
o) 

422. — Al caso considerato può anche aggiungersi l’altro delle equazioni 
f(€,y")=0 che non possono o non vogliono risolversi rispetto a y ma si 
risolvono rispetto ad x dandoci così € =w(y"). 

In questo caso infatti escludendo la soluzione = cost. che talvolta la 


equazione data potrebbe avere (, e ponendo y=p con che x=%(p), se 


: DER: POS A 1 dj 
si prenderà p come variabile ausiliaria basterà osservare che si ha y=p= Sr 


sì potrà porre sotto la solita forma 


per dedurne subito dy"=pdx=p%'(p)dp, e quindi 


i Y pe (p)dp+0;, 


con €, ‘costante arbitraria; e indicando con P,,_; il secondo membro, e os- 


(n_2) 


dy 
da 


servando che y"-)— se ne dedurrà dy"->=P,_1de=P,_19'(p)dp, e 


quindi 
(7) ia si P,_19(9)dp +, 
e così continuando, con » integrazioni successive giungeremo a trovare 


(8) Up) 


con C,, 0,,..., C, costanti arbitrarie; e questa insieme all’altra € = % (p) darà 
l’integrale cercato della equazione f(x, y")= 0, che potrà aversi anche sotto 
la forma f(2,4, 0; C2;...,0,)=0 quando si possa eliminare p fra le due 
equazioni r=%(p) e y=9(p,0,,02,.-30n). 


(# A questa soluzione y(=%= cost. corrisponderebbe l’ integrale 
Ke 
y=C+ CX + Coe +... 4 Cn_1x*1+ ai con Ci; C;) Ca...) Oni costanti ar- 


bitrarie. 


(9) 
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E si può notare che con successive integrazioni per parti applicate alle 
espressioni differenziali pe(p)dp, P,_10(p)dp, P,-:0(p)dp,... analoga- 
mente a quanto si fece nel $ 420, si può avere il valore (8) di y espresso 
per un unico integrale con una formola del tutto simile alla (6), cioè 


\ 


si ii nie AAA 2 le)e(n) +50 0) + 


essendo p, il valore di p o di che corrisponde al valore x, di « pel quale 
(n_1) 


cioè si ha g(p)=%, 0 f(00P)=0; e Y3Y0,Y073Y 
valori di y,y,Y",...,497® per x=% che si suppongono dati arbitrariamente. 


essendo i soliti 


Equazioni differenziali che contengono soltanto 
due derivate consecutive. 


423. — Un altro caso notevole è quello delle equazioni nelle quali figurano 
soltanto due derivate consecutive della funzione incognita y. 
Consideriamo dapprima una equazione del second’ordine 


(1) I f(Y' ,Y)=0, 


nella quale non compariscono che la derivata prima e la seconda di y e non vi 
comparisce la variabile indipendente %. 


d 
Ponendo y'=p con che y"= = P', questa equazione si ridurrà all'altra 


del prim’ ordine in p 
(2) f(p, p)=0 


che è del genere di quelle che abbiamo già studiato ai $$ 359 e seg. (pag. 524 
e seg.) e più specialmente al $ 385 (pag. 554-55), per modo che ora come 
allora converrà fermarsi sul caso in cui essa si risolve rispetto a p' e su quello 
in cui si risolve invece rispetto a p, che corrispondono ai casi nei quali la 
equazione data (1) si può risolvere o rispetto a y' o rispetto a y. 

a) Quando la (1) si risolve rispetto a y' o, il che è lo stesso, la(2) si 
risolve rispetto a p' dandoci p'= @(p) ovvero 2 g(p) essendo @(p) una 
funzione della sola p che viene dalla risoluzione della stessa (2), allora aven- 


fe 
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È d Bn T 
dosi de = È si troverà subito intanto con una sola quadratura 


e(P)° 


Sira 
(8) nf + 


essendo C una costante arbitraria, e poi osservando che la y=p ci dà 
Lap 
2(P) 


0 vnfagiae fa faf 4 


essendo C, un’altra costante arbitraria; e così in questo caso l’integrale 


dy= pda: se ne dedurrà subito con un’altra quadratura 


della equazione data (1) verrà dato dal sistema delle due equazioni (3) e 
(4) per mezzo della variabile p considerata come indipendente, e potrà aversi 
in x e y sotto la forma 4(e-C,y—-C,)=0 quando si riesca ad elimi- 
nare il p fra le stesse equazioni (3) e (4). 

Del resto se sì riescirà a risolvere la equazione (3) rispetto a p per modo 
da avere p=0(x —C), siccome dy=pdx avremo subito per l’integrale in 


Xey y=|0@-0)4:+0. 
b) Quando poi la equazione data (1) si risolva rispetto a y' o, il che è 


lo stesso, la (2) si risolva rispetto a p, per modo che, posto p'=gq 0 SpA Q, 


dx 
si abbia p=%(g), allora osservando che questa ci darà dp= v'(9) dg, e che per 
la formola e =q avremo da = Ù = O ay e quindi dy=pdx= Panta dq, 


troveremo subito le due 


(5) o— f #0 ag +0, y— fase 4-0, 


con Ce C, costanti arbitrarie, e queste ci daranno ancora l'integrale della 
(1) per mezzo della variabile ausiliaria indipendente 9g, e condurranno al- 
l’integrale fra la x e y quando da queste si riesca ad eliminare il q. 
Del resto poi se potremo risolvere la prima delle (5) rispetto a 9 in modo 
da avere g=t(x—C) e quindi p=%[t(e—C)], allora, per essere dy=p dx, 


avremo subito la formola y= fel oa+o, che darà l’integrale 


espresso per le variabili x e y. 
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S'intende che nel primo d) di questi casi si deve escludere la soluzione 
y =cost., che potrebbe talvolta soddisfare la equazione data (1), perchè al- 
lora p non sarebbe più variabile e p' e € (p) sarebbero nulle; e nel caso 
b) si esclude la soluzione y"= cost, che pure talvolta potrebbe soddisfare 
alla equazione data, perchè 9g non sarebbe più variabile. 

Questi casi y = cost. o y"= cost. darebbero naturalmente per y fun- 
zioni di primo e secondo grado respettivamente che dovrebbero soddisfare 
alla equazione data (1). 

424. — Quando poi si abbia da integrare una equazione sempre con due 
sole derivate consecutive, ma di ordine superiore al secondo f(y"7,y®=0, 
ponendo y7=p con che yo _ p', si passerà ancora ad una equa- 
zione f(p,p)=0 come la (2) che si tratterà al modo stesso, dando luogo 
ancora così ai due casi a) e d) che si ebbero poc'anzi. 

a) Così se la equazione stessa si risolverà rispetto a p' dandoci p'= (p), 
essa condurrà subito alla formola 


dA i 
0) n= ft 


e se questa equazione si potrà risolvere rispetto a p, dandoci allora 
p=0(cr — 0) 0 y"=0(e—C) ci riporterà subito al caso delle equazioni 
considerate nel $ 419, e avremo quindi l'integrale y con altre n —1 inte- 
grazioni successive che potranno ridursi ad una sola integrazione colle for- 
mole del $ 420. 

E quando invece la (6) non si voglia o non si possa risolvere rispetto 
a p, allora verremo ad essere nel caso considerato al $ 422, e così osser- 


dy"° 1 pdp o. 
vando che per essere — ye pislihat dai de 
P 7; Y p 4 P e (D) 
troverà subito y#-2 = il Dan +C,, e similmente indicando con P,,_s l’espres- 
(2) 
$ î n Da P,isdp 
sione in p del secondo membro, e osservando che dy"?=y®7?drar= =, 
(AV2) 
* y (n—3) URRCRES dp SU 
Sì troverà y"°— “or + C,, e così ripetendo lo stesso processo col 


POS 
porre Ù oi C,=P,_3,.., giungeremo infine, con n —1 successive 


integrazioni che introdurranno ciascuna una costante arbitraria, alla formola 
y=8(p,0,,0,,..., Cn), e l'integrale della equazione data risulterà dal- 
l’insieme di questa equazione e della (6) e avrà il debito numero di costanti 
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arbitrarie. E questa fonzione y potrà ottenersi anche con una sola quadra- 
tura valendosi della formola (9) del detto $ 422. 

db) E quando la solita equazione f(p,p')="0 si risolva rispetto a p 
invece che rispetto a p' e si abbia p=%(p), ponendo ancora pp=y®=q, 


pi 
con che dp=qgdx,p=%‘(9), dp=%'(9)dq e quindi di =D ay, e 


10) eg 10 Cf d(0) 9 (@) da si troverà subito 


q 
e=fAy+0 1 gen {LATO 40, 


e poi, indicando con Q,_s la espressione che figura nel secondo mem- 


LIES q' (9) 


bro di y"-"? e osservando che dy'®—=y®2de — tl dg, si troverà 


Va f dti dg +0, e così continuando, con n—1 integrazioni succes- 
sive sì giungerà ad avere per la funzione cercata y una espressione della forma 
y=t(9;C;,, Ca,...) Cn-1) che insieme al valore precedente 2-0 dq + € 


di x ci darà l’integrale della equazione data. E anche in questo caso col 
processo accennato in fine del $ 422 avremmo y con una sola integrazione. 

S’intende che qui pure si escludono le soluzioni della equazione data 
fg, y)=0 che ci dessero y®-— cost. pel. caso a) e y— cost. 
pel caso 5). 

E si comprende pure che quando le equazioni date f(y',y")=0 o 
f(y“7?,y®)==0 non possano o non vogliano risolversi nè rispetto all’una 
nò rispetto all'altra delle due derivate che vi figurano, converrà cercare altri 
artifizii per vedere di giungere a integrare le equazioni stesse. E del resto, 
anche negli stessi casi qui considerati, artifizii speciali che la pratica sug- 
gerisce possono talvolta condurre anche più sollecitamente a integrare la 
equazione data. 

425. — In certi casi potrà trattarsi anche la equazione più generale 
f(2,y*;y)=0 che oltre alle due derivate consecutive y“7! e y contiene 
anche la variabile indipendente x, perchè col porre ancora y®-!=p essa si 
traforma nell’altra f(x,p,p)=0 che rientra fra quelle studiate nel Cap. XXI, 
per le quali in parecchi casi abbiamo dato dei processi speciali d’ integrazione. 

426. — Per dare un’applicazione dei processi precedenti, proponiamoci 
di trovare la curva piana nella quale il raggio di curvatura ha un valore 
costante a. 
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SIAE il raggio di curvatura di una linea y= (x) ha per espressione 


(1 a: yP 


-—- all’infuori del segno, per la curva cercata dovremo avere la equa- 


(1) 


zione J paeniap a che rientra appunto fra quelle che ora abbiamo con- 
ESEVSE , 
siderate, e col porre y'=p dà luogo all'altra P ita CHOEpno 
1 pp i 
(L3Ri05) 
3 
2 


subito risolversi rispetto a p' e ci dà p= + 


Per le formole (3) e (4) dunque avremo subito 


snsef_&, +0, g=zaf 240, 
1+p)? A+)? 


con C e C, costanti arbitrarie, e poichè 


Bibi 

it ana Sh e poni 
e e. 

(1+ p))F VI+p?? 


(04 
y=t 
+71 +p VI+p 


e da queste eliminando p si otterrà subito la equazione (x — 0)? + y -— C,) = 


sarà 


C+ 


a 
che ci mostra che la curva richiesta è soltanto il cerchio di raggio a col 
centro in un punto qualsiasi. 

Del resto, anche senza ricorrere al processo generale, la equazione 


J = 5 che si ha nel caso attuale avremmo potuto integrarla con 
CRUZ 


un artificio molto semplice. 


Moltiplicando infatti i suoi due membri per y'dx, ne avremmo dedotto 


subito la equazione RR: . pic rt FC che colla integrazione avrebbe 
1+753 
dato ": =+ va con C, costante arbitraria; e questa avrebbe 
1495)? 
iva (y— 0) dy 
condotto all’altra y= ————_— ovvero —°_—___ =de, che è 
y- O, Viale2(g, 409? 


subito integrabile perchè in essa le variabili sono separate, e ci dà 


5 
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Va—=(y4-0P=x-0 con © altra costante arbitraria, e quindi ancora 
(2-0) + (y—0,)°= a° 

In modo simile potremmo determinare le curve nelle quali è costante 
la porzione di tangente compresa fra il punto di contatto e una retta pa- 
rallela a una direzione fissa (asse delle x) condotta pel centro di curvatura, 


% 


o è costante la porzione di questa retta compresa fra il centro di curvatura 


= 


e la tangente, perchè per queste curve quando la direzione fissa è l’asse 
delle x si hanno le respettive equazioni 
3 
2\ 12\2 
AI x 
4g UG 


con %& costante data; e queste s’integrano subito con artifizi semplicissimi 
anche senza ricorrere ai processi precedenti. 


Equazioni nelle quali figurano soltanto due derivate 
i cui ordini differiscono di due unità. 


427.— Un altro caso pure notevole di equazioni differenziali da consi- 
derarsi è quello delle equazioni nelle quali non figurano che due derivate 
i cui ordini differiscono di due unità, e si suppone che si possano risolvere 
rispetto all’una o all’altra di queste derivate. 

Incominciando anche adesso dalle equazioni di second’ordine /(Y,%y")= 0, 
consideriamo separatamente il caso nel quale la risoluzione si fà rispetto a y" 
e quello nel quale si fà rispetto a y. 

a) Quando la risoluzione della equazione data f(y,y°)=0 si fà ri- 
spetto a y” e si ha y'=©(y), allora moltiplicando per 2y/dex = 2dy si 
otterrà subito con una prima integrazione 


2 femw+o, 


essendo C una costante arbitraria. 
Da questa poi si trarrà y = 2 = V2SeY)dy+C, ovvero separando 
dy 
V2fey)dy+0 


della equazione data 


(1) 


le variabili 


= dx; e si avrà quindi subito per l’ integrale 


dy 
V2S e(y MOmzioNI 


essendo C, la seconda costante arbitraria, 


14 


39 


SRO Vea 


b) Quando poi la risoluzione della nostra equazione /(Y, YATSA sì 

fa rispetto a y per modo da avere y=%(y°), allora, posto y=p,y"=9q 0 
2 
2) ini co = Z =q, sì Vade che, cony= (9) e dy= 4'(9) dg, avremo, anche 
È d 

dy= pdx, dx -È, e con queste giungeremo alla equazione na =4' (9g) dq 
nella quale le variabili p e 9Q possono subito separarsi, per modo che si ot- 
terrà immediatamente la equazione 


pz far@u+o, o p=V2fqay@da+C, 


d ‘(g)d 
con © costante arbitraria; e ora, avendosi anche ie — edi, tro- 


veremo subito con una nuova integrazione 


] )d 
Spe A 
V2SIY@da +0 
essendo C, una nuova costante arbitraria; e l’integrale della equazione data 
f(Y,y'")=0 risulterà dall’insieme delle due equazioni 


____Y' (0 d9 
V2Sav(g) da +0 


e quando si riesca ad eliminare g fra queste equazioni si giungerà a tro- 
vare l'integrale anche in « e y sotto la forma 0(a—-C,,y,0)=0. 

S’intende bene che in questo caso in cui g deve essere presa come va- 
riabile indipendente bisogna escludere quelle soluzioni della equazione data, 
che talvolta potrebbero esserci, che rendessero y"= cost., per le quali y risul- 
terebbe una funzione di secondo grado. 

428. — E del resto è da osservare sì pel caso a) che pel caso 6) — come 
in generale per le equazioni differenziali della forma f(y,y")=0—, che quando 
sì sia potuta integrare questa equazione, rimarrà integrata anche l’altra 
f(y—-a—bx,y")=0 nella quale @ e d sono costanti determinate, perchè 
posto y=a+bx + quest’ultima equazione si riduce all’altra f(x, z")=0 


che non è che la precedente. 


(2) y=4(9), + GC 


E quando si abbia una equazione della forma f(y-a-bx—cxÈ, y)=0 
dove @,b,c sono costanti determinate, ponendo y=@+dx +cx*+% si ridurrà 
subito all’altra f(x, z"+2c)= 0 che rientra ancora nei casi qui considerati. 

429. — SAR, poi il caso delle equazioni f(y®7?, y®)= 0 d'ordine 
n superiore al secondo, osserviamo che ponendo y®-9= ; si ricade nella 


| 
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equazione testè considerata f(p,p")=0, e con procedimenti simili a quelli 
seguìti nel $ 427 si giungerà a ottenere l’integrale della equazione data con 
sole quadrature, tutte le volte che la equazione stessa si possa risolvere 
rispetto all'una o all'altra delle due derivate. 

Così per es. se la risoluzione potrà farsi rispetto a y per modo che 
sia y® = (77) o, colla introduzione della variabile p,p"=%(p), si troverà 
dapprima per mezzo della (1) 


dp 
3 = ; SA 
È : fartent 


e se questa equazione si potrà risolvere rispetto a p in modo da avere 
P=%n-e(€—C,,C), ci rimarrà da integrare la equazione y-?=%,_s(e— 0,0) 
che s’integrerà con sole quadrature col processo dei $$ 419 e seg. 

Se poi la (3) non si potrà risolvere rispetto a p, allora siccome si ha 


d . : 
IE =——=; Sl troverà integrando 


V2.Se(p )dp + C 


i a Freni 2Se(dp+ 0! 


e poi indicando con P,,_3 il secondo membro di questa formola e osservando _ 


dy9 = ye de = 


E META 
V2T(dp+0 


P, 3 dp 
(n_-4) SIRIA ESAME ma di: 
; a, 2So)dp+ 0 


e così continuando si troverà infine con n —2 quadrature successive rela- 
tive a p 


(4) DES 0 ACRI 


e do , si troverà anche 


e l’integrale della nostra equazione risulterà dall’insieme delle due equa- 
zioni (3) e (4). E anche qui la determinazione di y potrà ridursi ad una 
sola quadratura col processo accennato in fine del $ 422. 

Quando poi la equazione data f(y”7?, y®)=0 non si sappia risolvere 
nè rispetto a "7? nè rispetto a y”, allora solo con artifizii speciali si potrà 
giungere talvolta alla integrazione di questa equazione; come in ogni caso, 
anche quando i processi precedenti siano applicabili, artifizii speciali potranno 
talvolta condurre più speditamente all’integrale della equazione medesima, 
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430. — Diamo ora anche alcuni esempî semplici relativi al caso di equa- 
zioni del second’ordine come quelle testò considerate. 
1.° Vogliasi l’integrale della equazione y"= —ry, dove » è una co- 
stante qualsiasi. 
Moltiplicando i due membri di questa equazione per 2y'dx e integrando 


si troverà y°=—ny°+C con C costante arbitraria, e perciò si avrà 
1 Or: 
peer =dx, e integrando di nuovo si troverà 7+C,= —= cante / s 
V Dia ny V n O 2 
ad 


cioò x+C, = i arc sen (1 Vv 0) , ovvero y=C sen Va (c+C)), quando C 
n 


sia diverso da zero e s’intenda cambiato cl gi; es potrà anche 


C 
scrivere evidentemente 


(5) y=0,senVna +0. cosVna, 


essendo C, e C, altre costanti arbitrarie che potranno supporsi anche com- 
plesse; e i seni e coseni quando n è negativo venendo ad essere senz e coseni 


iperbolici. 
Per C=0 poi, avendosi y?=— ny è y'=+V— ny, si trova subito 
+V na ‘ : i ? 
ye=%k 3A “° con È costante arbitraria, e questo integrale viene anche 


dall’integrale precedente (5) per valori convenienti di C, e C,. 
2.° Vogliasi la curva nella quale il raggio di curvatura è proporzionale 
al cubo della lunghezza della normale. 


Ricordando che la normale a una curva ha per espressione yVI1+ UG: 


A+99 
và 


mentre il raggio di curvatura è , si vede subito che la equazione 


2 
d a 
differenziale della curva cercata è la seguente y”= + —;, essendo a una co- 
(1 
stante data che rappresenterà una lunghezza. 
Essendo dunque questa la equazione da integrarsi, basterà seguire il 


processo generale dato sopra per dedurne subito intanto 


fg i | F na? 
da VIE ) 


—, ovvero y'=— 
è) 
Ù yVa 


essendo n una costante diversa da zero ma che potrà anche essere infinita. 


Van NET che è su- 
y Fna° 


Da questa quando » è finito avremo l’altra 


Pe 
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bito integrabile e conduce alla equazione 
VaVw&rtna=x+C, ovvero ny—(c+0f=+n°0?, 


che rappresenta sempre una iperbola o una ellisse (il cerchio compreso) che 
si ridurrebbe però a una ellisse immaginaria quando con n negativo nel 
secondo membro si prendesse il segno superiore. 


Per n= poi, prendendo il segno inferiore nella equazione differenziale 
RSA ; vg 
onde avere una curva reale, avremo y TR ape Me quindi 


y=+2ax+C, talchò in questo caso la curva sarà una parabola; e così 
sì può ora affermare che le curve nelle quali il raggio di curvatura è pro- 
porzionale al cubo della lunghezza della normale sono tutte e sole le curve 


del second’ ordine. 


Alcuni casi di equazioni differenziali il cui ordine 


può essere abbassato. 


431. — Nei casì di equazioni differenziali di ordine superiore finora con- 
siderati i processi d’integrazione che abbiamo dato riportano sempre alla 
considerazione di equazioni di prim'ordine che rientrano fra quelle per le 
quali si erano già dati processi speciali d’ integrazione. 

Più generalmente si comprende come avendosi equazioni differenziali per 
le quali con qualche processo l'ordine di differenziazione possa essere ab- 
bassato, potrà darsi che si riducano così ad altre che si sanno integrare, e 
allora si integreranno anche Ie equazioni date; e noi ci fermeremo perciò 
a indicare alcuni casi di equazioni differenziali per le quali l’ordine può 
appunto essere abbassato facilmente. 

432. — I casi più comuni sono i seguenti: 

a) Le equazioni nelle quali manca la funzione incognita y, mancando 
inoltre o no alcune delle sue prime derivate successive, cioè le equazioni 
della forma 
(1) f(e,y yy) = 0 


nelle quali n =>1 e x >, possono ridursi subito ad un’altra che è del- 
l’ordine n—7, cioè inferiore di mm unità, ponendo =, perchè con 
questa trasformazione la equazione stessa si riduce subito all’ altra 


MEDIOLTIA, pio") = 0; 
e quando si riesca ad integrare questa giungendo a una equazione della forma 


p=%(1,0,0,,---,Cn-m); 1a quale corrisponderà all’altra y%)= (7,01, Ca Cnom)i 
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essendo ©, ,C3,...,Cn_m #-— costant.: arbitrarie, si otterrà poi y con semplici 
quadrature e con altre m costanti arbitrarie coi processi dei $$ 419 e seg. ©). 

b) Un secondo caso notevole di equazioni differenziali il cui ordine può 
essere abbassato è quello delle equazioni differenziali della forma 


(2) f (Y ’ y ) y' I°) y") = 0 


che non contengono la variabile indipendente x; perchè prendendo allora per 
variabile indipendente y invece di x, col sostituire quindi a y',y",%%,.. 


I 


x 3 o Ala ca” 


0 1 
respettivamente FIT Sr verremo a rientrare subito nel caso 


precedente; e allora l’ordine della equazione potrà abbassarsi almeno di una 
unità ponendo col processo tenuto nel caso precedente x'=p, o anche, come 


1 i 
talvolta converrà di fare, ponendo tato prendendo p come funzione in- 


cognita di y. Trovata poi colla integrazione questa funzione p o y' in fun- 
zione di x e y con n—1 costanti arbitrarie, si avrà y con una semplice 
quadratura che introdurrà l’altra costante arbitraria. 

c) Un terzo caso, ed è il più notevole, di equazioni differenziali il cui 
ordine può essere abbassato è quello delle equazioni che sono omogenee ri- 
spetto alla funzione incognita y e alle sue derivate, la x entrandoci in un 
modo qualsiasi. 

Presa infatti a considerare una equazione /(7,%,y',%",...,9)=0 che 


sia omogenea rispetto alle quantità Y,%",%",...,y%, introducendo una fun- 


zione incognita ausiliaria x col porre EA , avremo evidentemente 


eda 2dx eda 2da 
Es , SA 70 Ve0 i (4-2), vii (+3z2 +27)... 
È 3 Sed (î=1) talia ; . 3 
e in generale yl°= e (2° +...+a75); e quindi evidentemente sostituendo 
nella equazione data sì troverà che questa viene a contenere come fattore la 


eda 9 ] f. 
esponenziale Ji a una certa potenza, e sopprimendo questo fattore rimarrà 


una equazione differenziale 0(x,%,2,2",...,4*-)=0 dell’ordine n —1 in x. 


Integrata questa e trovata x con n —1 costanti arbitrarie, la formola 
eda « 3 
dro darà y con una sola quadratura che introdurrà 1’»” costante ar- 
9 h si * CARD n. zda, 
bitraria la quale, volendolo, potrà sempre farsi figurare a moltiplicare e 
(# Evidentemente quando con un procedimento qualsiasi si sia trovato qualche 


integrale della equazione (1), se ne avrà sempre un altro aggiungendogli un po- 
linomio di grado m—1, con coefficienti qualsiansi, co+-cX+c0x*+...4+Cm-102, 


SAN ipo) ca 


433. — Diamo ora alcuni esempii di equazioni differenziali che s’inte- 
grano facilmente abbassando il loro ordine. 
1.° Vogliasi la curva nella quale il raggio di curvatura è in ragione 
inversa dell’ascissa. 


R\ . 

i i 3 y°)z a 

La equazione differenziale della curva sarà la seguente (ty (+99? E > 

y Li 

essendo a° una costante, e siccome questa equazione rientra fra quelle della 

forma (1) si ridurrà subito al prim’ordine ponendo y'=p e prendendo p 
come funzione incognita. 


p' 2a dp o e 
Sini + —, 6 siccome in 
+)? 1+p)? 
questa equazione le variabili sono già separate, integrandola, col ricordare che 
si ha ap = Pn vw cost., troveremo subito x° + C= + I RATA P 
(Ep VITp VIFP 
C4-C 
donde p= ci TI essendo C una costante arbitraria; e ora poichè 
ARI ATA on 
=>, con una quadratura che introdurrà un’altra costante arbitraria C, 


avremo subito 
(2° + C) de 


O; 
Ta VEase(gi E ( — (2° o 


per la equazione della curva cercata. Questa curva è quella conosciuta sotto 
il nome di curva elastica perchè è secondo questa curva che si dispone una 
lamina elastica quando una sua estremità è fissa e l’altra sopporta un dato 
peso. 

In modo simile si tratterebbe il problema più generale della ricerca delle 


= 


curve nelle quali il raggio di curvatura è una data funzione dell’ascissa. 

2.° Vogliansi in secondo luogo le curve nelle quali il raggio di cur- 
vatura è proporzionale alla lunghezza della normale. 

Ricordando le espressioni del raggio di curvatura e della normale nelle 


14y° 
curve, si trova subito che la equazione del problema è la seguente i =NY, 


essendo 7 una costante diversa da zero ma che può essere positiva o ne- 


gativa. 
Essendo questa equazione della forma della (2), il suo ordine si abbasserà 
al primo prendendo come variabile indipendente y invece di x e ponendo 


se 
poi 3 =P. 


DPI GANEA 
Tae ei ovvero 


npdp _ dy cpl: ER CI AR 
Tio e quindi integrando si troverà subito log C = log (L+p°)= 


Allora la equazione trasformata diverrà la seguente 


Yy n ; Y 2 
ovvero G = (14+p)z 0 p= V (i —1, essendo C una costante arbi- 
traria. 


a 
Trovato ora il p, si passerà a integrare la equazione Do = V (35 ala 


Y\k i 
(Ori 


1 
_zdy, e si troverà quindi la formola seguente 
y\E 
+o= f (E 


equazione della curva cercata. 


ovvero da = 


i 
?dy, con ©, nuova costante arbitraria, per la 


y dy CRE 
VEL AVIO 


o y+(c+C,)?=C° che è una circonferenza di raggio arbitrario C col centro 


Supponendo n=— 1 si trova la curva x + C, = 


in un punto qualsiasi dell’asse della x; e supponendo invece n=1 si ha 


, e.questa è 


d i 
2+0,=0/7 cam al 2 sett cosh È OVVero y=cosh ETÀ 


l'equazione che dà la meccanica per la curva chiamata catenaria, secondo 
la quale si dispone un filo pesante e flessibile attaccato colle sue estremità 
a due punti fissi. 

3.° Vogliasi l'integrale della equazione di second’ordine 


MEOT PICENO: 
(3) yes di ear) 
che è omogenea in y,%y e y", e può quindi ridursi al prim’ ordine col pro- 


EA zdx 
cesso dato al caso c) del paragrafo. precedente, cioè col porre ioni 
e prendere per incognita %. 

Si giunge così alla equazione del: prim’ ordine 


GETTA 
a! 2 PE a 
a +a° +2 13: 0 
che rientra fra quelle dette di Riccati considerate al $ 375 e seg. (pag. 544 


1 
e seg.): e poichè questa ammette l’integrale x = ! col processo dello stesso 


$ 375 si trova che il suo integrale generale è 


o più semplicemente 


cot h (a+3) dlogsenh (243) 
\ x x 


Gazz, == -F#©#F@E CR ) 


x dx 


quando si muti la costante C in e-?, essendo a una nuova costante arbi- 


traria; e ora sostituendo questo valore di x nella formola pts di 


x . 


trova che l'integrale della equazione data (3) è il seguente 


(4) y=Rsenh(1+7) 


essendo 2 e 8 le due costanti arbitrarie (*). 

434. — Fra le equazioni omogenee in y e nelle sue derivate vogliamo 
fermarci in particolare sopra alcune di quelle del second’ ordine che condu- 
cono a un risultato che merita di essere segnalato. 

Si prenda a considerare la equazione del second’ ordine 


(5) y = (4:94) 


duve 0 è una funzione omogenea qualsiasi in y e y° del primo grado. 
Coll’applicare ancora il processo del caso c) del $ 432, cioè col porre 


2d: 2 x . . . . 
parole “ si. passerà all’altra equazione del prim'ordine in x 


dx 


(RES Age LEG 
(6) dae 


da, 


(# Se nella formola (4) si cambia la variabile x in « col porre xi, si ottiene 


y=fsenh(c-+4-«), e allora y viene ad essere l’integrale della equazione del se- 
cond’ordine y"—y=0; e di qui si vede che quando nella equazione data (3) si fosse 
fatto questo cambiamento di variabile, essa si sarebbe ridotta a questa ultima equa- 
zione che abbiamo già integrata al $ 430, 1.° 

Questo fa intendere come talvolta per la integrazione delle equazioni differen- 
ziali f(2,Y,%Y ,Y,...,40)=0 possa giovare di sostituire alla variabile indipendente 
x un’altra variabile v con una trasformazione adattata €x=x(v), perchè allora, valen- 
dosi delle formole date nel calcolo differenziale pel cambiamento della variabile indi- 

dy d'ydax—dyd?x 

rn) 
inye, che sarà pure dell’ordine n, ma potrà talvolta essere più facilmente inte- 
grata, come avviene appunto per la equazione (3) quando si pone come abbiamo 


pendente, la equazione data si cambia nell’altra f (e (UU), Y, 


detto x = La È 
CT) 


Questa osservazione, del resto molto ovvia, potrà giovare in molti casi per la 
integrazione delle equazioni differenziali per mezzo idel cambiamento della va- 
riabile indipendente. 
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che s’integrerà subito con una quadratura dando luogo alla formola 


da 
di frate 


con C costante arbitraria; e quindi eseguita la integrazione del primo membro, 
se si riescirà ad avere da questa equazione x espresso per x con una formola 
della forma x=4(x + C) si otterrà subito l'integrale della equazione data 
(5) per mezzo della formola 


ti pe eJvle+0) de, 


nella quale l'integrale dell’esponente introdurrà un’altra costante arbitraria 
che potrà farsi sempre figurare come un fattore ©, che moltiplichi la espo- 


nenziale. 

435. — Bene spesso però la risoluzione rispetto a x della equazione (7) 
non potrà farsi o non converrà di farla per le difficoltà e complicazioni che 
presenterà, e allora indipendentemente da tale risoluzione si può osservare 


che con un cambiamento di variabile l’integrale fi zdx potrà ridursi all’altro 
e che per la (6) potrà ia COLE e quindi 
RSI li 5 e(1,a) — 22° LETTA 


2da 
si avrà per y la formola VS 9(1,2)7#. nella quale abbiamo posto una 
costante arbitraria O, a fattore dell’esponenziale tenendo conto della circo- 
stanza già ricordata che una costante arbitraria sarà introdotta dall’ integrale 
che figura nell’esponente dell’ esponenziale e questa potrà portarsi a fattore 
dell’ esponenziale; e così noi abbiamo ora il risultato notevole che le equa- 
zioni del second’ordine della forma 


(8) y=%(4,Y), 


n 


nelle quali #(y,y) è una funzione qualsiasi omogenea in y e y° del primo 
grado, sono sempre integrabili con due quadrature mediante le formule 


z de 
dx (1,2) —2 
3 fato  y= Gela 


che daranno x e y espresse per la quantità x che potrà considerarsi come 
una variabile ausiliaria, e nelle quali C e C, saranno due costanti arbitrarie; 
e l’integrale in x e y risulterà dalla eliminazione di x fra queste due equa- 
zioni (9) quando questa eliminazione possa farsi. 
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436. — Evidentemente poi questo risultato si estende anche ad alcuni 
casi delle equazioni più generali del second’ordine f(2,Y,%,y)=0 omo- 
genee in y,Y,Y' quando la equazione, del prim’ordine in x, f(x, 1,%,2°+x)=0 
alla quale esse conducono colla solita trasformazione y= ef#42 rientra fra 
quelle considerate ai $$ 387 e seg. (pag. 556 e seg.) che colla introduzione 
di una variabile ausiliaria p dànno l'integrale per mezzo delle due equazioni 


ec=x(p,0) , a=2(2,P), 
venendo allora ad essere y= ©, Ai; \3@0) 2} a5 
Così in particolare essendo data da integrare la equazione 


UA 
Yyty 


che è della forma (5), il risultato ottenuto ci mostra per le (9) che il suo 
integrale potrà considerarsi come dato dall’insieme delle due equazioni 


2(14+2) dz 


nelle quali, coll’osservare che 


(10) y'= 


RARI RA ZEN II: cda 
1g 1-3 1-2 1—-x 1-23 
ASA) i SE a? 
[ecgore 1-3 ra 
2a i TACE Le 
VIE LEE RO E A 


IBSE Sar) 
e 14+x+2°= 5 + ( a+ 3) , le integrazioni si effettuano immediatamente, 
e quindi con calcoli facilissimi si trovano le formole seguenti 
1 14x42? 
ia ora pato 


(11) EL t 22z+1 
Ci ee 


Va — 2)(L1- 2%)3 


che dànno l’integrale della equazione data (10). 
437. — Sempre a proposito delle equazioni differenziali 


f(@, Y) Yy )***9 y") = 0 
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che sono omogenee rispetto alla funzione incognita y e alle sue derivate, è 
il caso di presentare ora anche la osservazione seguente. 

Osserviamo che se nel suo primo membro si pone per y la esponenziale 
e con a quantità costante, siccome insieme a y= e si ha y'=0ve%, 
yin e, y" = aes... y” = a"e%,.lo stesso primo membro si: ridurrà 
alla funzione f(2,1,2,0°,..., 0”) moltiplicata per una potenza della espo- 
nenziale e**, e se per y invece di e“ si sostituirà Ce essendo C una co- 
starite qualsiasi, anche questa costante elevata ad una certa potenza passerà 
a moltiplicare f(€,1,a,0°,...,0"); quindi si può evidentemente affermare 
che avendo una equazione differenziale omogenea f(x,%,%",y",...,y%)=0, se 
avverrà che la equazione f(x,1,0,0°,...,0*)=0, — che si ottiene dalla 
equazione data sostituendo a y (considerata come una derivata di ordine zero) 
e alle sue derivate le potenze di una incognita © ad un esponente uguale al- 
l’ordine di derivazione —, venga ad essere soddisfatta da alcuni valori costanti 
0,09...) di ©, le equazioni y=e%*,y=e®*,... daranno altrettanti inte- 
grali (integrali particolari o soluzioni singolari) della equazione data, e tali 
rimarranno anche quando si moltiplichino ciascuno per una costante arbi- 
traria. 

438.— In particolare se, come nel caso delle equazioni del second’ordine 
considerate nel paragrafo precedente, la equazione omogenea differenziale 
data non conterrà la x, cioè sarà della forma f(Y,y,%",...:y4%)=0, indi- 
cando con 4;,&,%3,... 1 valori di © (radici) che soddisfano alla equazione 
f(1,0,0°,...,0”)=0 (che saranno naturalmente tutti costanti), le esponen- 
ziali e%®*, e@*, e... moltiplicate ciascuna per una costante arbitraria sa- 
ranno tutte integrali particolari (o soluzioni singolari) della equazione data. 

Così ad es.: la equazione (10) del paragrafo precedente avrà i tre inte- 
grali e, e, ef essendo 1,a e 8 le tre radici della equazione binomia w°=1, 
e questi rimarranno integrali anche moltiplicandoli ciascuno per una costante 
arbitraria. 


ONE 


Equazioni differenziali d'ordine » il cui primo membro 
è Ja derivata totale esatta di un'altra funzione d'ordine n—1 


439. — Un altro caso notevolissimo di equazioni differenziali il cui ordine 
può essere sempre abbassato di una unità con sole quadrature è quello delle 
equazioni 

f(R YU Sy) =0 
nelle quali il primo membro oltre ad essere una funzione finita e continua 
delle quantità €, 4,%,%",...,9 considerate come variabili indipendenti in 
un certo campo, è la derivata totale esatta di una funzione dell’ordine n — 1 
fn (0,Y,Y ,Y',,Y"7), perchè allora si trova subito per un suo integrale 
primo la equazione 


Bi (2, Y, Us, y )***» ya) TE C, ’ 


essendo C, una costante arbitraria. 

440. — Ora la condizione necessaria e sufficiente, trovata già da Eulero, 
perchè questo avvenga si ottiene subito col processo seguente. 

Sì osservi che se si ha 


’ 7) n d ’ ” radi 
(1) {0,Y,Y 34 Ii ) = Fafar@14,Y 39 na ui 


indicando con ®, e x, due valori qualsiansi di x, e con y una funzione pure 
qualsiasi di x in un dato intervallo al quale appartengono i due punti x, e 2, 
che sia finita continua insieme alle sue derivate y',%y",...,y, integrando 
avremo la formola 


Xi 
fre UR Yi) do= fa (1, VV UOOE Ti (YI YI) 


Xo 
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dalla quale apparisce che sotto la nostra ‘ipotesi il valore dell’ integrale del 
primo membro dipende soltanto dai valori della funzione y e delle sue prime 
n—1 derivate nei punti estremi, e quindi non muterà quando questa fun- 
zione y si muti in un modo qualsiasi conservando però lo stesso valore essa 
e le sue prime n—1 derivate negli estremi. 

Indicando dunque con e una costante piccola ad arbitrio, e con x una 
funzione che fra x, e %, sia finita e continua insieme alle sue derivate 
2',%" 3 e si annulli con queste derivate fino alla (n —1)° inclusive nei 
punti estremi, l'integrale 


Xi 
fre YHK-6%,Y +e9',Y +02... Y 02) da 
Lo 

avrà lo stesso valore dell’integrale precedente. 

Ma se, come supponiamo, la funzione f oltre essere finita e continua 
ammette anche almeno le derivate parziali del prim’ordine rispetto a 
C,Y,Y,Y ,--,Y" considerate come variabili indipendenti, e queste derivate 
sono determinate e finite, per la formola di Taylor a più variabili avremo 


f(X,Y+ eX,Y + ex, Tm SAAS), de tex) =f(0,Y,YY 303Y") ar 


Pete +ra4 ein) to, 


essendo w una quantità che diviene infinitesima con e di ordine superiore 
al primo; quindi per la osservazione fatta sopra dovremo evidentemente 


avere 
af dute ue 
Sita; “tag È» i, 


qualunque sia la funzione x fra @ e x, purchè soddisfi alle condizioni in- 
dicate. 


Di qui applicando successive integrazioni per parti ai termini che con- 
tengono le derivate di x, ciò che porterà che si debba richiedere che le deri- 
vate parziali di f debbano esistere, essendo al tempo stesso finite e continue 
(o almeno integrabili), fino a quelle di ordine n+1, si ottiene la formola 


o_ È CA (a 
_l0y da De dy' ent dy® 
quindi osservando che fra x, e , (gli estr. esclusi) la funzione x può pren- 
dersi arbitrariamente e i punti x, e x, possono intendersi presi dovunque 


ado=0% 


= gg 


e vicini fra loro quanto si vuole, si conclude subito che se una funzione 
f(e,Y,Y,Y 4") d’ordine » rispetto alle derivate di y soddisfa alle con- 
dizioni indicate ed è la derivata totale di un’altra funzione dell’ordine n — 1 
qualunque sia y, essa necessariamente dovrà soddisfare identicamente alla 
condizione seguente 


© asia) tl Vie 


dalla quale apparisce intanto che per prima cosa la funzione f(2,Y,Y,%%-..4%) 
dovrà essere di primo grado rispetto alla derivata % di y di ordine più 


alto, perchè altrimenti la derivata sa conterrebbe anche y® e nell’ultimo 


termine della formola precedente verrebbe a figurare anche la derivata y” 
dell’ordine 2» che non figura negli altri termini, e quindi la equazione stessa 
non potrebbe risultare soddisfatta identicamente (). 

441.— La formola (2) che abbiamo trovato si presenta dunque come 
condizione necessaria perchè la funzione dell’ordine 7 rispetto alle derivate 
di y f(r,Y,Y,Y' ,...:Y") possa essere la derivata (totale) esatta di un’altra 
funzione f-1(2,Y,Y,%Y",--.,Y7) dell’ordine 2-1 qualunque sia la fun- 
zione y. 

Dimostreremo ora che la stessa formola (2) è anche condizione sufficiente 
perchè questo avvenga, dando al tempo stesso il processo per trovare con 
sole quadrature la funzione f,,_1(€,%,%,Y",...,4%7?) dell’ordine n — 1 che 
ne è l'integrale; e per giungere a questo premetteremo ‘le osservazioni se- 
guenti, alcune delle quali hanno anche un carattere di ordine generale (**), 

Osserviamo cioè dapprima che essendo data una funzione qualsiasi 
f(€,Y,;Y ,Y,-.,4) d’ordine n, se s'indicano con 49,41, 43,-..:0,-1% funzioni 
qualsiansi del tutto arbitrarie e che qui potremo supporre che contengano 


(# Del resto, anche coll’osservare che per la (1) dovremmo avere identicamente 


et Ofn-1 
Wir: 


Ofn-1 
dY 


Ofn1 
dYy' 


" È) AVS 
Y + ves e SEZ TUA 


LS Y YU) + y + 


si vede subito che il primo membro dovrà essere di primo grado rispetto a y) per 
potere essere la derivata esatta di una espressione differenziale 7,1 dell'ordine n—1. 

(## In queste dimostrazioni, salvo alcune modificazioni semplificative, ci atter- 
remo in sostanza ai processi dati già da JOACHIMSTAL, (Journal von Crelle, tom. XXIII- 
1846, pag. 95) e da SrorFrEU et BacH, (Journal de Liouville, 2* série, tome VII, 
année 1862, pag. 49). 
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esse pure y e le sue derivate, potremo sempre scrivere la formola seguente 


(3) fde= a dyD+ a dy® 4... + Gn-2dY' + a,_1dY + | 
+ (f- my" - ay —..—a,,Y)dx, I 


che è una semplice identità perchò dy=%y' dx, dy'=y"dx,....dy"-)= y" dx. 

442. — In questa identità, potendo scegliere le quantità @,4,,42,---3 Gn_1 
in un modo qualsiasi, noi ora prenderemo per esse quelle funzioni che ven- 
gono dalle considerazioni seguenti. 


di 


Si osservi che, avendosi per la derivata totale — di f(0,Y3Y Ye) 
af _ of (n-+1) of CA y! CA ! of 
da gy 0” sii ay ME aa dj” VSh 9” =* da 


e quindi 


fitef ih pod f 3 Tp dex +.. +f Erdesf Lyw+( «I 


applicando ai termini del secondo membro successive integrazioni per parti 
giungeremo subito con tutta facilità alla formola seguente 


Pm e HE era 
i ari O 


-f{ft- ()+() + (E Pe LJue+0 


nella quale gli apici alle parentesi stanno ad indicare derivazioni totali ri- 
spetto ad x e C indica una costante che dovrà essere scelta opportunamente; 
e noi nella (3) prenderemo le @,0,,03,...:0,-, determinate dalle formole 


Ae =) TR (3 A 


dy dy®_1) dy" ) dy 3 ni gf) 1 cy ) 
CART (RIR RITA (ES 
Pete) (a) +) - Pirata 9) i 


che possono più semplicemente scriversi sotto forma ricorrente 


Ci o AGNA maori 10 fi SFR 


= av ian 4 Oo = REA T — Gig, dg = Wi 
0 dif) dy 1) 0.978 dy 9 6) s_l19***) n_-1 î n-2) 
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e così, ponendo questi Lin di 40,01) 43;-::30n-1 nella (3) dopo averla divisa 


per de e valendosi della (4) avremo la formola seguente 
CELL) VA) acar(EL 
Mag 0 nie dy" set (Fa) ty -SISPI ta dy) (Ara Et 


SE C =f—- ay — a, yI-...— Ur Y', 


che si avrebbe subito anche dalla (4) perchè in sostanza questa non è altro 
che la (4) stessa scritta in altro modo, come del resto non poteva essere altri- 
menti perchè la (3) è una identità. 

443. — Scelte così le @,,4,, 42 ,---: Gn-1 per mezzo delle (5) o (6), e a 


queste aggiunta l’altra 


per la quale la (7) si potrà scrivere anche sotto la forma 


(9) f=YMHL a y+ ay... lia L)a+0, 


sarà facile vedere intanto che quando sia soddisfatta la condizione (2) che 
corrisponde ora ad a,=0, le quantità @,,0,,;043,...,0, e è coefficiente 
f_- ny —- ay —...— @n1Y di dx nella (3) non conterranno nessuna 
derivata di ordine superiore a n- 1. 


df 


Si osservi infatti che siccome 2, Pon contiene derivate d’ordine supe- 
y 


, 


riore alla y%, e a,="0 e quindi per la (8) dnn=5, si dedurrà subito 


intanto da questa che a,_, non potrà contenere derivate di ordine superiore 
ad n—1, altrimenti, colla derivazione, in @’,-1 verrebbero a figurare derivate 
di ordine superiore ad ». 
df 
Avendosi poi da’, == — 
p n_2 dy' 


n, anche a,» sarà al più dell’ordine n —1; e essendo poi @/,3= 


A,-, 6 il secondo membro essendo al più dell’ordine 


dy" FIT An-2, 


per la stessa ragione a,_s sarà al più dell’ordine n—1, e così continuando 
sì giungerà a trovare successivamente che tutti i primi » coefficienti della 
(3) quali vengono definiti dalle (5) o (6), quando è soddisfatta la condizione 
(2) o a,=0 saranno tutt'al più dell’ordine »—1 rispetto alle derivate di y. 
E dimostrato questo per le @, @;@,---,@n-1, basterà osservare che il termine 
che contiene y in f è appunto @y (perchè f è di primo grado in 7 


40 


ed per concludere subito che anche il coefficiente di dx nella (3) 


of 
dy" 
non contiene derivate di ordine superiore a n—1. 

444. — Si aggiunga ora la osservazione generale notevole che se 9 è una 
espressione qualsiasi. ©(1,Y,Y ,Y" 14") di ordine n che ha le derivate 
prime e seconde, e s' indicano ancora con apici le derivate totali rispetto 
ad x, st ha sempre la formola 


WES ARI PISA ARA TA 
(10) o (tal 


per tutti i valori 1,2,3,...,m di s; e insieme si ha l’altra 


dp __ (de 
(1) el 


che gi al caso di s=0; perchè avendosi con s>0 


ETA do 7 Us, | 
Pain PERDI: +59 y+È put tata E +e 
se ne deduce 
dp 9° u" SESSI y” 1) 
Oy rta )Y toy: gay Mate +gfi DrmOL, un sa» 
OVVero 
dp d (90 o (FI) (Py sala (o) A) (FA nb0L do 
Sea EP dy )/+ ay \3y9}P Tot agio \aga]Y Tetto yo 39) Tayei 


e quando si supponga invece s=0 mancherà in queste formole il termine 
sin e da queste evidentemente si hanno subito le (10) e (11). 

445. — Tenendo conto ora di questi varii risultati ci sarà facilissimo di 
dimostrare che quando le quantità 40, 41, 42, ..., 4, siano quelle definite dalle 
formole (6) e (8) e sia soddisfatta la condizione (2) o a,= 0, il secondo 
membro della formola (3) — che rappresenta fdx qualunque sia y— risulta 
un differenziale esatto rispetto alle quantità x,%,%,%",...,y considerate 
tutte come variabili indipendenti, e quindi il suo integrale si otterrà con 
sole quadrature con uno dei processi dati nel Cap. XVII. Questo integrale sarà 
quella funzione f,,_1 (€,Y,Y,%",...y!%)) di ordine » — 1 che uguagliata a una 
costante arbitraria C, darà un integrale primo /,_1(2,4,%%Y7,;...,9#7)= Gi 
della equazione /(x,Y,Y,%",...,y)=0, e rimarrà quindi così pienamente 
dimostrato quanto volevamo. | 
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Per questo incominciamo a fare vedere che sono soddisfatte tutte le con- 


Mani da da, 
dizioni Ja = gen Der tutti i valori.1,2,...,0-1 dis. 
Osserviamo che per quanto abbiamo visto, SOR la nostra ipotesi di 
a,=0, le @,0,,03,...,0,-, non contengono la yy quindi e si ha sempre 
sun 0 per tutti i valori 0,1,2,...,% dis, mentre per le (6) e (8) si ha 
d ! i < 1 
tekhe= sphad Derivando questa rispetto a y si vedrà subito che 
> 
ì off: da', def da, 99, 
Sarà g paz ay = TO , ovvero per la (10) array E) T ay» 


da, 


e quindi poichè a = — DO 


—= 0, si avrà subito intanto come vole- 


da da, 
e fer dy® Ù 

Considerando poi due coefficienti qualunque @, e a, pei quali sia ad es. 
1<i<s<n, dopo la dimostrazione che ora abbiamo fatto sarà pur fa- 

da, da, 
dy_s- nia day) 1)se 

Supponiamo perciò che questa formola, che già abbiamo testè dimostrata 
pel caso di t= 0, si sappia che sussiste per tutte le combinazioni dei coef- 
ficienti 40,01) 02) +--j@1 di dy'D, dy"-?, dy#?, ...,dy"7% che precedono 
4, con ciascuno dei coefficienti che seguono, per modo quindi che si sappia 
già in particolare che si ha per n>s=f e t=>1 


vamo 


cile di vedere che si ha sempre 


da, dae; das1  dA,-1 0As4: _ da 
ay T dyl_s— ), (m-s-1)) Gy) gi -3) j gf ay A, (m-s—2) 


l’ultima di queste formole venendo naturalmente a mancare nel caso di 
san— 1. 


Ora per essere a, = sa a'_,y derivando rispetto a y%—57 e tenendo 
conto delle (10) e (11) si vede subito che per s<n —1 sì ha 
COCO 0° f CAN da;_i 
gs DT gf gfoD ages ages 


e per s=7 — 1 sì ha invece 
FEED de ES 
dy  dy_dy CUS 
e quindi per le precedenti si ha per sZn — 1 


da, 0° f (FR ) dA sHa 


ye DT 9 yi Que na d yi” Eigi; dn) ’ 
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da, di RIPA ) 
dy Gf Vdy o) petante, 


e da queste, per essere sempre (cioè anche per s=n— 1) 4,4, = 


e pers=n—1 


df 
dre ti _—ds, 
derivando quest’ ultima formola rispetto a y#7%, e applicando la (10), si tro- 
D 
TA zi SEI quando n>s=t=l1;e così essendo già stata 
(o) 


dimostrata questa formola anche per #=0 con s=1,2,...,%—-1, evidente- 


verà sempre 


mente resta ora dimostrata in generale; e quindi, a completare le dimostra- 
zioni che occorrono per essere certi che il secondo membro della formola (3) è 
un differenziale esatto, resta solo a dimostrare che si ha anche la formola 


n—l) __ 


— Un y — —n-1Y} ) 


da, _9I(f- ay" — ay 
(12) dr = i pe s_l) 


periti ci-valoria 0 igle2= corre aLedies. 
Ora il secondo membro di questa formola può scriversi sotto la forma 


NILE 4 E dai Lenali CON, 
ds —1) dyn s=1) Y gf —1 Y sce My ali As 41 ) 


dove l’ultimo termine —@,4; che verrebbe a mancare nel caso di s=n—1 
può ammettersi che vi sia anche in questo caso perchè per le nostre ipo- 


tesi a,= 0; e poichè per s=0,1,2,..,%-—-1 si ha sempre cin gg 
da, 
= 0, e quindi 
dy q 
a da da jd si da; (n) 
HT ages ded dg ay 


da, da, 
dg ago” 
trova che la espressione precedente si riduce aÈi come appunto deve es- 
sere perchè sussista la formola (12); e così resta completamente dimostrato 
tutto quello che volevamo. 


sostituendo e tenendo conto delle formole già dimostrate 


446. — I risultati ottenuti adunque, mentre ci mostrano, come già ab- 
biamo detto, che la condizione necessaria e sufficiente perchò una funzione 
f(@,Y,Y 4,4) di ordine » rispetto alle derivate di y sia la derivata 
esatta di un altra funzione f,,_1(%,%,Y%5..-,y17”) dell’ordine x — 1 o, il che 
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viene a dire lo stesso, risulti integrabile anche lasciando indeterminata la 
funzione y, è data dalla equazione (2) cioè 


© PM 


ci mostrano anche che l’integrale f,_, si ottiene con sole quadrature coi processi 
del Cap. XVII dal secondo membro della formola (3) che è un differenziale 
esatto; e così valendoci ad es. del processo dei $$ 298-99 (pag. 446 e Seg.) e 
indicando per questo con «0, Y0,Y0,%03---,4#72 valori qualsiansi di 
C,Y,Y,Y,---,4" pei quali le funzioni @, 4, @,...,@,_; definite dalle 
(5) o (6) sono finite e continuo, potremo determinare l'integrale f,_, con 
+1 quadrature mediante la formola 


ji y(n_9) 
(14) fn = fe 0 (Co, Yor Yor MS YI) dy® D+ f (Vor Yor Yor Gy, fd) dy-9 + 


n—1) (n—2) 
0 


Yo 


y® 3) yY 
+ font Yor Yor: . Ja + HI7D ia JI )dy'I T. fe RI DÌ, y"dy + 
Yo 


(n_3) 
Do 
sfrr- yang)... Gn1Y} de +C;, 
Lo 


Yo 
nella quale all’ultimo integrale a causa della (7) o (9) potrà anche essere 


sostituito l’altro fa fg di de +C(c-) essendo C una costante che deve 


essere scelta opportunamente; e questa formola potremo averla anche sotto 
altre forme variando l’ordine dei termini del secondo membro della (3). 

Scrivendoli per es. in ordine inverso, e allora, quando sarà possibile, 
supponendo le 0, Y0,%03---3987? tutte nulle, e in ciascuno degli integrali 
corrispondenti alle variabili y,y,%"...,y7? sostituendo alle variabili suc- 
cessive d'integrazione un’altra variabile % moltiplicata pel limite superiore, 
avremo anche la formola seguente 


1 


(15) £ fa f 09,0 mar+ f fe 


+ An-3(0,YYUY" 30,30) Y +. + @(1YY 3 YI yy du+ 0, 


In 1(0,0Y0,0,....0Y+@no(0,Y,Y/ 30,04 + 


che non combina precisamente ma è szm2%/e ad altra formola dovuta a Poisson. 
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E così, prendendo ad es. con Stoffel e Bach 


(16) f= 20 +y+ 2244 +y°+yy + ey, 

con che si avrà 

OfcBna pare MEET a I e]: 
at 24Y +Y è dy y+2%y +y ) da "DAaLA dy” — 
e quindi 


a=%, ag=y—-1,a=2%y4+y,a3=0, 
basterà valersi della (14) o della (15) per trovare subito per ]’integrale di f 


3 


(17) 2° +yga+yy +y'a—y'+ cost; 
Ò 
talchè si può dire senz'altro che la equazione differenziale del terz’ordine 
20° +y + 20yy +yY° + yy + ay" =0 


ammette l’integrale primo del second’ordine 
3 
23 +yY®tyy+yx—y=cost. 


447.— La vera formola di Poisson che abbiamo ricordato sopra a pro- 
posito della (15) si ottiene nel modo seguente. 

Si osservi che col cambiare y in y essendo x una quantità indipen- 
dente da x, la solita funzione f(2,Y,%,%",..-,4%) si cambia in un’altra 
far=f (0, uy, ug suy'7... uy")che‘tornarad&esseros aperti 

Si avrà evidentemente 


sh y Gli A art a ) 


da te 5 d 

n=] Tautp= |a +i 
n 199 

0 A 
quando s’indichi con f il valore f(, 0, 0, 0, ..., 0) che prende f(2,Y,9 4...) 
facendovi y=y'=y"=...=y"=0 che si supporrà finito, e l'indice w posto 
of 3 dd 
dY Î dy' b dy" dae pa ? dy 
dopo fatte le derivazioni si pongono wy,wy' ,uy",...,%y® al posto di 


, UL) 
YIY Yi. 
Integrando ora rispetto ad x, e nel secondo membro invertendo le in- 


alla parentesi sotto l’integrale stia ad indicare che in 


tegrazioni, si troverà 


) 


a RAT 9f | 
frete= f 10000,.,0100+ fu f|Lo+L, + fhv o +3 Lf de 


dl 


(18) fiuto = ff1000,.. Ode + f 
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e ora facendo nell’ultimo integrale successive integrazioni per parti come 
le facemmo al $ 442 per giungere alla formola (4), otterremo la formola ge- 


nerale seguente 


(17 


essendo le 4), 41, d2,..::4n-1,4, CIÒ che divengono le solite 40,01, 423:+-30n-131::3n 
date dalle formole (6) e (8) quando vi si pongano uy, uy', uy',..., uy® al 
posto di y,%,%",...,9%; e questa formola vale per qualunque funzione 
f(@,Y,Y,Y,...:y") che sia d’ordine » rispetto alle derivate della funzione 
yipurchè*si”mantenga finita per 'y —gi=y"=— ay 0% 

Supponendo ora che per la stessa funzione f sia soddisfatta la condizione 
di integrabilità (2) o a,=0, e facendo w=1 nel limite superiore dell’ inte- 
grale relativo ad «, la formola trovata (18) darà subito luogo alla seguente 


i 
(19) fn "fre 0,0,0,...,0)dx #f TSE AYA +t An du, 
0 


dove le @,4,, 4a ,..., 4,1 hanno il significato indicato testè; e questa è la 


formola di Poisson dl volevamo dimostrare. 

448. — Aggiungiamo che per integrare la espressione data di ordine n 
f(£,Y,Y,Y',.3Y)dx dopo di averla posta sotto la forma (3) e nella quale le 
4,4, 43,...,2, sono determinate dalle (6) e @,, = 0, invece di seguire, come ab- 
biamo fatto sopra al $ 446, il processo dei $$ 298-99 (pag. 446 e seg.) possiamo 
seguirne anche un altro che ora esporremo, e che in sostanza non è che quello 
del $ 296 (pag. 442 e seg.). E allora se non avremo in precedenza riscontrato 
che è soddisfatta la condizione d’integrabilità (2) o a,=0, saremo avvertiti 
durante il processo stesso se la stessa espressione /dx è integrabile o no nel 
solito senso (cioè con y indeterminata), perchè a un qualche punto il processo 
verrà di suo inapplicabile; mentre se il processo potrà portarsi in fondo, la 
espressione medesima fdx sarà integrabile, e l’integrale sarà determinato per- 
fettamente colle n+1 quadrature successive che allora saranno state fatte. 

Osserviamo perciò, per quanto dicemmo in fine del $ 440 e anche in 
nota, che onde la espressione fdx sia integrabile bisognerà che in f il 
termine che contiene 7° sia della forma @,y, dove a, non contiene y; e 
se questo non avverrà l’integrale non potrà esserci, e il processo d’inte- 
grazione potrà abbandonarsi senz'altro. 

Invece se la condizione indicata risulterà soddisfatta, allora, se si deter- 


minerà l’integrale } a,dy"% che indicheremo con %,_, e che sarà dell’or- 


dy D+ day... dn 2Y + dn1Y + fusa 


du, 
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dine #-1 rispetto alle derivate di y, la parte della derivata totale &,_1 


nl (n) pes S 
ga Y, C106 sara 


appunto quella 4, che figura in /(2,4,%,...,Y); e quindi evidentemente, 
perchè f(2,7,%',...,y) sia integrabile basterà che lo sia la differenza f-W,1 


rispetto ad x di questo integrale che conterrà y" sarà 


che sarà una funzione dell’ordine x — 1 rispetto alle derivate di y. 

Ridotta ora la questione alla considerazione di una funzione f—%',_1 del- 
l'ordine 72—1, si osserverà come precedentemente che in essa, se dovrà 
essere integrabile, il termine che contiene 7 dovrà essere della forma 
boy"? dove è, non contiene y"7®; e se questo non avverrà la differenza stessa 
non potrà essere integrabile e sarà inutile continuare questo processo d’ in- 
tegrazione; mentre nel caso contrario determinando un secondo integrale 


body"? e indicandolo con %, _s, la parte della sua derivata totale %',_s che 


conterrà 7% sarà precisamente by”, e quindi perchè la nostra funzione 
{(2,Y:Y',---Y!) sia integrabile basterà allora che lo sia l’altra f-#",-1--MWn-s 
che sarà dell’ordine 2-2 rispetto alle derivate di y. 

Per le stesse considerazioni dunque, onde questa funzione sia integrabile 
bisognerà che in essa il termine che contiene 77? sia della forma 6yl7?, 
essendo c, indipendente da "5, e se questo avverrà il processo d’integra- 


zione potrà continuarsi, e allora determinando l’integrale { e,dy"7? e indi 


candolo con %, si passerà alla funzione f—/1=W,2-n-3 che dovrà 
essere integrabile perchò possa esserlo /, e sarà dell’ ordine n —3; mentre 
se il termine che contiene y72 in f—W,_1—W#,-s non sarà della forma 
indicata ey!7®, la funzione data f non sarà integrabile e il processo potrà 
ancora abbandonarsi senz’ altro. 

Così continuando dunque, si vede chiaramente che se le condizioni che 
successivamente si trovano risulteranno soddisfatte, giungeremo infine a tro- 
vare una differenza f- 7,1 Wu, — +, che sarà una funzione X della 


sola x, e allora avremo senz'altro | fdx=k,_1+kne+t..+kot |] Xdxe+C, 


e l’integrale cercato risulterà determinato colle n+1 quadrature che avremo 
fatto; mentre se a un certo punto le condizioni successivamente indicate non 
si troveranno più soddisfatte la funzione f non sarà integrabile e il processo 
dovrà abbandonarsi senz’ altro. 

Applicando il processo che ora abbiamo dato alla funzione (16) si ri- 


DS 


trova subito che un suo integrale primo è quello (17) che già trovammo. 
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449. —I risultati ottenuti che, come già dicemmo al $ 440, sono dovuti 
ad Eulero che li trovò però con altri processi, portano a generalizzare le 
considerazioni del Cap. XXII colla introduzione nell’analisi di una funzione, 
che dicesi il Moltiplicatore di Eulero, mediante la quale — in quei casi nei 
quali si riesce a trovarla —, una funzione qualsiasi f(2,%,%%",,...,4®) di 
ordine », con una semplice moltiplicazione viene ad essere la derivata to- 
tale esatta di una funzione dell’ordine »— 1, e si rende quindi possibile di 
eseguire con sole quadrature una prima integrazione sulla equazione diffe- 
renziale f(r,y,%,4",...,4%)=0, restando qualunque la funzione y di x. 

Sì osservi infatti che se questa funzione f(2,Y,%',%",...,y) non è già una 
derivata totale di x perchè per essa non risulta soddisfatta la condizione (2), 
moltiplicandola per un fattore M che sia funzione di tutte o di alcune delle 
quantità «,%Y,%,%",...,y%, essa si cambierà nel prodotto Mf pel quale la 
equazione (2) diventerà la seguente 


che sarà una equazione a derivate parziali in M dell’ordine + al più, con 
n+2 variabili <,Y,Y,%,...:Y e sarà lineare rispetto ad M e alle sue derivate 
parziali; e per ogni soluzione M di questa equazione il prodotto Mf verrà 
ad essere la derivata totale di una funzione dell’ordine n —1 rispetto alle 
derivate di y, e per la equazione Mf=0 sarà possibile una prima integra- 
zione con sole quadrature. 

La determinazione però di questo moltiplicatore — del quale Jacobi estese 
poi la considerazione anche a sistemi di equazioni —, meno casi particolari, fra 
i quali sono da citarsi quelli di alcune equazioni di secondo e di terz’ ordine 
che furono considerate da Eulero e delle equazioni lineari di ordine n con- 
siderate da Lagrange, è complicatissima. E noi non ci fermeremo su questi 
studii, rimandando per essi alle Memorie di Jacobi nei vol. 23, 27 e 29 del 
Journal von A. Crelle, e al vol. 4.° delle opere dello stesso Jacobi. 

Solo osserveremo che, mentre la equazione (20), per essere una equazione 
a derivate parziali, darà luogo a infinite soluzioni e quindi a infiniti molti- 
plicatori, quando però si abbia in mira soltanto il problema di rendere una 
derivata esatta il primo membro di una equazione differenziale basterà riu- 
scire a conoscerne uno. 

Data quindi una equazione differenziale f(2,Y,Y,4",...,4)=0 di ordine x, 
sarà naturale di cercare dapprima se vi siano moltiplicatori semplici che ab- 
biano proprietà particolari, come ad esempio moltiplicatori che contengano una 
sola delle quantità €, %,%,%",...,4" considerate come variabili indipendenti. 
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Allora la ricerca di uno di questi moltiplicatori speciali si ridurrà a tro- 
vare un integrale, anche soltanto particolare, della equazione alla quale si 
ridurrà la equazione (20) col supporvi che M debba contenere quella sola varia- 
bile che si vorrà che ancora vi sia; la quale equazione, sebbene nei suoi coeffi- 
cienti possa continuare a contenere anche altre fra le variabili 2,Y,%,%",...,4%, 
dovrà essere tale da potere ammettere un integrale che contenga soltanto 
quella variabile, e così naturalmente un tale moltiplicatore M non potrà es- 
servi altro che quando la funzione f(2,Y,%,%",.--:9) soddisfi a condizioni 
speciali per le quali la equazione (20), a calcoli fatti, o si riduca a una vera 
e propria equazione differenziale ordinaria che contenga cioè soltanto M e 
le sue derivate (ordinarie) e quella fra le variabili 7,4,%,%%,....9 della 
quale il moltiplicatore cercato M dovrebbe essere funzione, o almeno sia una 
equazione che, se dovrà ancora essere considerata come una equazione a 
derivate parziali perchè conterrà più variabili nei suoi coeficienti, soddisfi però 
ancora a condizioni tali da potere essere soddisfatta almeno da un valore di 
M che contenga soltanto quella variabile che in M si vuole che figuri. 

Queste condizioni si troveranno facilmente scrivendo prima le equazioni 
che risultano dall’uguagliare a zero le derivate parziali del primo membro 
della equazione alla quale si sarà ridotta la equazione (20), prese queste de- 
rivate rispetto alle varie variabili €, 4, %%",.-.:4 eccetto quella della quale 
si vorrà che M possa restare funzione, e poi esprimendo che queste varie 
equazioni devono coesistere. È in quei casi particolari nei quali le condizioni 
che così sì trovano risulteranno soddisfatte, il moltiplicatore cercato M verrà 
in fine a dipendere dalla integrazione di una equazione differenziale ordi- 
naria che sarà già o potrà ridursi a una equazione di un ordine inferiore 
a quello della equazione (20), e quindi dell’ordine 7 al più; salvo poi a ve- 
rificare che l’ integrale che si sceglierà soddisfi anche a questa equazione (20). 

Indipendentemente poi da questo, s'intende che per equazioni particolari 
la semplice ispezione della equazione data o considerazioni speciali potranno 
fare conoscere subito un moltiplicatore adattato. 

Così ad esempio avendosi la equazione del second’ordine 


(21) Y +p(2)y +4(Y)y®°=0, 


rd 


si vede subito che un moltiplicatore adattato del suo primo membro è +, 


D 


perchè moltiplicando per 7 il suo primo membro, questo diventa subito la 


derivata esatta della funzione logy' + Ni p(e) de + i d(y)dy; e si ha quindi 


A 
4 
a 


022) fde=ady"+a,dy"?+...+0,4Y +0,Ydx+(f_a,y—ay®7! 


(23) 
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per l'integrale della stessa equazione 


logy + fi e(x) de + fi L(y)dy=cost., ovvero dy= Cel ed Sum d 


essendo C una costante arbitraria, per modo che con una nuova integrazione, 
indicando con C, un’altra costante, si trova subito la equazione 


f ev(4) dy dy = C ui (a) de de +0, 


per l'integrale della equazione data (21). 

450. — Sulle funzioni o equazioni differenziali d’ordine » presenteremo 
ora anche alcune altre considerazioni generali che si basano specialmente 
su una osservazione che facemmo al $ 441, quella cioè che si ha sempre 
la identità (3) nella quale le funzioni @,,0,,4,...,@,_1 possono prendersi 
arbitrariamente salvo ad essere finite e continue e finchè occorre anche deri- 
vabili; e questo ora senza supporre nulla intorno alla integrabilità della fun- 
zione data f(2,Y,Y ,Y",-..,4") o all’essere o no soddisfatta la condizione (2). 

Per quella osservazione, aggiungendo sempre alle quantità @,,0,,42,..+ Gn -1 
anche l’altra a, e scrivendo la (3) stessa sotto la forma 


noi invece di prendere le quantità stesse come definite dalle formule (6) e 
(8) come abbiamo fatto nei paragrafi precedenti, potremo prenderle come de- 
finite anche da altre formole. 

Ponendo ad es. con Joachimstal (mem, cit. al $ 441) la funzione data f 
sotto la forma f=p+9y", limitatamente al caso in cui pe q sono funzioni di 


ordine #»—1 al più, per modo che si abbia ay 1 introduciamo collo 
0] 


stesso Joachimstal le funzioni seguenti 


Ca 
ge dy ) 
dea dp dg dg / dq LL) dg (n—-1) _ Op , dq (n) 
DE yo da ay) dy Co ye — gg 1 Faye me ii 
SI ORI O IAN PERO dd. n-y__9P OM; (n) 
a = dy_?) 2% dx ni dYy Y voy dy "usa dy> Fo; dj" 15 I di + gyed Yy , 
Op ri BT In, CIO e IA 09: 


BE E i Sp Ii per) ARMANI ( 
Us 07 An=3c de dY Y dy' Y sa gyn3I dy_3 3) - q? i Oy 


La dp Ogni dna Bali Ùdn-1 " ddr (#=1) dp I Ùdn_1 
E dY 9% dy (Pmi d) (Eee gyn89 3; dy 13 QInit3 ye 


—...-Un1Y—d,y)de, 


(24) fde=qdy"+qdy"?+..+@n2dY+QnYde+(f-qy_qy 
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che si determinano tutte successivamente, colla derivazione ciascuna dalla 
precedente, e che per quanto apparisce dalle loro prime espressioni saranno ‘ 
tutte dell’ordine n—1 al più (© 

Potremo prendere queste funzioni 9,91}92,---+4n-13In per le 04,01:4g,1) 
An-1,4,, Scrivendo quindi la precedente sotto la forma 


e specialmente per alcuni studii, come ad esempio per le considerazioni che 
faremo nei paragrafi seguenti, potrà talvolta essere utile di partire da questa 
o da altre formole simili. 

451. — Però, posto fd sotto questa o sotto altra forma, se anche la 
funzione f sarà integrabile i primi » termini della sua espressione non co- 
stituiranno un differenziale esatto rispetto alle variabili yy! ,...14 3% 
(considerate come indipendenti) altro che quando i BOT di dif», 
dyl"7? ,...,.dy , dy saranno quelli 40, 4, 43,...: Gn_2, ni dei paragrafi precedenti 
definiti dalle formole (6), perchè essi devono essere (come appunto sono 
questi) precisamente uguali alle derivate dell’ integrale rispetto alle varta- 
bili yy? ,...:Y ,Y; e quindi fuori dei casi in cui fdx sia posto sotto 
la indicata forma dei paragrafi precedenti, la integrazione, quando sia possibile, 
non potrà farsi coi processi del Cap. XVII, ma dovrà farsi con altri processi. 

Ma osservando che, per essere f=p+ 9gy”, se si aggiungono e tolgono re- 


dq dd: n 91 
> ages V” ay 9 9dYy 


delle formole (22) a partire dalla seconda, si ottengono le altre 


spettivamente sar È y negli ultimi membri 


LR sa 
Lara si di 
datlea sia IROOSE (a — 5 y", 
(25) \qa, = a a (it sa y, 
\net i+), 


(# Abbiamo supposto senz’altro f=p+gy con pe g funzioni di ordine n — 1 
al più, perchè questo in particolare deve essere sempre quando si vuole che f sia 
integrabile qualunque sia y nel solito senso, e noi facciamo questi studii avendo 
appunto in mira di applicarli specialmente a questo caso. 


Ir YTIny)AL; 
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si vede subito che delle funzioni 9,91,92}93;---4n introdotte da Joachimstal le 
Qo e 9, combinano in ogni caso colle @ e a, dei paragrafi precedenti, mentre 
le altre combinano colle seguenti @,,03,...,0,-2 @ 4, soltanto quando la fun- 
zione data f sia tale, che per le dette funzioni risultino soddisfatte le condizioni 


RT AI IDE OSCI BROE Ale). 


dy (n-1) dy ©?) ) dy © Lr dy (#3 DIRO, dy 


dy ) dy 1) eri dy ) 


come appunto doveva essere perchè i primi » termini del secondo membro 
della (24) potessero essere come allora sono un differenziale esatto rispetto 
alle quantità y#7, y"-? ,...,9,y considerate come altrettante variabili indi- 
pendenti. 

E quando insieme a queste condizioni (26) risulti soddisfatta anche l’altra 
Qn=0, allora, poichè questa corrisponderà alla a,==0 cioè alla condizione 
(2), la funzione data f sarà integrabile; e questa osservazione fatta da Joa- 
chimstal nella memoria citata, in alcuni casi potrà portare, più facilmente 
di quello che si faccia coll’esame della condizione (2), ad assicurarci della 
integrabilità della funzione data f, venendo allora a risultare questa inte- 
grabilità dalla determinazione successiva delle funzioni 9,9139233 Qn1 In 
e di quelle fra le loro derivate prime che figurano nelle formole (26) e dal- 
l’esaminare successivamente se risultino soddisfatte le condizioni stesse (26) 
e in fine anche l’altra g,=0. 

Però non si potrà dire inversamente che quando queste n+1 funzioni 
QD) de 3: In -1) An Don soddisfano alle condizioni (26) e alla. q,=0 la fun- 
zione data f non sarà integrabile, potendo benissimo darsi in molti casi che, 
pure non essendo soddisfatte tutte queste condizioni per le 49,91, 923--:4n-1:4#, 
sia però soddisfatta la condizione (2). 

452. — A queste osservazioni Joachimstal ne ha aggiunta un’altra, quella 
cioè che quando sono soddisfatte le condizioni (26) e si ha anche g,= 0, — ciò 
che porta, come abbiamo detto, che la funzione data f sia integrabile e che la |. 
espressione qdy® D+ q,dy"7? +... + Qn-edy + Qn-1dy sia il differenziale 
esatto di una funzione W rispetto alle quantità y#®,y7®,...,y',y conside- 


3 Ò x 
rate come variabili indipendenti —, allora la differenza f— = che potrà su- 


bito determinarsi risulterà una funzione X della sola x, e si avrà quindi con 


una sola quadratura sÉ fdea =W + J Xda L C; e di questa particolarità, che 


Joachimstal indica come un mezzo per determinare l’ integrale hi fda, Egli 


ne dà una dimostrazione speciale. 
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Su tale dimostrazione però non è il caso di fermarsi, perchè quella par- 


n 


ticolarità è conseguenza immediata di una proprietà di tutte le espressioni 
differenziali esatte ( e vale quindi tutte le volte che f è integrabile e fdx 
è posto sotto la forma (3) nella quale @,,@,@;..,@,-1 hanno i valori 
dati dalle (6). 

453. — In principio del paragrafo 451 abbiamo incidentalmente osservato 
che le 4,4), 43,-..:0n_2 dn, definite dalle formole (6), quando è soddisfatta 
la condizione (2) o a,="0, sono necessariamente le derivate rispetto a 
ya Di yin, yi. ...,Y,y della funzione fn CANON RA it 
luogo a un RISSSIE PINO OVE ralo della equazione 
data f(d, 84/4 yy) 0 ECIODEsI ha 


fn fn fn Ofn-a fn 
(27) Ao = fot , a, = fera , 0, = 3fora 3***) Ang = 9 , Un) dy di 


In seguito a questa osservazione, se si applicano alla nuova funzione fi,_1 
di ordine n —1 i risultati ottenuti per la f si potrà dire evidentemente che 
onde questa nuova funzione sia alla sua volta la derivata esatta di un’altra 
funzione fn-e(0,Y,Y,%Y",..,yY"7), per modo quindi che si abbia subito anche 1 
un integrale del second’ ordine /,_3= C,Xx + ©. della equazione data f=0, 


(# La indicata particolarità si riscontra subito per tutte le espressioni ‘ 
X, dx, + X dx, +...4+ Xn-1dx%n-14 Xn dan 


che sono differenziali esatte di una funzione « delle variabili @,,%3,..., Cn-1) Xn 
considerate come variabili indipendenti, perchè quando sia trovata la funzione % 
che sia iniegrale della parte X, dx, + X, de, +... Xn-1dxn-1 avremo u=%-+0, es- 
sendo 0 una funzione da determinarsi; e poichè sarà 


eli) 0 , eli) eli) 
du= do + PA E aiachI area -— EI dXn-1 A» 3a Pen 
e al tempo stesso 


du=X,dx,4-X3dx,-|-...4+-Xn-1dxn-14 Xndoen e de=X,de,+Xsdx,+.. ie. rdan+ nino 


se ne trarrà la formola 


SERA DE 20 20 Î 

| n— pi )don= 2 d + rd Lo +. Sira lia» 0 ì 

4 

eli) eli) 00 do 0 "FASE ; 

che ci darà subito Frara "fa Core =0, e X,_- tosta 3,) e quindi tanto la 
funzione 0 che l’altra X, i verranno ad essere funzioni della sola variabile i 
n i, 

rimasta x , e per 0 avremo o f( Xn bo den + C. 


(29) 
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bisognerà che risulti soddisfatta la condizione 
(28) An "o Aia co + LEO CERO + (— Deo a) 22531) 


che corrisponderà ora alla condizione (2) applicata alla funzione fn_,. 

E pei processi precedenti quando questa condizione (28) risulti soddi- 
sfatta, la nuova funzione integrale fn-2(%7,Y,Y,%",...,4"7) si otterrà con 
sole quadrature dalla formola identica 


fa-1d0= body"? +6, dy"L body"... 4 Dn_30Y4- (fan Doy®T— by? — 
— bay? — ..— bn2Y)dx 


nella quale i coefficienti a causa delle (27) si determineranno successiva- 
mente colle formole 


(30) bi=="005 b=a,—do, b=0,—D', 31**9 db, — AED 3e0*9 bui == dro 


che corrispondono alle (6) e alle quali potrà aggiungersi l’altra d,_1=@n_e—dn_1 
corrispondente alla (8); e a causa della (28) si avrà dn_1="0, e analoga- 
mente alle (27) avremo ora le altre 


I IRR ai fs 
(31) ò, or Ayn?) ) di # Von] Ts) Dng3= dy' ° ) tima . 


Similmente in seguito a queste si potrà dire che onde anche la fis sia 
la derivata esatta di un’altra funzione fn_3(%,%Y,%Y%Y",.-.-4®7®) d'ordine 
n—3, nel qual caso la equazione data /=0 avrà anche l’integrale del terz’ordine 


2 
fg, 5 +C3€+0:, bisognerà che sia soddisfatta la condizione analoga 
alla (28) 
(32) Die ai Una + i. SRI + ( a J@ ieri bin?) == 0 $ 


e allora questa nuova funzione fn-3 Si otterrà con sole quadrature dalla 
nuova formola identica 


(33) /n-2d0 = cody" +e dy"794...4+en_3dY + (fue — CY? — cy — ... —Cn3Y) de 


nella quale i coefficienti a causa delle (31) si determineranno successiva- 
mente colle formole 


' i / } , 
(34) Co= do, = Co) Ca=0a- 13000 Co= db Ci peer Cn-g= Dig Cna 3 


alla quale potrà aggiungersi l’altra en_9=bdn-2—- Cs, e per la (32) sarà 
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Cn-9= 0, mentre avremo 


(35) Aia fs dea _ ns Peline 


= gprs ua ay VANE TA Color gu 

e così continuando, onde per la f= 0 vi sia anche un integrale del quart’ordine 
fng= 0; 2a - 077 + Cc +0, bisognerà che sia soddisfatta la condizione 
(36) Cnzg— Cn4 + Cn + (1- DI? =0, 


e allora f,,4 Si avrà con quadrature dalla formola 
(37) fog de = do dy" 9 4- d,dy" 94 d,dy"794...4+ dn_4dy + 
+ (fnug Dy3- diy'9 — day — ...—-du_y')dx, 
essendo ora 
(38) do= 6, di= di did 


con dn_g=Cng3—dnu=0, © 


o fn 

(39) de = pi» di = gp 
e così potremo continuare successivamente. 

E si può osservare che quando vengano successivamente soddisfatte le 

condizioni (28), (32), (36),..., le 0,,€:,d,,... si determineranno successiva- 

mente colle formole semplicissime che abbiamo dato (30), (34), (38),..., come 


colle (5) o (6) si determinano le 4,; e volendo si possono esprimere tutte 
i Ì Oa O RINRO 1 of 

in modo semplice anche per le derivate 3g? dY gg 0 ay della fun- 
zione primitiva f. 


Avendosi infatti per le formole citate 
of of ohi of RI PORN cha 
do 9y®) 3 = ay Sr (FA) a da= gd 2% (Fi "a Ga) ’ 


n= of I of 4 bi df Ù 2 df mm 
"reni dy® 3 dy dy(® cy geo 


' / ' 
ZONA bi==d; e DOG bi = 05 aa bi, bs = gx="b2 ol aLe 


, Ù U 
Cab) 9 GEZIA ca Co, Cos are Ci) bi =D Cn 


' ' Ù 
ot ZIA y di an do; 0" Ta di, RARI Mea 
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sì vede subito che per le a, è, c, d,... si hanno le formole seguenti 


A, = (ci a, = Co bee SU i 
dea Oy PI Oy) cy" 05) Sia ca —1) + 28 , 
BICI I LISI 9 
dg = dy®_3 \ dyn-?) —2) san ye 
of aftas Of) 9f ON LRIANI 
90 agio SA age n do (4) +3(3/0) 
df of \ feti of \" 

ds = dy 3 — 2 (Fo) + n (31) -4 (35) get. 


sa of Co gore 
2 geo AT gg — i fui Sap Na 7 DO +9(7) D) 


ca i PALLI TA LL 
87 gie — ; (Fa) ui Ga veci n o) i 
df of CONAI Ot ALA 
ve go an Aya) dee gg aa | 
9f N (esi lA 
dh = gps — Ca ) 410 9 (gg) ea) ai 


nelle quali formole a incominciare dalle seconde (cioè da quelle delle 5) i 
coefficienti numerici sono i numeri figurati degli ordini 1.° 2.° 3.°,... perchè 
sì ottengono successivamente colle note regole di formazione di questi nu- 
meri, cioè formando ogni numero di un dato ordine col sommare quello che 
lo precede nello stesso ordine, con quello corrispondente dell’ ordine prece- 
dente, e come è noto (, si ha pel numero figurato n° «,,, della serie di 
ordine 4° 
n(n+1)...(+%—1) 

IRRRSO | 


Un,nhn nu 


cioè %,, è il numero delle combinazioni con ripetizione di n» cose 4 ad A. 
Ed è notevole che i primi coefficienti @,, 00) 60,4... sono tutti uguali fra 


. 9 


loro, e il loro valore comune è —. 
Oy 


454. — Tornando ora a considerare la formola (3) o la (22) senza fare 
alcuna ipotesi intorno ai valori da prendersi per le @,@1, 42,13 Qn-13 4, 


# V. ad es. Novi, Trattato di Algebra superiore. ( Firenze Le-Monnier 1863) a 
pag. 141 e seg. 


41 


SOTA Der 


che rimarranno quindi del tutto arbitrarie salvo le solite condizioni di con- 
tinuità, derivabilità ecc., osserviamo che sopprimendo il fattore dx e aggiun- 
gendo e togliendo successivamente vari termini onde aggrupparli in modo 
da formare successive derivate totali rispetto ad x qualunque sia y, la (22) 
stessa si trasforma nell’altra che sarà pure una identità 


(41) fai Y{ (AH (7-24 AN Hanna eta (A 

+[anna'nat "not +1)" y+f—(2y+A VA... + ny +0ny)]; È 
quindi, poichè i primi n termini sono subito integrabili, se la funzione f sarà 
integrabile per essere soddisfatta la condizione (2) o (13), anche l’ultimo 
termine fra le parentesi quadre dovrà essere la derivata esatta di una fun- 
zione che potrà essere di ordine superiore a 7, pure dovendo però, a calcoli 
fatti, l’integrale del secondo membro ridursi sempre a una funzione dell’ or- 
dine n — 1. 

Così, scelte arbitrariamente le funzioni 4,41) 02,-.) @n-1,0n la ricerca 
dell’integrale di f quando sia soddisfatta la condizione (2) o (13) verrà a 
farsi indipendentemente dai processi del Cap. XVII, e si ridurrà sempre a 
quella dell’integrale della funzione 


(42) fan — nta 0+(- 1)" 08% Y +f- (009"+@1 YU... 4 An1Y+0nY) 


che sarà pure integrabile; e questa potrà spesso risultare molto complicata e 
anche essere di ordine superiore ad n, ma talvolta potrà anche essere meno 
complicata della prima f(2,%,%,...,y) e essere di ordine inferiore ad x. 

Così in particolare quando la funzione f sia data o ridotta, colla molti- 
plicazione per qualche fattore, della forma A(2,Y,Y,%",...:47)+B(2)y®, 
allora prendendo per le @,,0,,02,..-0n-1 @ @, funzioni della sola « con 
a,=B{(x), la espressione (43) risulterà dell’ordine n -1 al più rispetto alle 
derivate di y e quindi la ricerca dell’integrale della funzione data di ordine n 
sì ridurrà a quella dell’integrale di una funzione dell’ordine n—1 al più. 

455. — Ora quando questi studii si facciano per la integrazione o per 
la trasformazione di una equazione differenziale dell’ordine n 


(43) PAM CASO RISI OT IS 


per la quale sia soddisfatta o no la condizione d’integrabilità (2) o (13), 
allora indicando con x una funzione qualsiasi, e alle funzioni @9,@,,09,...,4, 
e f nella (41) sostituendo le altre x@,,@,, 2@,,...,%@, e xf e intendendo 
che per la funzione y sia preso uno degli integrali della (43), con una inte- 
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grazione della (41) stessa avremo subito l’altra 


(44) zag + |ea — (ay? + [ras (2a) + (cal y9 +... 4 
Ù 
+ lrana— (0) + (van gl'— + (- DI (Ra) y= |(Zy+T2)a de, +0, 
(94 


quando si ponga per abbreviare 


CIT Z= (a) FE (rat. + Da), 
(46) Y= a0yM+ ay + ay +... +an1Y +anY—f(0,Y YU), 


e s’intenda che nella funzione Zy + Yx sotto l’integrale, ad x sia sostituito 
%, e sia presa x, come variabile d’integrazione, e c sia una costante adat- 
tata che sarà precisamente uguale al valore del primo membro di questa 
equazione (44) per «= a, e dipenderà quindi dall’integrale y della (43) 
che considereremo e dalla funzione scelta x per la quale, volendo, potremo 
anche prendere uno dei moltiplicatori M di f che fossero stati determinati 
dalla (20). Per x poi s’intenderà preso un valore determinato qualsiasi di « 
nell'intervallo (a, 6) nel quale si supporrà che l'integrale y sia finito e con- 
tinuo e ammetta le sue prime 7 derivate, e tali siano pure nello stesso inter- 
vallo le funzioni scelte 4, 01, 43,...,0, @ % fino a quelle delle loro derivate che 
occorre di considerare. 

456. — Indicando ora con 4,,%3,%3,--+%, 2 funzioni qualsiansi di tutte o 
di alcune delle quantità x, %,%',...,97? che soddisfino alle stesse condizioni 
che abbiamo poste per la x, con più l’altra che il loro Wronskiano Q, cioè 
il determinante 


(47) e E A Re ea 


I AAA See. 
sia diverso da zero pei valori di x nell'intervallo (4, 6); e sostituendo queste 
varie funzioni al posto di x nella formola (44), conservando però sempre lo 
stesso integrale y che sarà stato scelto, e indicando con ci, cs, C3,...,Cn 
1 valori che ne risulteranno per la costante e, avremo un sistema di n equa- 
zioni che quando siano conosciuti o si considerino come conosciuti i loro 
coefficienti, saranno di primo grado rispetto ay, y®?,y® 3, ...,%,4, 


= 650° = 


e potranno quindi risolversi rispetto a queste quantità, e in particolare rispetto 
all’integrale considerato y, se il loro determinante P risulterà diverso da zero. 
Ora ponendo per brevità di scrittura e,=(—1)°, questo determinante P, cioè 


2104 Z@M+a (10) Mate a) +82 (10)... 


Za 0. Fo Ur 4 €51 (Za do) Za ds ter (da) A ea 


' ÙU : " 
%n00 nl +1 (%n0) nl 81 (Xn) +82 (£n 00)». 
scomposto in più determinanti parziali coi processi noti si riduce all’altro 
gio " (n—1 
Ri GAS, a) Ad) Res ira) eni 


zz 09 (420) (%2 0%)". (2 A)! 
Siege 3 


Zm Ao (n U%) CA a) (a i 


e questo, eseguendo le varie derivazioni e poi facendo nuove scomposizioni 
in determinanti parziali, diviene 


VR e O E sal 5 aoQ, 


- 


talchè l’essere P diverso da zero è conseguenza della condizione già posta 
che lo sia il Q e dell’altra che ora giova di porre che lo sia anche «& pei 
valori di x fra ae db. 

457. — Limitandoci quindi a considerare il valore dell’ integrale y che si 
avrà dal sistema di equazioni sopra indicate, e osservando che sul determi- 
nante che verrà a figurare nel numeratore potranno farsi le stesse scompo- 
sizioni che abbiamo fatte su P fino alla colonna penultima, si vede che avremo 

x î 
DIRE 0 DE e | (Zy +2a,Y),,dx, +0, 


ao 


X 


aL 
pat. En—1 Hg 4a tu e 00 pagani (Z2yY+%2Y)a, da, + Co b) 
Y = 
Ao (A) TO, 
TC. 


RR VANTA Lo rca 


(04 


indicando in generale con Z, ciò che diventano le Z cambiandovi x in ,, 
e così infine, osservando che senza dare luogo a confusione veruna gli in- 
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tegrali che figurano negli elementi dell’ultima colonna possono portarsi fuori 
del determinante, e indicando con Q, e Q,.x i determinanti che vengono 
da Q sostituendovi agli elementi della ultima colonna respettivamente 
Ci 3 C2y 0007 Cn (Z1Y+2%1 Y)n3 (Z0Y+%2Y)m 30003 (ZnY+%nY)a,, ciOò ponendo 


car eh ag i AZ 
DES E eng RE ON L'ARIA + (nai VAIO fa DA PI 
erica: 9 X,X TÀ à 9 
n! 14 _2 VAI —2) 
An An... 4% Cn An Ape. 74 ACI ar An Yo, 


avremo la formola notevole seguente 


(48) Y = (Q. (04 fo. ndo) 


che vale per qualunque integrale di qualunque equazione (43) quando sono 
soddisfatte le varie condizioni che successivamente abbiamo poste per le 
Ad) A 300) Any Kr) f2.300%) €ny Ma che conservano ancora una estrema arbitrarietà. 

Quando poi s’indichino con 9x,x, © dx, a, i determinanti che vengono da 
Q ponendo al posto degli elementi dell’ultima colonna respettivamente le 
quantità 21,42, ..-,%, e le Z1,Z3,...,Z, nelle quali sia sostituito x, alla 
variabile x, per modo che si avrà 


Qe, Mezzi Ya, Ja, di SP Ya, VESESE, 


la formola precedente (48) potrà anche scriversi sotto la forma 


(49) C Pico so 0+f Ya da, Vi de, sl Ya, do, xd ) 


e evidentemente quando le x,,%s,...,%, non contengano nè l'integrale y 
nè le sue derivate, e lo stesso avvenga per Q.x,», nel caso della (48) e per 
Y nel caso della (49), e in questo ultimo caso sia anche %4r,e, = 0, queste 
formola (48) o (49) determineranno completamente gli integrali della (43) 
con n costanti arbitrarie, e sarebbe anche facile vedere che daranno luogo 
all’integrale generale. 

Nel caso poi in cui, sempre supponendo che le z,, X3,...1%n0 Y 0 gra 
non contengano nè 7 nè le sue derivate, non sia però 49x,x,= 0, la formola 
(49) farà dipendere l’ integrale 7, da una di quelle equazioni che diconsi equa- 
zioni integrali. 


Di queste formole e di questi risultati, che evidentemente appariscono 
molto notevoli anche pel caso che si abbiano in vista le equazioni ge- 
nerali come la (43) per studii che, indipendentemente dalla determinazione 
degli integrali, vogliano farsi su esse, ce ne varremo più specialmente in 
seguito nel caso delle equazioni lineari; nel qual caso, esse condurranno 
appunto alla determinazione dell’integrale generale delle stesse equazioni 
sotto forma di serie, che saranno di infinite forme a causa della completa 
arbitrarietà che rimarrà nelle funzioni %,,%2,...3%n- 


XXVI. 


Equazioni differenziali lineari 


—— 1. 


Generalità. 


458. — Nel Cap. XXI ai $$ 366-67 (pag. 534 e seg.) abbiamo studiate 
le equazioni lineari del prim’ordine, cioè quelle della forma y+Py=Q dove 
Pe Q sono funzioni della sola x, e ne abbiamo trovato l’integrale generale 


de li ciro J nell se dx + oi, dove C è una costante arbitraria. 


Ora prenderemo a studiare le equazioni differenziali lineari d’ordine 
qualunque n, intendendo, come nel caso di quelle di prim'ordine, per equa- 
azioni lineari quelle nelle quali le funzioni incognite e le loro derivate en- 
trano al primo grado e non moltiplicate fra loro, limitandoci però in questi 
studii al caso di una funzione incognita sola y e quindi di una sola equazione. 

Con questa definizione le equazioni differenziali che ora studieremo 
avranno la forma seguente 


yy A ay? L... Lan +0ny=X, 


dove 40,01, 43,---0n-1,4, e X sono funzioni che contengono la sola variabile 
indipendente x e che talvolta possono anche essere tutte o in parte costanti. 

Nel caso speciale poi di X=0 la equazione si dirà equazione lineare 
senza secondo membro 0 equazione incompleta, o anche equazione omogenea, 
dando invece il nome di equazioni col secondo membro o equazioni complete 
a quelle per le quali X non è zero; e poichè dimostreremo poi che la in- 
tegrazione delle equazioni lineari complete si riduce sempre a quella delle 
equazioni senza secondo membro o omogenee, noi incomincieremo ad occu- 
parci di queste. 
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Equazioni lineari senza secondo membro, o equazioni incomplete 


o omogenee. 


459. — Le equazioni lineari senza secondo membro o equazioni incomplete 
o omogenee, saranno della forma 


(1) af ++ ary IAL + n_19 +any=0, 


ed essendo omogenee rispetto ad y e alle sue derivate una prima loro parti- 
colarità, quella cioè che il loro ordine potrà sempre essere abbassato di una 
unità, risulterà subito da quanto dicemmo in generale sulle equazioni omo- 
genee al $ 432. c) (pag. 620). 


RIE : eda 
Basterà porre per questo, come nel paragrafo citato Y= E , e pren- 


dere x come nuova funzione incognita perchè, avendosi allora 


d 2d 
y=e x, Rai 0 (242), al "(284 Bag'+a") na 


la sostituzione di queste quantità nella (1), dopo di avere diviso tutto per 


2da È ; a ; 2 È 19% L A 
Di condurrà subito ad una equazione il cui ordine sarà inferiore di una 


unità. | 

La nuova equazione però, quando la equazione data (1) non sia del 
prim’ ordine, cesserà di essere lineare; ma ciò non ostante la trasformazione 
fatta può essere utile in alcuni casi perchè potrà darsi che la nuova equa- 
zione rientri in casi già trattati o si possa integrare con facilità. 


Così ad es. quando la equazione data (1) sia quella del second’ordine 


WY +@Y +@y=0, 
poichò la nuova equazione sarà la seguente 


ag +a+ax+a,=0, 


si viene a ricadere nelle equazioni considerate ai $$ 375 e seg. (pag. 544 e seg.), 
cioè in quelle di /ccat. che si sanno integrare nel caso in cui di esse si 
conosca un integrale particolare e anche in alcuni altri casi; e quindi nel caso 
delle equazioni lineari del second’ordine questa riduzione al prim’ordine potrà 
spesso essere utile. 
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460. — Una seconda proprietà delle equazioni lineari senza secondo 
membro (1) è quella che risulta dall’osservare che se in qualche modo si 
riuscirà a trovare una funzione speciale 7,(x) che presa come valore di y 
soddisfi identicamente la stessa equazione, cioè se s? troverà un suo inte- 
grale y,(x), questo anche moltiplicato per una costante arbitraria C, rimarrà 
un integrale, perchè evidentemente sostituendo ©,y,(x) per y nel primo 
membro della (1), la costante C, verrà a figurare come fattore in ogni ter- 
mine, e quindi lo stesso primo membro rimarrà identicamente nullo. 

E se si troveranno più integrali y(2),Y:(£),.--1Um(x) della stessa equa- 
zione (1), anche la somma C,y+02Y:+.-..-+COmYn di questi integrali mol- 
tiplicati per costanti arbitrarie C,,C3,...,Cn sarà un ‘integrale, perchè si 
riscontra subito che quando nel primo membro delle (1) si pone per y questa 
espressione C,9,+02%2+...+ Cn» esso si riduce alla somma dei valori che 
si hanno per lo stesso primo membro ponendovi per y le funzioni %1,%2,::-1Vm 
e poi moltiplicandoli rispettivamente per le costanti C,,C.,...,Cm; e quindi 
risulta ancora identicamente nullo. 

461. — Questa osservazione, pure tanto semplice, ha una importanza 
grandissima. 

Per essa quando si conoscano » integrali della equazione data (1) (tanti 
cioè quante sono le unità dell’ordine della equazione), si potrà formare un 
integrale 


y= C1Y14+ 02Y2 + 4 On Yn 


che conterrà » costanti arbitrarie C,,C,...,C,; e questo sarà l'integrale 
generale tutte le volte che gli integrali y1,%2;--+1Yn Siano scelti in modo 
che per un valore particolare «, di x, pel quale i coefficienti 4,,@1,02,.--34n 
non abbiano singolarità e a, non sia zero (per essere certi che y® non di- 
venga infinito), le quantità y,y,y",...,97 prendano valori dati ad arbitrio 


YoYo Vor: 
Ora avendosi pel detto integrale 


MAZZOTTA e 0 PR a I 


WROTE CIYSTARIA CA AE 
y =CY +09 +-+ CY, 


yi Felt (07 CI i E C, pa - vo L 0, fo» 


si vede subito che sarà possibile di soddisfare alla condizione indicata tutte 


— 656 — 


le volte che il determinante (Wronskiano delle Y,,Yx3--3Un) 


Yi Ya 0 Un 
) DES ne aa 
y", y"a RR, pr 

ge) fe ut n 


per €=%, non sia zero, e allora gli integrali y,,%2,--,%, saranno altrettanti 
integrali particolari perchè si dedurranno dall’integrale y dando valori par- 
ticolari alle costanti; dunque noi possiamo ora affermare che quando per una 
equazione senza secondo membro (1) siano trovati n integrali particolari 
Y,Y23-3Yn pei quali il determinante D (cioè il loro Wronskiano) sia di- 
verso da zero per x=%0, l'integrale generale sarà dato dalla formola 


(3) y= CY + Cayo +... + US 


dove C,,C,,...,Cn sono n costanti arbitrarie. 

462. — I sistemi d’integrali particolari %1,%2,---1%n, che godono della 
proprietà indicata sono stati detti da Muchs sistemi fondamentali d' integrali 
della equazione (1), e il determinante D corrispondente è stato detto deter- 
minante del sistema fondamentale Y,,Ys,--3Un- 

Dei sistemi fondamentali d’integrali ne esisterà sempre un numero infi- 
nito, perchè evidentemente, pel teorema già dimostrato nel Cap. XX sulla 
esistenza degli integrali generali, si potranno sempre avere sistemi di 7 
integrali y,,%2,---1Yn della (1) pei quali i valori di essi e delle loro prime 
n-1 derivate per x=%, siano tali che il determinante corrispondente D 
formato da questi valori sia diverso da zero, e di questi sistemi se ne avranno 
un numero infinito. 

Determinando ad es.: gli integrali y1,%2;---%» colle condizioni iniziali 
seguenti per le quali nel punto %;: 


Y. abbia il valore 1, e le sue derivate y/,%",...,y/ siano tutte zero, 


Y, sia qualunque, y° abbia il valore 1, e le altre derivate 4", ,..., Y$ 


siano tutte zero, 


Y3 ® Y3 siano qualunque, y" abbia il valore 1, e le altre derivate 
YU 5407 sieno tutte zero, 


Lo . . . . . . . È) 


Yn,YnyY siano qualunque, e 71 abbia il valore 1, 
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il determinante D di questi (infiniti) sistemi d’integrali %1,%2,%3;---,%n per 
x=%, avrà il valore 1, e il sistema sarà fondamentale (*. 

463. — Il teorema dimostrato sopra può anche completarsi col dimostrare 
che qualunque integrale 7 della equazione senza secondo membro (1), (finito 
e continuo insieme alle sue prime n — 1 derivate, e colle derivate n° anch'esse 
determinate e finite in un punto x, nel quale i coefficienti @,,@1, 49 ;.-} @n_1,% 
sono finiti e continui e &, è diverso da zero) si potrà sempre porre sotto 
la forma (3) dove Y,,Y2,--..Yn sono integrali fondamentali; perchè se 
Yo,S0,T0,-95 sono i valori del detto integrale 7 e delle sue derivate 
nel punto x, per quanto dicemmo sopra, con valori adattati delle costanti 
C,,C3,...,0, Si potrà sempre costruire un integrale C,y,+ 2%, +..-+ CnYn 
al quale corrispondano gli stessi valori iniziali %0,Y0,%0---4# 7) e allora 
la differenza 7-—(C,y1 + CY: +... +07») sarà un integrale della (1) pel 
quale i valori iniziali di esso e delle sue prime n — 1 derivate sono tutti zero, 
e quindi per quanto dicemmo in generale sulla unicità degli integrali delle 
equazioni differenziali la stessa differenza sarà sempre zero (V. ad es. $ 355 
[pag. 521]), e si avrà 7=C,y1+02y2+...+0nYn; e questo dimostra subito 
la proprietà enunciata la quale permette anche evidentemente di dire che 
le equazioni lineari senza secondo membro non hanno soluzioni singolari 
almeno finchè si deve trattare d’integrali che siano finiti e continui insieme 
alle loro derivate come supponemmo sopra. 

464. — Del resto, anche senza appoggiarsi sulla considerazione generale 
della unicità degli integrali, la dimostrazione può farsi anche nel modo se- 
guente basandosi sulle seguenti considerazioni che sono del tutto relative alle 
equazioni lineari senza secondo membro e che ci gioveranno anche in seguito. 

Osserviamo che pel caso delle equazioni lineari del prim'ordine senza 


secondo membro @y'+a,y=0, 0 y=Py con P=—t— si ha voli e 


quindi integrando si avrà per ogni loro integrale logy = li Pda + logC 


SPaa 


essendo C una costante, e di qui si avrà y==Ce 


f Pax 


5 


o y=Cy;, quando 


sì ponga y,= e* e y, sarà pure un integrale; quindi, poichè la partico- 


(# Vedremo al $ 468 che quando il determinante D è differente da zero in un 
punto x, esso si mantiene tale in tutto un intervallo che comprende questo punto x, 
e nel quale i coefficienti @,, 4), 4,,..., An-1,4» non hanno singolarità e a, è diverso 
da zero; e quindi il costituire gli integrali y,, e ;-+:1Y» un sistema fondamentale 
non dipende essenzialmente dal punto prescelto x;. Questo del resto apparisce anche 
dall’altra definizione dei sistemi fondamentali d’integrali che daremo al $ 467, 


SUSTBBRI I 


larità indicata è così già verificata per queste equazioni lineari del prim'ordine, 
basterà dimostrare che ammettendola vera per quelle di ordine n —1, essa 
sussiste anche per quelle di ordine n. 

Ora quando 7, sia un integrale della equazione (1) è evidente che, per 


ogni altro integrale y, indicando con x il rapporto ; sl potrà scrivere Y = Y1%; 
1 


e poichè dalla formola di Leibnitz che dà la derivata del prodotto di due 
funzioni si hanno le formole seguenti 


Ss 
y =YKHmn®, 
y =YAT2YXk4y2", 


SE IL to ” I 221 
yy A MY ER + nytL+ + rina y A+ y 8, 


essendo 7,73,...?n_; i soliti coefficienti binomiali, basterà moltiplicare 
queste equazioni respettivamente per 4,,@,_1)%n-2;-,@ e sommarle, per 
vedere subito che, se anche y=y;% dovrà essere come y, un integrale 
della equazione (1), x dovrà soddisfare alla seguente 


Db, 0 + big +... + bi D+ box = 0, 
o in ordine inverso 


(4) Dar) + ba + bag 4... + by =0, 
dove 


ba -= MYA (1) 090 +... 4-2 0n0Y1 +On1Y1) 
Dro = NYA (M_- 1) yTD+. 4 @n_3Y1, 
di =Nn_%0Y, + U%, 


bo. =W%, 


e questa nuova equazione (4) è pure lineare e omogenea e dell’ordine n, ma 
col porre x'=w si riduce subito all’ altra di ordine n —1 


(6) bou" 7) L bu? A+ bu 9 L...4bi_qu=0; 


e poichè per le equazioni dell’ordine » - 1 la proprietà indicata sopra si 
ammette come già dimostrata, indicando ora con %,,%3,...,%n_, Un sistema 
fondamentale d’integrali di questa equazione, si potrà dire intanto che per 
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ogni altro suo integrale % avremo 
u= CU + 67U0> +4... 4 Cn_1Un_1, 


CON €02 3:::) Cn-1 Quantità costanti che comunque si prendano daranno sempre 
luogo a un integrale w. 

Ne segue che per ogni valore di x pel quale la (1) verrà soddisfatta da 
y=%yY;,%, avremo 


=CU H+ CUst...+CnUn, © sceta fudere frudettrn Un-1d% 


essendo ec un’altra costante; e quindi per ogni integrale y della (1) sarà 


(7) u= CY + ci fut se ci ft +... + Cn f Und, 


Ovvero 
U= CY 4 CY + 02Y3 + + Cn_1Yn 


indicando con %2,%3 )---1Yn le funzioni yi fd Vi f stessi f nad 


che sono altrettanti integrali della (1); talchè il teorema resta così nuova- 
mente dimostrato quando si possa assicurare che il sistema d’integrali 
qui indicati v,, 2 ,---,Yn è fondamentale, ciò che risulterà subito dalle con- 
siderazioni generali seguenti. 

465. — Osserviamo a proposito dei sistemi fondamentali d’integrali che 
se un sistema d’integrali ?/,,%2,---,Y, di una equazione lineare senza se- 
condo membro (1) (che non si sappia se costituiscono un sistema fondamentale) 
è tale che ogni integrale della stessa equazione possa esprimersi per essi sotto 
la forma (3), gli integrali medesimi costituiranno sempre un sistema fonda- 
mentale; perchè allora se con 7,,%2 7» indicheremo un sistema fonda- 
mentale qualsiasi d’integrali avremo per essi il sistema di equazioni 


Y, = 4,1Y + 4,242 L ses + Ar,nUn , 
(8) Y, = d1Y1 + 42,2% +... + danYn, 


. . . . . . . . . . DI 


Yn= 4n,1Y1 + An,2Y2 + sro ala An,nYn è 


essendo le @«,, quantità costanti adattate; e ora formando il determinante 
D del sistema fondamentale 7,7» ;.--,7n Si vede subito che esso sarà il pro- 


e) 


ER COCO 


dotto AD del determinante A formato colle costanti a, , moltiplicato pel 
determinante D degli integrali y1,%2;---1Yn dai quali si parte, e quindi se 
in un punto ©, nel quale questi integrali e gli altri 7,, 72 ,---:7, Sono finiti e 
continui insieme alle loro derivate fino a quelle dell’ordine n— 1 inclusive, il 
determinante 0 sarà diverso da zero, tale dovrà essere anche D (come dovrà 
essere diverso da zero A), e il sistema degli integrali Y,, 2 ,---1Yn Sarà esso 
pure fondamentale, come appunto volevamo dimostrare; con che evidentemente, 
come dicemmo, resta completata anche la dimostrazione del paragrafo pre- 
cedente. 

466. — Aggiungiamo che dalla stessa dimostrazione che ora abbiamo fatta 
risulta anche che un sistema fondamentale qualsiasi d’integrali %,,%2,---1Yn 
si esprime linearmente per gli integrali di un altro sistema fondamentale 
qualunque mediante le formole (8) nelle quali il determinante A della so- 
stituzione è diverso da zero; e quindi per determinare colla formola (3) gli 
integrali di una equazione senza secondo membro (1) potremo sempre partire 
da un sistema fondamentale qualsiasi. 

467. — E aggiungiamo anche che se gli integrali y,,%2,.--,Yn di una 
equazione senza secondo membro (1) costituiscono un sistema fondamentale, 
essi non potranno essere legati fra loro da una equazione lineare e omo- 
genea 


k1Yy\ + koyst ... + knYn=0 


nella quale tutti o alcuni dei coefficienti (costanti) %,, %2,...,%n siano diversi 
da zero: perchè se questo avvenisse, colla derivazione di questa equazione 
fino all’ordine n -1 verremmo a formare un sistema di equazioni lineari 
e omogenee rispetto ai coefficienti X,,%,,...,&n per le quali, non potendo 
questi coefficienti essere tutti zero, dovrebbe essere zero il determinante D 
corrispondente agli integrali dati e questi non sarebbero fondamentali, ciò 
che è contro a quanto abbiamo supposto. 

Viceversa se un sistema d’integrali %1,%2;..-17Yn è tale che fra essi non 
possa sussistere una relazione lineare omogenea come la precedente, è tacile 
vedere che essi costituiranno un sistema fondamentale. 

Qualunque infatti si fossero questi integrali, prendendo un sistema fon- 
damentale qualsiasi d’integrali %,,%s;---,Yn avremmo ancora un sistema di 
equazioni come le (8), e fra i determinanti D, A e D sussisterebbe ancora 
la relazione D= AD per qualunque valore di x; e quindi se gli integrali 

,7 


YY2,---1Yn non costituissero un sistema fondamentale, venendo ad essere 
D=0 ed essendo D diverso da zero, dovremmo avere A = 0. 
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Da questo, in forza delle proprietà note dei sistemi di forme lineari omo- 
genee risulta subito che i secondi membri delle equazioni (8) e così anche gli 
integrali 71, Y2,---,7n verrebbero sempre legati necessariamente, tutti o alcuni 
di essi, da equazioni lineari con coefficienti non tutti eguali a zero, e questo è 
in contradizione con quanto abbiamo supposto ; talchè conviene ora ammet- 
tere che se gli integrali 71, 72 ;---:7, di un sistema qualsiasi della equazione 
(1) non sono legati da una relazione lineare omogenea, cioè se s0r0, come 
sì usa di dire, l2rearmente distinti o indipendenti, essi costituiscono sempre 
sistema fondamentale. 

E così ora può anche cambiarsi la definizione dei sistemi fondamentali 
d’integrali, potendo dirsi fondamentali quelli formati da sistemi di n inte- 
grali linearmente indipendenti. 

4683. — A_ proposito poi del determinante D di un sistema fondamentale 
di integrali %1,%2,.--1%n della equazione data (1) (, osserviamo che se 
se ne fa la derivata e si ricorda che per derivare un determinante basta fare 
la somma dei determinanti che si ottengono sostituendo agli elementi di ogni 
linea (o di ogni colonna) separatamente le derivate corrispondenti, si vede 
subito che si avrà 


YU, YU °° Un Yi Ya °° Yn 

Yi Ya 0 Yn Yi Yi Ya 
EE ST Er TOTANCne peso A ar; 

yi yg e Yin) ed gd... e 

Ta ERRO A My y . Y 


quando si supponga & finito e diverso da zero nell’intervallo che si con- 
sidera; e aggiungendo agli elementi dell’ultima linea quelli delle linee pre- 
cedenti moltiplicati respettivamente pei coefficienti @,,,@,_1, @n-2 ++) @ che 
si supporranno insieme ad a, sempre finiti nello stesso intervallo, e tenendo 
conto della circostanza che le y,, Y»,---:Y, sono integrali della equazione (1), 


se ne dedurrà subito la formola seguente D'= — =D, la quale, integrando 
0 


(#) Invece di parlare di determinante di un sistema fondamentale d’integrali 
della equazione (1) si potrebbe parlare in modo generale del determinante di un 
sistema di funzioni, che abbiano le derivate dei primi ordini e siano linearmente 
indipendenti; però siccome vedremo fra breve ai $$ 481-82 che si può sempre co- 
struire — e con tutta facilità — una equazione lineare omogenea di ordine 7 che 
abbia per integrali di un sistema fondamentale n» funzioni date arbitrariamente 
linearmente indipendenti, la cosa in sostanza torna perfettamente la stessa. 
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e indicando con e una costante, ci conduce all’altra dovuta a Liouville 


—f7da CSR 
(9) DEC eee ovvero eibi= De 


essendo D, il valore di D nel punto x, e da questa apparisce che se 22 
determinante I) è diverso da zero în un punto x, esso si mantiene tale in 
tutto un intervallo che comprende questo punto e nel quale a, sì mantiene 
finito e diverso da xero e gli altri coefficienti a,, 4,03 ,.. An restano finiti; 
e il suo valore in un punto qualsiasi dello stesso intervallo dipende soltanto 


x 
0 


da quello che esso ha nel punto x, e dal valore dell’integrale n 2 de me- 


diante la formola precedente (9). i 


Variando dunque il sistema fondamentale d’integrali %,,%.;---:%» che 
dànno luogo al determinante D restando però sempre fondamentale, i valori 
del determinante variano tutti proporzionalmente (*). 

469. — Tutto questo premesso, si comprende bene come un processo per 
la determinazione dell’integrale generale delle equazioni lineari senza se- 
condo membro (1) sia quello di ricercare alcuni dei suoi integrali; perchè 
quando siano trovati in numero di » e costituiscano un sistema fondamentale, 
essi condurranno sempre all’integrale generale per mezzo della (3). 

Avendosi dunque una equazione omogenea (1) è naturale di proporsi il 
problema di cercare se e in quali casi essa abbia integrali di forma data; 
e poichè fra le funzioni più semplici per riguardo alla derivazione, sono da 
annoverarsi le esponenziali e nelle quali x è una costante reale o com- 
plessa, perchè le loro derivate sono ae@, a°e@, a*e@,..., si presenta natu- 
ralmente per prima cosa il pensiero di ricercare se e in quali casi la equa- 
zione (1) abbia integrali di questa forma esponenziale. 

Ora, essendo la equazione stessa omogenea, la osservazione che facemmo 
già in generale al $ 437 (pag. 625-26) sulle equazioni che sono omogenee 
rispetto alla funzione e alle derivate permette subito di dire che integrali espo- 
nenziali effettivamente ci sono sempre quando la equazione data non con- 
tenga la x esplicitamente, cioè sia a coefficienti @g, @1, 43 ,---@0n-1) @n tutti 
costanti (*°, e talvolta possono esservene anche quando tutti o alcuni di questi 
coefficienti contengono la x. 


(* Questa particolarità risulta subito anche dalla formola D=AD del para- 
grafo precedente. 

(## Naturalmente quando i coefficienti a,,@,,43;-..An-1;@n apparissero fun- 
zioni delle x solo per la presenza di un fattore comune a tutti 0 (x), questo fattore 
dovrebbe intendersi soppresso colla divisione. 
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470. — Fermandoci quindi dapprima sul caso dn cui è? coefficienti sono 
tutti costanti, per quanto si disse allora in generale, come per quanto sì 
riscontra immediatamente anche sostituendo per y e per le sue derivate 
VE yy valori”e-uettasien uan eniate: che per bssb'si 
hanno nel caso di y= e, si vede subito che per avere questi integrali par- 
ticolari basterà formare la equazione 


(10) ma + ao 4 aa"? +... + dn_10 + 0,= 0 


che si ottiene dalla (1) sostituendo al posto di y e delle sue derivate le po- 
tenze di una incognita a ad un grado uguale all’ordine di derivazione, e 
poi prendere per valore della costante « nella esponenziale e“ le radici di 
questa equazione. 

Questa equazione (10) che risulta dalle (1) nel modo ora indicato e che 
giova spesso di considerare anche quando i coefficienti della equazione data 
non sono tutti costanti, si chiama la equazzione caratteristica della (1). 

Essa, nel caso in cui i coefficienti della (1) sono tutti costanti, se non 
ha radici multiple ha appunto » radici distinte (reali o complesse) &,,22,-.-j%n 
e quindi dà luogo agli » integrali e@*, e ,..., e», e questi integrali sono 
fondamentali perchè per essi il determinante D si riduce subito all’ altro 


LET Leona 


Xi 00) %3 0 0. An 
2 2 2 2 
elortort.ta,)| Cd, 2 03 .00 Un , 
ATA AI e 


(#7 
lr 


che è il noto determinante di Vandermonde moltiplicato per e ‘* | perchè 


di 


a Ob eZ da: 
enna 2) e può scriversi quindi sotto la forma e “Il (a,—a,) 


0 CIS 
con 7 >s, ed è diverso da zero; quindi noi possiamo dire subito intanto 
che quando si ha una equazione lineare senza secondo membro (1) a coef- 
ficienti costanti, formando la sua equazione caratteristica (10) se si troverà 
che questa equazione ha tutte le sue radici disequali a,, 03,...,0n, le espo- 
nenziali 


(11) BONES PORTA ga 


7) 


coslituiranno un sistema fondamentale d’ integrali, e l'integrale generale 


42 
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sarà dato dalla formola 


ne y= CO; ei + Crest +... + Cet, 


dove C,, Ca ,...,C, sono costanti arbitrarie. 

471. — Che gli integrali (11) costituiscono un sistema fondamentale, oltre 
che dalla considerazione del determinante corrispondente D, risulta anche 
dall’osservare che essi non possono essere legati da nessuna equazione li- 
neare omogenea della forma 


(13) ken + ky e%% 4 kzesst 4... + ken = 0 


nella quale i coefficienti %,, X3,...,%, non siano tutti uguali a zero. 
Ammesso infatti che una tale relazione potesse sussistere, dividendola 
per e“ e poi derivandola una volta si passerebbe all’ altra 


(co — 03) fin elem L (13 - an) ks elena L.A (o, — 2) Fn ella — 0 


nella quale non figura più il k,. 
Dividendo questa per el@—@)?, e dopo eseguendo ancora una derivazione 
si passerebbe ad un’altra equazione simile 


(CA Gr 03) (43 sa (o) ks ela3—a2)& a DICI A (cn Ti 01) (cn a do) SA elon 92) € = 0 9 


nella quale non figura più neppure il %,; e così continuando si giungerebbe 
in fine alla equazione seguente 


(2, ia 01) (0, wai 09) 000 (0, — An1) ken elanmon-1)® vano 0 


che ci dà subito %,=0; e poichè nella (13) le radici @,,22,...,0n Sono tutte 
disuguali e possono intendersi poste in un ordine qualunque, se ne deduce che 
la stessa equazione (13) non può sussistere altro che quando le %,, 3, f3,-..y fin 
siano tutte zero, ciò che porta appunto che gli integrali (11) costituiscono 
un sistema fondamentale. 

472. — Passando ora a trattare il caso in cui la equazione caratteristica 
(10) ha anche radici multiple, osserviamo che se per es. la radice a, è mul- 
tipla dell'ordine 72, in corrispondenza a questa radice a, si avrà il solo in- 
tegrale esponenziale e* e nella serie degli integrali (11) se ne verranno a 
perdere mn —1; però è facile vedere che in questo caso #2 corrispondenza 
alla stessa radice a, multipla di ordine m, oltre all’'integrale ex® si avranno 
anche glì m-—1 integrali seguenti 


(14) VOLO TAO a a 


bh} SUOL) 


e verranno così ritrovati gli integrali mancanti. 
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Indichiamo infatti con «(2) il primo membro della equazione caratteri 
stica (10), cioò poniamo 


(15) p(o) =@a + a+ ag? +... + dn_10+- dn, 


con che per la radice a, avremo g(a)=0, g(a)=0, dg" (4,)=0,...,0-Ma)=0, 
con e (a,) +0. 

Essendo e@* un integrale della (1), potremo indicare un altro integrale 
qualsiasi y di questa equazione con y= ex, come facemmo nel $ 464 par- 
tendo allora dall’integrale conosciuto y,; e col processo usato nel paragrafo 
stesso sì ritroverà che onde e@”x sia un integrale basterà che x soddisfi alla 
equazione (4) nella quale per essere ora y,= e, le du_1, Da2,-:3 00 date 
allora dalle (5) risulteranno ora determinate dalle formole 


2 SIR, 03% _£ (0) 030 DERE) Cr _LT (1) IX _9" (11) tia 
| SEAT (0) OUT dharma) CA a pes 70) e 


per modo che la equazione stessa in x sarà la seguente 


2 (21) Ù (01) I PIESIt (0) (m-1) gl (21) (m) e (21) (n) 
Miret (0) imp LI im 4 EI 0) 
Di e, Di SONE Ue ii 
e per essere ora g(a)=%(a)="(a) =... = (a) =0 con e (a) +0 si 
riduce all’ altra 
PA) Ln) LAI) im _ 
TOR RIO o 


e poichè questa è subito soddisfatta prendendo per x un polinomio qualsiasi 
di grado m—1, C+ Cr + C,xe°+...+ Ce" con C,,C,,03,...:C, costanti 
arbitrarie, se ne conclude che per la equazione (1), in corrispondenza alla 
radice 0, della equazione caratteristica (10) supposta multipla dell’ordine me, 
avremo l’integrale 


vi (0, + Cox + Cor +... + Cie) cuor 


che col particolarizzare le costanti C,,C,,03,...,Cm dà subito luogo oltre che 
all’integrale e" anche agli m—1 integrali particolari (14). 

Con questa osservazione dunque — che si applicherà a ciascuna radice mul- 
tipla della equazione caratteristica —, si può ora affermare che per le equazioni 
lineari senza secondo membro (1) a coefficienti costanti, anche se la equa- 
zione caratteristica (10) ha radici multiple, il numero degli integrali particolari 
che si hanno coi processi indicati in corrispondenza all’insieme delle varie 
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LI 


radici è ancora completo; e poichè ci sarà ora facile anche di vedere che 
questi integrali costituiscono un sistema fondamentale, così anche in questo 
caso per mezzo degli integrali stessi avremo sempre l’integrale generale colla 
formola (3). 

473. — Che anche in questo caso gli integrali che si trovano nel modo 
indicato costituiscano un sistema fondamentale, la dimostrazione può farsi 
col processo stesso che si seguì nel $ 471 pel caso in cui le radici della equa- 
zione caratteristica sono tutte disuguali. 

S’indichino infatti con &,,Y,,.--,4À,. le varie radici distinte della equa- 
zione caratteristica (10), e con 724,728, 22, ,-..,7, x 1 respettivi loro gradi di 
multiplicità, alcuni dei quali potranno anche essere uguali ad uno, per com- 
prendere così anche il caso in cui vi siano anche radici semplici. 

Se gli integrali determinati nel modo indicato sopra potessero non co- 
stituire un sistema fondamentale, è evidente che dovrebbe esistere una equa- 
zione della forma 


(16) ettg(A + Pao te ()=0, 


essendo (2), ee (%),...,12(2), (x) certi polinomii interi dei gradi n,—1, 
ng—1,..,m—-1,n,—-1 al più respettivamente; e dividendo questa equa- 
zione per e* e poi derivandola n, volte con applicare la solita formola di 
Leibnitz, giungeremmo a un'altra equazione nella quale il ,(x) non figure- 
rebbe più e che sarebbe della forma 


ellae (a) eg (0) + pe} + etna {(j—a)""0, (2) +p,} +... + 
pale | (ia) (2) +1] =0, 


essendo le pg, py ;---,Pu polinomii di grado inferiore a quelli di gg(x),£, (£),.. 
P, (1) respettivamente. 

Dividendo ora questa equazione per elP_4)* e derivandola poi ng volte, 
giungeremmo a un’altra equazione della forma 


#) 


ei (fatal B"5 0, (0) +9,f +... + ele7A | (u— a) (BA Pu (C)4+- gu} 


esséndo le 9,,..., Q. polinomii di gradi inferiori a quelli di @,(x),..., £u(®) 


respettivamente; e così continuando giungeremmo infine alla equazione 


(12) (1 B)"8... (1-1)"7 pu (2) + =0, 


nella quale #, dovrà essere un polinomio di grado inferiore a quello di ,(x); 
e poichè questa porta a dire che il coefficiente del termine di grado più alto 
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in ©, (x) dovrebbe essere zero, mentre, ammettendo che la (16) dovesse sus- 
sistere, dovrebbe intendersi che in %a(%), e8(£),..., 02(7) fossero scritti sol- 
tanto termini con coefficienti diversi da zero, si vede chiaro che si ha di qui 
una contradizione, e si può perciò concludere senz’altro che anche gli inte- 
grali che ora si hanno sono fondamentali. 

474. — La importante proprietà dimostrata al $ 472 per la quale anche 
nel caso in cui la equazione caratteristica ha radici multiple si trova un si- 
stema fondamentale d’integrali della equazione lineare omogenea corrispon- 
dente a coefficienti costanti, può essere dimostrata anche nel modo seguente. 

Osserviamo che se s’indica con ) una quantità qualsiasi indipendente 
da 2, si ha ACI, GTO ian =x° e, e quindi basterà porre nel primo 

dx$ dì 
membro della (1) e?” in luogo di y per ottenere subito la identità seguente 


d" Ax d* Àx d Ax s 
27) i A, Da Pat ii e. + ane®= e (1) 


indicando in generale, come già facemmo, con (2) il primo membro della 
equazione caratteristica. 

Da questa derivando % volte rispetto a ) coll’applicare nel secondo membro 
la formola di Leibnitz, e nel primo membro invertendo le derivazioni, si avrà 
subito la formola seguente | 


d" (a e” d'— (x* et d(a* et% 
i e ara ( -+anoer= ea to()) + 


dx 
+ leo (0) + Lee 0" (+. + fra A+ (1), 


che sarà essa pure una identità; e da questa se 2, è una radice multipla 

dell’ordine 77 della equazione caratteristica, ponendovi per ) questa radice a, 

si vede subito che pei valori 1,2,3,...,#—L di & si ha sempre la formola 
d” (2* CR) d'- (2° gut) d (2% CAI) 


t...t n SEERII + an0est=0, 


o dae dei 


la quale dimostra appunto che sotto questa ipotesi ex, rent, a° ent... a" ent 
sono integrali particolari della nostra equazione (1). 

475. —I risultati ottenuti permettono dunque di affermare che la inte- 
grazione delle equazioni lineari senza secondo membre a coefficienti costanti (1) 
sì riduce sempre alla risoluzione della equazione algebrica (10), cioè della 
equazione caratteristica; perchè trovate le varie radici (reali o complesse ) 
%,8,., A, di questa equazione dei respettivi gradi di multiplicità a, 
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Ng 3, N2,% che potranno anche essere tutti o in parte uguali ad uno (com- 
prendendo così anche il caso delle radici semplici), l'integrale generale sarà 
dato dalla formola 


(17) y=QeC + pp ef +... + + Quore, 


essendo day, dg ,...,02, 4, polinomii interi in x dei respettivi gradi na—1, 
ng—1,...,n—-1,n,—-1 e a coefficienti del tutto arbitrarii, che si riducono 
perciò a costanti arbitrarie pei termini che corrispondono alle radici semplici. 
È però da osservare che anche nel caso (che sarà quello ordinario) in 
cui la equazione (1) ha tutti i coefficienti reali, la equazione caratteristica 
corrispondente (10) può avere alcune o anche tutte le radici complesse, e 
allora gli integrali trovati (17) si presentano complicati di immaginarii; ma 
quando la equazione data è a coefficienti reali, è facile vedere che si rime- 
dierà a questo inconveniente sostituendo agli integrali con esponenziali im- 
maginarie che il processo precedente introduce nel caso delle radici com- 
plesse, altri integrali reali che mantengono ancora il sistema fondamentale 
e nei quali figurano invece esponenziali e seni e coseni di quantità reali. 
Se si osserva infatti che nel caso dei coefficienti reali nella equazione 
data, e quindi anche nella equazione caratteristica, ad ogni radice complessa 
P+%q con un certo grado di multiplicità 72, corrisponde sempre un’altra radice 
complessa e coniugata p—g collo stesso grado di multiplicità, si vede subito 
che, nell’integrale generale trovato (17), insieme al termine c,a* e®t*9% con 
k=m-1 si avrà anche l’altro c,a*e-*%%, e evidentemente basterà pren- 
dere per le costanti c, e c, che sono arbitrarie due costanti complesse e 
coniugate 9g+<% e g —th con 9g e » arbitrarie e reali per fare sì che la 
somma | 


(18) Ci otite dar gotta 


dei detti due termini risulti reale. 
Così facendo, a questa somma (18) si verrà a sostituire la seguente 


ga GRATE qa È GT) ch xl er® (e' QUIS e” 19) 1 
che può scriversi sotto la forma 
(19) ge e?” cos qa + ha* e?” sen qa 


quando si mutino 29 e —2% in g e %, quindi si può ora evidentemente 
affermare che l’integrale generale (17) verrà ad aversi sotto forma reale anche 
nel caso di radici complesse p +79 della equazione caratteristica sostituendo 
in esso alle somme come la (18) le altre somme (19), o prendendo invece 
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degli integrali x* e®+*02 e g*e-'9 gli altri a*e?” cosgr e a*e?* senqga, 
che pel modo con cui sono ottenuti manterranno il sistema ancora fonda- 
mentale (©; ciò che corrisponde a dire che nell’integrale (18) all’insieme 
dei termini con esponenziali complesse 


dotia eetiaa | RT eo_i9)® 


corrispondenti alle due radici complesse p +9 e p—?9 basterà sostituire gli 
altri con esponenziali e seni e coseni reali 


d, e?” cosge + d, e?” sen ga 


nei quali ®, e 4, sono ancora polinomii interi in x del grado m — 1 coi coef- 
ficienti arbitrarii ma reali. 

In particolare quindi quando p+%g e p— <q siano radici semplici della 
equazione caratteristica, alla somma ce@ft’9%_Le'e-*9® dei termini corri- 
spondenti a quelle due radici verrà sostituita l’altra ge?” cos gx + he?” sen qa 
con g e È costanti arbitrarie reali, che potrà quindi scriversi anche sotto la 
forma fe?” cos(m+97) con p e © costanti arbitrarie reali, ponendo g=pcosw, 
h=-—psene. E un risultato simile si ha anche quando p + 2p e p—éq sono 
multiple dell'ordine # di multiplicità poichè allora alle somme precedenti 

m_—l 
d, e?” cosqx + 4, e?” sen ga si può sostituire l’altra e?” Di 022° cos (0, + 9%) 
0 
CON PI; P13023:--> Pm E Ao) 01) 09)--+) Om, Costanti arbitrarie. 

476. — I risultati così completi che abbiamo ottenuto negli ultimi sei 
paragrafi si riferiscono tutti al caso delle equazioni lineari senza secondo 
membro è cu? coefficienti sono tutti costanti. 

Tornando ora ad occuparci delle equazioni lineari senza secondo membro 
in generale, per le quali quindi i coefficienti possano anche non essere più tutti 
costanti, i risultati ottenuti non saranno più tutti applicabili; però, come già 
rilevammo in modo generale in fine del $ 469, anche quando alcuni coef- 
ficienti della equazione data contengono la x la equazione caratteristica in 
alcuni casi potrà avere ancora una o più radici costanti ed essere queste 


(#) Gli integrali del nuovo sistema costituiranno un sistema fondamentale come 
quelli del primo, perchè se gli uni risultassero legati fra loro da una equazione 
lineare omogenea lo stesso accadrebbe anche degli altri in quantochè per ogni coppia 
di radici complesse le somme ga” er? cosgre + hxt er" sen ge con g e A costanti cor- 
rispondono a somme g;%* e(eti9)x.LA,xel-id% con 9g, e A, pure costanti, e 
quindi se ci fosse una relazione lineare omogenea fra i nuovi integrali vi sarebbe 
anche fra i primi. 
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semplici o multiple, senza poterle avere costanti tutte (*; e allora queste 
radici costanti 0,f,... daranno luogo a altrettanti integrali particolari linear- 
mente indipendenti della equazione data, perchè coi ragionamenti stessi dei 
paragrafi precedenti per ciascuna di esse si trova che le esponenziali e@, ef? ,... 
quando le radici siano semplici, e così i prodotti xe, x° e ,..., celt, e°eP? ,... 
nel caso che esse siano multiple soddisfaranno alla equazione data e non sa- 
ranno legate fra loro da relazioni lineari omogenee. 

Essendo però questi integrali 7,,%:,..,%: in numero minore di n essi 
non ci potranno condurre all’integrale generale, ma condurranno solo a un 
integrale particolare c, /,+-62/a +...+ 6%: che conterrà tante costanti arbitrarie 
1, €23+-+-,6 quanti sono gli integrali %,,%2;--,% che così si conoscono, e 
quindi non si avrà così l’integrale generale; ma ciò non ostante la cono- 
scenza di questi integrali potrà talvolta tornare utilissima, specialmente per 
una particolarità che dimostreremo fra breve (al $ 478), quella cioè che 
quando si conoscono alcuni integrali linearmente indipendenti di una equa- 
zione lineare omogenea si può abbassare con tutta facilità l’ordine della equa- 
zione di tante unità quanti sono gli integrali che si conoscono, l’equazione 
restando sempre linsare e omogenea; e allora la sua integrazione si riduce 
a quella di questa che ordinariamente potrà farsi più facilmente. 

Così in particolare in forza di questo teorema si potrà dire che quando 
la equazione caratteristica avrà 7» —1 radici costanti, la integrazione della 
equazione data si ridurrà a quella di una equazione lineare omogenea e 
del prim’ ordine y +Py=0 che si troverà con tutta facilità e che s’integra 
immediatamente; e quindi rimarrà subito integrata anche la equazione data. 

477.— Diamo ora alcuni esempì. 

1.° Vogliasi l’integrale generale della equazione lineare del secondo or- 
dine y"+»*y=0 già studiata al $ 430, 1.° (pag. 618), dove n è una costante 
che supporremo reale. 

La equazione caratteristica (10) sarà la a®+x°=0, e nel caso che si 
abbia il segno superiore per n° essa avrà le due radici 2 e —4n, mentre 
nel caso che si abbia il segno inferiore avrà le radici n e — 7. 

Pel caso dunque della equazione y°— 7? y=0 l’integrale generale sarà 
y=C,e"7+c,e7"?, con c, e 6, costanti arbitrarie; e pel caso della equazione 
y'+n®y=0 l’integrale generale potrà prendersi sotto la forma y=c;e'” ®+cese7î*%, 
e per quanto si disse sopra nel $ 475 potrà prendersi anche sotto l’altra 


(# Che quando la equazione data (1) non ha i coefficienti tutti costanti non 
possono essere costanti tutte le radici della sua equazione caratteristica mentre 
alcune possono esserle, risulta immediatamente dalle formole che esprimono per le 
radici i rapporti dei varii coefficienti di una equazione al primo. 
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priva d’immaginarii y=c,cosnx+c,sennx, e volendo anche sotto la forma 
y=c0s(0+n2) con c, e c, 0 p e © costanti arbitrarie reali. 

2.° Vogliasi l’integrale della equazione y"—y —6y=0. 

La equazione caratteristica sarà a—a—6=0 e avrà le tre radici 


a=2,aog=—14iV2,ag=—1—i V2, quindi l’integrale generale sarà 


y= 0, e + egel HH UDE Se nr Va 6 per quanto si disse nel $ 475 potrà 
anche prendersi sotto la forma y=c,e®+ pe?” coslo+V2x) con €, 63,03, P 
e © costanti arbitrarie reali. 
3.° Vogliasi l’integrale della equazione y! -- 2y"+y=0. 

22°+1=0, e poichò 
questa può scriversi sotto la forma (a°—1)°?=0 ovvero (a—-1)?(a+1)°=0, si 
vede subito che essa ha una radice doppia uguale ad 1 e un’altra pure 
doppia uguale a —1,e se ne deduce quindi che l'integrale generale della 
equazione data sarà y=(c+c,x)e"+(c'+c,a)e, dove c,c',c, e ci, sono 
quantità costanti arbitrarie. 


La equazione caratteristica sarà la seguente «4 


4,° Abbiasi infine la equazione 
(0) y'-(0+8)y"+3(r+1)y"-(3e+1)y/+2y=0, 


e si cerchi se coi processi precedenti possano aversi alcuni suoi integrali 
particolari, non potendo ora aversi tutti e quattro perchè la equazione ha 
i suoi coefficienti variabili. 

La sua equazione caratteristica sarà la seguente 


o — (r+3)a+3(x+1)o2—(3x+1)a+x=0, 


per la quale tenendo conto anche delle prime due equazioni derivate di 
questa rispetto ad 2, si trova subito che essa ha una radice multipla del 
terz'ordine che è l’unità, e la quarta radice sarà x; quindi per quanto si 
disse nei due paragrafi precedenti, la stessa equazione ammetterà gli inte- 
grali particolari e”, xe” e x°e”, e quindi anche l’altro (c, +30 + c3£°) e” con 
tre costanti arbitrarie c,, c, e 63. 

E così in questo caso per la osservazione fatta in fine del paragrafo pre- 
cedente la integrazione della nostra equazione (20) si ridurrà, come vedremo 
fra breve, a quella di una equazione lineare di prim’ordine y°+Py=0 che 
s’ integra immediatamente, e allora si troverà subito il quarto integrale 
che insieme coi precedenti costituisce un sistema fondamentale, conosciuto 
il quale si avrà senz’ altro l'integrale generale per mezzo della formola (3). 

478. — Dimostriamo ora il teorema al quale accennammo in fine del 
$ 476, quello cioè che quando di una equazione lineare omogenea si cono- 
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scono ‘uno o più integrali particolari linearmente indipendenti. il suo ordine 
si può abbassare di tante unità quanti sono gli integrali conosciuti, e la nuova 
equazione di ordine inferiore alla integrazione della quale si riduce la equa- 
zione data è ancora lineare e omogenea, e si trova con tutta facilità. 

La dimostrazione di questo teorema è contenuta in sostanza nelle formole 
del $ 464. 

Si supponga infatti di conoscere un integrale y, della equazione data (1). 
Per quanto dicemmo nel detto $ 464 ogni altro suo integrale y si potrà 
scrivere sotto la forma y=%,%, e la determinazione di esso verrà ridotta 
a quella della funzione e. 

Ora dalle formole di quel paragrafo risulta che per questa funzione x 
si potrà prendere un integrale qualsiasi della equazione (4) i cui coefficienti 
sono dati dalle (5), e la stessa equazione (4) col porre x'=w si riduce alla (6) 
che è ancora lineare e omogenea ma dell’ordine n -1, e integrata la quale 


si avrà subito x = fi udx +e essendo c una costante arbitraria; talchè di qui 


risulta intanto che il teorema è già dimostrato pel caso che sì conosca un 
integrale della equazione data (1). 

Se invece, degli integrali di questa equazione (1) se ne conoscono due 
linearmente distinti y, e y., allora avendo posto y=%,%.uno dei valori 2, 


di x che rendono il prodotto y,x un integrale della (1) sarà it e di 


\/ 
£ LS . Y: 
questo valore x, si conoscerà anche la sua derivata (2) 


Y 
da zero perchè x, non sarà costante, e quindi si conoscerà uno dei valori %, 


che sarà diversa 


di w che soddisfano la equazione (6), cioè si conoscerà un suo integrale. 
Applicando dunque anche a questa equazione il processo precedente col 


porre u=(t) v, si abbasserà di una unità l’ordine della equazione (6) e 
1 


quindi la integrazione della equazione data (1) si ridurrà a quella di un’altra 
ancora lineare ed omogenea, ma di un ordine inferiore di due unità. 
Se poi si conosceranno tre integrali linearmente indipendenti %,,% e %s 


della (1), allora si avranno due valori 3 e + per x che renderanno il pro- 
1 1 

dotto y, integrale della (1), e saranno tali che fra essi non esisterà alcuna rela- 

Y3 


1 


: Yy: E, 

zione della forma kid = 0 con X,, k,, ks quantità costanti non 
Yi 

tutte uguali a zero; e quindi si verranno a conoscere due integrali linear- 


mente indipendenti (2) e (| della (6), e coll’applicare a questa il pro- 
nigi SI 


— 673 — 


cesso precedente si passerà ad una equazione che sarà di un ordine inferiore 
di due unità rispetto a quello della (6) e quindi inferiore di tre unità rispetto 
a quello della (1); e così continuando si giunge a dire che quando si cono- 
scono 2 integrali linearmente indipendenti della (1) il suo ordine può sempre 
abbassarsi di < unità senza che la equazione finale alla quale si riduce la 
integrazione della equazione data cessi di essere lineare e omogenea; e il 
processo per giungere a questa equazione non presenta alcuna difficoltà. 

S'intende poi che nelle operazioni successive che devono farsi per giungere 
alla equazione finale di grado più basso può darsi che s’ incontrino equazioni 
lineari per le quali l'ordine può abbassarsi anche più di una unità alla volta, 
e allora il processo si ridurrà più semplice. Questo accade ad es. quando 
nella equazione (4) in a o nelle analoghe che successivamente si trovano 
oltre a mancare il termine che contiene la funzione x mancano anche quelli 
che contengono alcune delle prime derivate 4°, 4”, ,... ©. 

E s'intende pure, come dicemmo in fine del $ 476, che quando della 
equazione lineare omogenea data (1) di ordine » saremo arrivati a conoscere 
n — 1 integrali, la sua integrazione col processo precedente si ridurrà a quella 
di una equazione del prim’ordine y +Py=0 che s’integra immediatamente, 
e quindi si effettuerà completamente anche la integrazione della equazione 
data. 

479. — Per mostrare la utilità del teorema dimostrato daremo ora i due 
esempii seguenti. 

1.° Si abbia da integrare la equazione del quart’ordine 


(21) yY-(3+22y" +(2+602+4+20)y — (42+43x)y+2x°y=0. 
La sua equazione caratteristica sarà la seguente 
o'—-(3+22x)a +-(2+6x +2°)a° —(4x +3x°)a4+2x°=0, 


che ammette le due radici costanti 2=1,x=2 e la radice doppia variabile 
o=%; quindi la nostra equazione avrà i due integrali particolari linearmente 
indipendenti y,=e”,y,=e°, e col processo precedente la sua integrazione 
completa si ridurra a quelli di una equazione del second’ordine pure lineare 
ed omogenea. 


(# Questo in particolare avverrà sempre, come risulta dalle formole del $ 472, 
quando tutti o aleuni degli integrali %,,%»,-.,%: che si conoscono provengono 
dall’ammettere la equazione caratteristica una o più radici costanti ad un certo 
grado di multiplicità. 
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Per applicare il detto processo porremo y=e”x, e quindi calcolando 
Y,Y',y" e yY come nel $ 464, o mediante le formole del $ 472, giunge- 
remo subito alla equazione 


aV4(1-20)x"+(-1+9)x"+(-142x-x)x=0, 


she corrisponde alla (5), e posto x =% avremo l’altra di terz’ordine in w 


u"4(1-22)w+4+(-1+)%+(-142x-2x)u=0; 
Ya 


1 
soddisfano alla precedente in x, ammetterà l’integrale particolare u,= e”. 


Ponendo dunque u=e”v e calcolando w',u" e «" e poi facendo v=4 
giungeremo subito alla equazione del second’ordine in # 


che corrisponde alla (6) e che per essere o e” uno dei valori di x che 


(22) E RIOT a STO) 


e allora se riusciremo a integrare questa equazione, indicando con # il suo 


-® 


integrale che conterrà due costanti arbitrarie avremo v= i tdx+c, e quindi 
u=e [tatoo fede ftas+taete e così infine si avrà 


E 
ISS J e” dx sh tde + ce + ce” per l'integrale della equazione data che 


conterrà quattro costanti arbitrarie in quanto che due di queste costanti ver- 
ranno come abbiamo detto a figurare nell’integrale # della equazione (22) e 
due sono le c, e c.. 

La equazione (22), essendo del second’ordine, co] procedimento del $ 459, 


EE fw da È 3 È 3 
cioò col porre f=e e prendere w%7 come nuova funzione incognita, si 
riduce subito alla equazione del prim’ ordine 


w+w4+2(2-2)w+(2-x}È=0 


che è una equazione di Riccati e ad essa potrebbero applicarsi i processi 
dei $$ 375 e seg. (pag. 544 e seg.). 

Però anche senza ricorrere alle formole che allora si dettero, osservando 
che può scriversi sotto la forma 


wW+|e+@-2p=0, 
basterà porre 20+2-x=w, per ridurla all’altra 2/,+1+î=0 che è subito 


Da de=0, e ci dà arctgw0,+x=K 


integrabile perchè sì riduce alla forma sa 
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ovvero w,=tang(K—x) con K costante arbitraria, e quindi essendo 


(a_2)? (a_2)? 
d nt+(e—2)| tang(K—a) da —.- 
SEL x a fiabe — € 2 (of, ( —‘K,é 2 cos(K-x), 


con K, nuova costante arbitraria, potremo scrivere 


(a-2? (a_2)? 
i ='G3 604-008 ci “Sena, 


e avremo quindi infine per l’integrale della equazione data (21) 


(e_-2) 2)? a 
e-de | e ? cosrede+c,e sen2 dx, 


essendo €;, cs, (3 e e, quattro costanti arbitrarie; e così per quanto complicata 
abbiamo potuto integrare completamente la equazione (21). 
2.° Si voglia integrare la equazione (20) del $ 477, 4.° cioè 


(23) y=c, 0" +20” + c3e” 


yV — (0+3)y"+ 3(e+1)y—(3x+1)y+2xy=0 


della quale si conoscono i tre integrali particolari e”, xe”, x° e”. 

Applicando il processo del paragrafo precedente col LORO YZ GS 
trova subito per la equazione in x la seguente 2x1 + (1 — dla = 0 nella quale 
oltre al termine in x mancano anche quelli in x e x" e si riduce quindi 
subito al prim’ordine col porre x”= #. 


(1-2)? 
Avendosi allora # +(1-x)#=0, si trova immediatamente #=c,e ? 


con c, costante arbitraria; e questo ci porta subito a dire che l’ integrale 
generale della nostra equazione è dato dalla formola 


y= e + care” + csce + c,e”i de | de | è 


essendo c,, €, (3, 4 costanti arbitrarie. 
480. — Prima di passare allo studio delle equazioni lineari complete fac- 
ciamo anche le considerazioni seguenti relative sempre a quelle omogenee. 
Avendosi ancora la equazione lineare omogenea (1), osserviamo che se 
Y13Y2,--::Yn Costituiscono un suo sistema fondamentale d’integrali, avremo 


le equazioni 
—l —2 } 
Gy Lay? 4... At Gn1Y1 +0 YU = — MY 
USA GY HT + AnaY2 + n = — MY , 


dry | at ib ann E qa 
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il cui determinante scritto sotto la forma 


I) OSO fee SRO pr 
(24) TMSO PIO E 
DRD Pen Pe a 


è il solito determinante D nel quale sono scambiate le linee colle colonne 
e viceversa, ed è diverso da zero; e quindi avremo le formole seguenti 


(25) ERA EST SR NT Pag ieri veni OE nc e e e pane, 


nelle quali in generale D, indica ciò che diviene D, scritto come spesso si fa 
sotto la forma precedente (24), quando agli elementi y7® della colonna 
(n -s+1)° si sostituiscono le derivate n° y degli integrali corrispondenti y, ; 
e queste formole dànno i rapporti dei varii coefficienti della equazione data 
al coefficiente del primo termine espressi razionalmente per gli integrali di 
un sistema fondamentale, e di esse la prima coll’osservare che D,=D' ri- 


aa 
porta subito alla formola di Liouville D=D;e ci “data al $ 468. 

481. — Esse poi ci mostrano che dato un sistema qualsiasi di funzioni 
Y13Y23-::1Yn linearmente distinte esiste sempre una e una sola equazione 
differenziale di ordine n che le ammette per integrali fondamentali, e questa 
sarà la equazione (1) nella quale i rapporti i : 2 a e risulteranno per- 

0 0 0 
fettamente determinati dalle formole (25), e quindi potrà anche porsi sotto 
la forma del determinante di ordine n + 1 


i Pu) fe a) e RU 
VEYRON y() 

(26) Ys Yo ya ta 0 ge yW I 0 ; 
YUn YI n dn Rie yM1) yo) 


come del resto risulta subito anche dall’osservare che questa equazione dif- 
ferenziale dell’ ordine » è lineare e omogenea e ammette evidentemente il 
sistema fondamentale d’integrali %1,%2}---3Yn- 

482.- Di qui si ha dunque un modo semplice per costruire una equazione 
lineare omogenea che ha un dato sistema fondamentale d’integrali. 
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Questa equazione poi potrà costruirsi facilmente anche in base alle con- 
siderazioni seguenti che sono semplicissime. 

Si osservi in generale che quando si ha una equazione differenziale qual- 
stasi. e(0,Y,Y,4Y",-...:y®-?)=0 dell’ordine n —1, se si vorrà costruirne 
un’altra dell'ordine n che oltre agli integrali di questa ne ammetta un altro 
distinto da questi y,, basterà prendere la equazione dell’ordine 


d (E(0,Y 34 39" sy) _ 
CRA 7 IT) (n—1) =0, 
do ole va, Unni UA i) 


perchè questa sarà evidentemente soddisfatta quando vi si ponga y=%n, 
come sarà soddisfatta da tutte le funzioni y che sono integrali della equa- 
ALTE CAO ISO PRE) ne DEAN 

Si dedurrà subito da ciò che quando si abbia una equazione lineare, 
omogenea d'ordine 7 — 1 


v(y) = YA by Ad... + day + day =0 


che ammette un sistema fondamentale d’integrali y1, Y2,---1Yn-1, Se SÌ vorrà 
costruire una equazione ©(y)=0 pure lineare e omogenea dell’ordine n, 
che oltre a questi ammetta anche un altro integrale y, che con quelli sia 
linearmente indipendente, basterà prendere per la equazione cercata la se- 
guente A 
n che debba avere un dato sistema fondamentale d’integrali Y,,%2,-.-)Yn 


ì 0; e quindi una equazione lineare omogenea di ordine 


potrà ottenersi anche costruendo successivamente le funzioni 


e la equazione cercata sarà la 4,(Y) = 0; e evidentemente prima di fare le varie 
derivazioni potremo anche moltiplicare le funzioni successive %,(%), 42(4)..., 
per funzioni della x scelte come meglio vorremo perchè le formole stesse 
non rimarranno alterate, e in particolare quindi potremo ogni volta tralasciare 
i denominatori che verranno successivamente ad aversi. 

Così ad es. volendo la equazione lineare omogenea di terz’ ordine che 
abbia per integrali fondamentali «,x* e senx costruiremo successivamente 


d (Y ut d (d(Y) > d | da(%) | Te d Dn_o(Y) 
Zi) 10=7 ve POSE 0 o 
Dn (Y) 
nO=T (9 “I 


; 


le funzioni 
y\ _ yX-Y 
x ws x ’ 


9 (79) yo —2x°y +-2xy 
lo aree == a 


x° x 


d= ya —2xy +2y ) 
: (2—x°)sena—2xcosx/ ’ 


e così eseguendo la derivazione in 43 e facendo le riduzioni, troveremo per 
la equazione cercata la seguente 


Ul 


i(2—x°)senx—2x cosa} y" + x° cose y"— 2x cosxy' + 2cos0y=0. 


Equazioni lineari complete. 


483.— Torneremo più oltre a fare studii anche sulle equazioni lineari 
omogenee; ora passando a fare studii sulle equazioni lineari complete, tro- 
viamo opportuno di esporre un processo mediante il quale può aversi con sole 
quadrature l’integrale di una equazione lineare completa quando è stata in- 
tegrata la equazione corrispondente omogenea. 

Sia data perciò la equazione lineare completa 


(1) AYA ay + ay? +... + an1Y +any=X, 


dove le 4,01, 02,---1@n-1,0n ® X sono costanti o funzioni della « finite 
continue e derivabili almeno fino a quell’ ordine pel quale respettivamente oc- 
occorrerà di considerare le loro derivate in un dato intervallo nel quale si 
supporrà anche che @ sia diverso da zero; e sia 


(2) y= Cyt CY +... + Cnn, 


dove C,, C3,...,C, sono costanti arbitrarie, l’integrale generale della equa- 
zione corrispondente omogenea 


(3) Ao y®) + 0) ja - dg aj + 252 Anzi y' + AnY = 0 o 


essendo Y,,Y2;.--19» un sistema fondamentale d’integrali di questa equazione. 

È chiaro che ogni integrale della equazione completa (1) potrà esso pure 
rappresentarsi colla formola (2) quando però in esso, invece di supporle co- 
stanti, le C,, C,,...,C, si suppongano funzioni della variabile x scelte con- 
venientemente; perchè se 7 sarà un integrale qualsiasi della (1) potremo ad es. 
prendere come vorremo le prime #n—1 delle quantità C,,C3,..., Cn_1, Ca @ 


= 
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Y A Cv uané CY, adaà: sca Cei Yn_- 
Yn 
o potremo fissare a piacere n —1 condizioni alle quali devono soddisfare 


determinare poi l’altra colla formola C,= 


le C,, C;,...,C, come funzioni della «, determinando poi l’altra condizione . 


in modo che la espressione C,41+ 02%» + ...+ 4» soddisfi alla equazione (1). 
Tenendo conto dunque di questa osservazione noi fisseremo che le 
C,, C.,...,0, debbano intanto soddisfare a n —1 condizioni tali che per esse 
non solo il valore che si avrà per l’integrale y della (1), ma anche i valori 
che si avranno per le sue prime »- 1 derivate conservino quella stessa forma 
che hanno quando si tratta della equazione omogenea (3), cioè porremo per 
condizione che insieme alla (2) si abbiano ancora quelle formole stesse 


08, "a Cry, + Cs y: +uatoba Vin - 


(4) \ A a n ER a vaelit a 0 SCE 


e o yo 


che si hanno quando le C,, C,,..., C, sono quantità costanti, salvo a determi- 
nare poi convenientemente l’altra condizione alla quale le stesse C,,0s,..., Cn, 
considerate come funzioni della x, dovranno soddisfare perchè il valore (2) 
di y possa rendere soddisfatta la (1). 

Ora poichè dalla (2), quando in essa le C,,C;,..., ©, invece che come 
costanti si considerano come funzioni della x, derivando si ha la formola 
seguente 


y= 0144 Coy2 4.4 OnYn + Ciyn+ Canti + Caya, 


si vede subito che onde y' risulti ancora dato dalla prima delle (4) bisognerà 
intanto che le derivate C',,C4,...,0", delle C,, Ce ,...,0, soddisfino alla equa- 
zione 


(5) CY + Ca +. + CnY,= 0. 


Ora ammesso che questo sia, e quindi che si abbia la prima delle (4), 
derivando questa si otterrà l’altra è 


a C, Yi t C, Y' IRIS Cui t Ul Yi + 04, Y's +... +0 UA 


e si vede quindi che onde anche y" soddisfi alla condizione posta cioè di 
risultare data dalla seconda delle (4), bisognerà che lc derivate C',, C4,..., 0% 
soddisfino anche alla equazione 


(6) Coy1 + Cayan+...+Cn,Yan=0. 


43 


DI 
} 
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Così continuando si troverà successivamente che onde tutte le derivate 
Y,Y',... 7 siano date dalle formole (4), bisognerà che le C,, C'3,..., Cn 
soddisfino anche alle equazioni 


Cig, +08: ++ enni 


DA Tipi —2) LL aa ysD+.. BE Cs (n_-2) ra N 


(7) 


e ora poichè l’ultima delle (4), che verrà a supporsi così già soddisfatta, 
con una nuova derivazione ci darà l’altra 


(8) y =0, Yi 10 3 C3 a yS +. “Gi Gi Yi Ha i Ci O gi + CY ri sint . + On yo n_1) 


ne segue che, sotto le condizioni poste, per l'integrale y della equazione 
completa (1) e per le sue derivate %',%",..., 47,4” avremo il sistema di 
n equazioni formate dalla (2) dalle (4) e da quest’ultima (8); e quindi molti- 
plicando la prima di queste equazioni cioè la (2) per 4,, e le successive, cioè 
le (4) e la (8), respettivamente per @,_1, @n_2;---34, € @ e poi sommandole 
si vedrà che onde y possa essere integrale della equazione completa (1) biso- 
gnerà e basterà che le C',,C%,..., 0, soddisfino anche alla equazione 


X 
(9) Og + C++ Ong = 
0 
Riunendo dunque le varie equazioni (5), (6),(7) e (9) che abbiamo tro- 


vato per le C',,C,...,C%, Si vede che per esse avremo il sistema di n 
equazioni di primo grado 
Ciy +C2% su A 
OTO STO 0 
C'y", ai CY» i CA Y', ces 0 i 


(10) | 
C' Ur di, di gg ® pee + Chiyo 7) e seo EM) 

I qym_—1 , (n_l , n—1) ».d 
Cig + 0,% 1 Lal UE Langa 

(1) 


il determinante delle quali è appunto il determinante D del sistema fonda- 
mentale d’integrali y,, Ya} +... della equazione omogenea (3) dai quali siamo 
partiti, ed è diverso da zero in tutto l'intervallo che si considera ($ 468); 
e quindi per una qualunque C‘, delle stesse derivate delle C,, C3,...,0,,...,0n 


° essendo D,, l'elemento reciproco di quello gf 


X 
dovremo avere 0, = - 
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dell’ ultima linea e della colonna s“ del determinante D; e si conclude perciò 
che l'integrale y della equazione completa (1) si avrà ancora sotto la forma 
(2) quando in questa le C,, C.,...,C,,..., C, invece di essere costanti si in- 
tendano determinate dalle formole 


essendo c,, Cc», ..., 6, Costanti arbitrarie. 
Ponendo dunque per abbreviare 


TS a N I 
(11) raf a irta f ED let sif ElzaenSa ai 


si può ora affermare che l'integrale y della equazione completa (1) è dato 


dalla formola 
(12) Yy= CY + 00% 4.4 nn + Y, 


dove €,,6,-..,Cn SOno costanti arbitrarie, Y,1, 2, ---:Y, Sono un sistema 
fondamentale d’integrali della equazione omogenea (3) che viene dalla (1) 
sopprimendovi il secondo membro, e Y è dato dalla formola (11) e viene 
ad essere l'integrale particolare della equazione completa (1) che corrisponde 
a c.=C5=...= 64=0, come cy + C2Y:t...+4 Cnn è l'integrale gene- 
rale della equazione omogenea corrispondente. 

. Si può poi osservare che gli integrali che figurano nelle C,, C2,..., Cn 
o nella (11) possono intendersi limitati tutti fra x, e x perchè questo non 
può avere altro effetto che quello di mutare il valore delle costanti €, c3, ...} Cn 
E fatto questo, se negli stessi integrali si muta la variabile d’ integrazione 
x in x, potremo portare nella (11) sotto gli integrali i fattori y1, Ya; ---,Yn 
che ora li moltiplicano; e allora indicando con D,, ciò che diviene il de- 
terminante D quando negli elementi delle sue prime x — 1 linee si fà il cam- 
biamento della variabile x in x, e in quelli dell’ ultima linea alle derivate 
(a-1)° di y,,Y2,--.:Yn Sì sostituiscono queste quantità stesse 1, Ya, +--3%n 
espresse ancora per x, avremo la formola 


(13) Y -f(3) DIGLI 


nella quale l’indice x alla parentesi stà ad indicare che nel rapporto di 
0 


è) 


BREE 


E 


al posto di x è stato sostituito x: e così l'integrale particolare Y viene ad 
essere ‘dato con una sola integrazione. 

484.— Quando dunque sia conosciuto un sistema fondamentale d’ inte- 
grali della equazione incompleta (3), la ricerca dell’integrale generale di 
quella completa (1) si riduce con questo processo a quella del suo integrale 
particolare Y che si determinerà con n quadrature per mezzo della (11) o 
anche con una sola quadratura per mezzo della (15); e questo processo che è 
dovuto a Lagrange (come a lui pure sono dovuti quasi tutti gli studi pre- 
cedenti sulle equazioni lineari) viene detto della variazione delle costanti arbi- 
trarie, perchè appunto in esso si fanno variare le costanti che compariscono 
nell’integrale generale della equazione incompleta corrispondente (3) in modo 
che questo integrale venga ad essere quello della equazione completa (1). 

Da questo processo poi si vede anche che come per le equazioni omo- 
genee così per le equazioni complete non vi sono soluzioni singolari. 

485. -— Fermiamoci ora come caso particolare sulle equazioni lineari com- 
plete (1) nelle quali i coefficienti del primo membro @, 4}, @,..., @, sono 
tutti costanti, e la equazione caratteristica 


(a) = ae + aa + dex? +... +an0 + a, =0 


relativa alla equazione omogenea corrispondente ha le radici 2,,%2, ...3 n 
tutte diseguali. 

Per integrali fondamentali di questa equazione omogenea potremo pren- 
dere le » esponenziali e@*,e®*,...,e%”, e quindi per le (11) e (12) l’ in- 
tegrale generale della nostra equazione completa (1) sarà dato dalla formola 


(14) yY= 60° Lc,0emEL... A Caen. X., 


dove Y è dato dall’ altra 


Ù XD LD XD, 
(15) Y= eat] — si dad e] — dg... + ent _ 2 dg = 
ay D a, 1 aD 
n» 
è} >. 075 s 
pae > ess” SI da) 5 
nr a D 
avendosi ora come già vedemmo al $ 470 
1 1 3 dedi 
da ds ra. 
pala i 2 mm, 
En dì O, | = 
r,8S 
St ipa 


poor — P_i 


dove s'intende che in II, (2,—2;) l'indice 7 sia sempre maggiore dell’in- 
dice s; e sarà anche 


Mia lara ee 
| 


‘ (08) 05) PICCO C421 41 (00 An 
dux )o | Mia, )a 
Aaa di i e 2 2 2 RI TI È E ei 
D,e=(1)°T° 9) do 08) 055 200 OP 41 ves DA =(-1) tle do ; il, (d,—0) 


n_-2 n--2 n_--2 n_-2 n_2 | 
A (05) ooo Ki C+] sso ‘a | 


dove il prodotto II, (0,—a,) contiene tutti i fattori di Il (2, — a,) all’infuori 


r,8 


di quelli nei quali comparisce 4,, cioè corrisponde a tutto il prodotto Il (2, — 2) 
P}8 


meno il fattore (a, — 21) (4, — a)... (4, - 0,2) (2141 %) +.» (dn —- 4) che può 
anche scriversi sotto la forma 


(16) (ola (do) (an) (4 SUL 
Ma avendosi 


(a) =@(1-a) (1-0)... (1- a, )(a-a,) (2-2; 1)... (a-0n), 


de ep 
questo prodotto (16) evidentemente non è altro che (— 1)" al (#01) O) 
o \XK_-,yja=@a; 


(— 1preÈ (&) , quindi il nari che figura nella (15) sotto gli inte- 
Ao QD 
04 


grali non sarà altro che SICH e conseguentemente avremo ora pel valore di Y 
E VESE 


en% e22% 0,0 n esso 
(17) Y= TINO Xe dr +-—- Xe dx +..t+ 7 Xen de=Z-7- X eg dx, 
g'(01) E (01) 2 (2) 16(0,) 


e l’integrale generale y della nostra equazione (1), quando i coefficienti 
Ad; 4,433: Gn-1,0, Sono tutti costanti e la equazione caratteristica della 
equazione omogenea corrispondente ha tutte le radici diseguali «,,2%2,..., 2%, 
sarà dato dalla formola (14) dove Y ha il valore (17). 

In particolare quindi per la equazione del second’ ordine y"—n°y= X 


dove 2 è una quantità costante l'integrale generale sarà dato dalla formola 


L) 
nk NI 


€ 
y= ce + cre LL Xe" da — SY prada, 
> 2n 2n 


486. — Per la integrazione della equazione completa (1) di ordine n, oltre 
al processo di Lagrange che abbiamo dato che la riduce a quella della equa- 


PMTGRA MEL 


zione omogenea corrispondente pure di ordine 7, se ne può dare un altro 
col quale la integrazione della stessa equazione completa viene ridotta a 
quella di una equazione ancora omogenea ma dell’ordine n +1 senza che 
occorrano più allora le quadrature che si richiedono per determinare y sotto 
la forma (11) o sotto l’altra (13). 

S'indichi perciò con ®(y) il primo membro della equazione completa 
data (1), e si divida questa equazione per X. 


Per gli integrali y di questa equazione avremo Do) — 1, e quindi 
anche 
(18) (oa ye) + do di Sal cl TE ti o fed ag Lo (a Un] y na (&)y= ; 
lio (NCR) X X | Il NI NGN: Da ) 


cioè gli integrali y della equazione completa (1) saranno pure integrali di 
questa equazione omogenea di ordine n-+1, che può anche scriversi sotto 
la forma 


, Ù 


| X X 
(19) @y® 10 + iah+a,— to yP+l a tas Lux gen... ni 


ra: 
d'n_yt An Un_-3 S| Y = 


È ldnanzy=0. 

Ora questa equazione ammetterà certamente anche tutti gli integrali della 
equazione omogenea, di ordine 2, P(y)=0; però se 71,72,---17n saranno un 
sistema fondamentale di integrali della equazione, di ordine 2+1, (18) o (19) 
che abbiamo costruito, alcuni di questi integrali potranno appartenere alla 
equazione omogenea P(y)=0 ma uno almeno di essi dovrà non appartenerle, 
perchè se tutti fossero integrali anche di questa equazione che è di ordine 
n, fra essi verrebbe necessariamente a sussistere una relazione lineare e 
quindi non costituirebbero un sistema fondamentale d’integrali della (18) o 


(a % i, . P(7 
(19); dunque uno almeno dei detti integrali ad es: 7, dovrà darci i =" 
R or A S Yn o a Tk Yk x 
con x costante diversa da zero, e allora © ci darà to e — sarà 
11° (Li 


un integrale della equazione completa (1). 

Ne segue che se fra gli integrali 7, 72,-.-,7n41 della equazione (18) o (19), 
Y1Y2,:,Yx con k=1 saranno quelli che non sono al tempo stesso integrali 
della equazione omogenea ®(y)=0, e daranno 
CIPRO E 

X 


x (1) X 708 (MEZZE arr I 
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CON 13 %23»* Yx Costanti determinate diverse da zero, mentre i rimanenti inte- 
grali Yx413Yn4+2,:-*»Yny della (18) o (19) saranno anche integrali della equa- 
zione omogenea P(y)=0, allora le » funzioni 
Sala ) 7 Ci < 363 x pe 4 ) UTESE Yn42 3033 Ynwi 

saranno tutti integrali tanto della equazione (18) o (19) quanto della equa- 
zione omogenea D(y)=0, e per questa costituiranno un sistema fondamen- 
tale, perchè se non fossero linearmente distinti non lo sarebbero neppure 
Y13Y2y:+ Una; quindi l’integrale generale della nostra equazione completa 
(1) sarà dato dalla formola 


Uli 
eg tI 


TROTA Y DI i; 5 3 Vv 
o(È n nà t..t (fe it 2) Ca Yn4r + Crt Un4so ++ Cn Uni +Î, 


sd 3 " 1 n { su H 1 


essendo Y uno degli integrali particolari Li È Doe £ della stessa (1) che 
(1 2 k 
avremo trovati, e c,, 63 ,:..,6, essendo costanti arbitrarie. 

487.— E si può notare che il processo ora tenuto ci permette anche di 
dire che essendo data una equazione lineare completa (1) d’ordine » si potrà 
sempre costruire una equazione omogenea d’ordine +1 che ammette tutti 
gli integrali della equazione completa data, e questa equazione ‘omogenea 
sarà la (19), la quale ammetterà anche tutti gli integrali della equazione in- 
completa ®(y)==0 corrispondente alla equazione data (1). 

488. — Le considerazioni che ora abbiamo fatto ne suggeriscono altre 
che non sono prive di una certa importanza. 

Si supponga di avere una equazione lineare omogenea dell’ordine » 


(20) do + ay” 1) + da O ii Se IC22 7700 Di A Uny = 0 


che ammette tutti gli integrali di un’altra equazione pure lineare e omo- 
genea ma dell'ordine 7 — 1 


(21) doy® 0A Diy(® BK ba y® BK... + Dna + bay =0, 
e con questa ultima sì formi una equazione completa 
(22) (090 pid pal 00 MiA pl 0 Ma peli e DT Ma PRIDE 


e proponiamoci di determinare X in modo che questa equazione completa 
(22) abbia un integrale y, che insieme a quelli Y,,%2,---:Yn-: che sono gli 
integrali di un sistema fondamentale della (21) e quindi al tempo stesso sono 


integrali della equazione (20) formi un sistema fondamentale %,,%2,---3%n-1) Ya 
d’integrali della stessa equazione (20). 
Si osservi perciò che indicando con ®,_;(y) il primo membro delle equa- 


orti < t19 P,_1(Y) i 
zioni (21) o (22), la (22) darà luogo all'altra x —= 0, ovvero 


/ ei | >. 
botdi Dl fan (Di4b:—b v ij) i bn rtbn bn a F|Y t 


(23) biy'+ bt bF 


| 
i) 6 
+ bn ba |Y=0 


analoga alla (19), e questa equazione, oltre ad ammettere gli integrali 
Y1:Y2r::5Yn 1 della (21) che per dato appartengono anche alla (20), per quanto 
già osserrammo al $ 482 ammetterà anche l’altro integrale y, di questa 


DIA 
acdoi 


o D, 1(y4)=X per y=%,,%, Sarà un integrale della equazione completa (22) 


equazione quando si prenda X=®, 1(Y,); e allora essendo 


tinti cati 


quando in questa X abbia il valore ora indicato ®,..1(Y,), che per ora però 
è sconosciuto se non è conosciuto %,. 

Ora per determinare questo valore X, osserviamo che quando sia trovato 
e sia posto nella (23), siccome allora questa equazione (23) verrà ad avere 
uno stesso sistema fondamentale d’integrali della equazione data (20), essa, 
per quanto dicemmo al $ 481, non potrà differire da questa altro che per 
un fattore costante 0 NC della sola x, e quindi avremo la equazione 
(24) do Bia b X__% 
OR UTO LO 


do 


(*), 


# Insieme alla (24) dal confronto della (20) colla (23) si hanno anche le altre 
n—1 equazioni 


BP Gee SR RE I O MP PIT TIE EE SAI MO PRE EE I A I Re Tp 


Diddy DX Va Va tdb li db dadi Ve ano Va 


Gib? bo DIRITTO: b, Xi ans 


| do do x Ao Do 0 


n Pe 


e queste per le considerazioni fatte devono venire soddisfatte di per sè dal valore 

dato sopra per X. 
E difatti se si scrivono i due sistemi, di n—1 equazioni ciascuno, che esprimono 

che Y13%Y2 +-+) Yn-1 sono integrali della (20) e della (21) e si scrivono anche quelle 

che vengono con una derivazione delle equazioni del secondo sistema, basta rica- 


VOI ani: SAID a Od Aa bi 
vare da questi tre sistemi di equazioni i valori dei rapporti ® , -® ,...,  , 3}, È, 
Gi © dg do © di Do 
Db 19] d' +5; d'. b. 90) OE Di Sd: 4 
n 0 E, A male A i ie per vedere subito che le equa- 
db db D siae db BASA o 
0 0 0 () 0 A 


zioni (2) scritte sopra riescono tutte soddisfatte dai valori che si trovano per questi 


rapporti e da quello che si ha per = dalla (24). 
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dalla quale si vede subito che dovrà essere 


; bi ni 
(25) ENTRO, \& o) E, 


essendo 4 una costante arbitraria; quindi noi possiamo dire ora evidente- 
mente che y, sarà integrale della equazione completa 


‘(do _M\ ax 
(26) Do y_d) + b, fe? + dh | billo y srt b._14 A: kb, o (x DI) 


e potrà quindi dedursi con sole quadrature dagli integrali che si conoscono 
Y13Y2 3: Yn 1 della (21), o della (20) stessa, col processo di Lagrange, cioè 
potrà prendersi per esso a causa della (11) 


n—-1 NEP) 
Det Nana et da 
(27) Yn= È sf ngi 


essendo D il determinante fondamentale degli integrali 41, Y2,----Un-1, © X 


essendo determinato dalla (25). 

489. — Con questa formola però per determinare y, bisognerebbe avere 
determinato almeno i primi coefficienti è, e è, della equazione omogenea (21), 
d’ordine n—1, che ha per integrali gli »—1 integrali conosciuti w,,%Ys ;---, Yn-1 
della (20); ma se si osserva che per la formola di Liouville data ai $$ 468 


bi Da IAA da 
e 480 si ha, = —-—-, e quindi si può scrivere anche 
do D 
DO f ali pi 
Ch arto 
(28) X= k bo Fennec 1 
D 
si vede che per l'integrale y, si potrà prendere anche 
= "di 
ne DE Ra 
(29) yy,= Loy, | pie © do, 
ì D 
e 


avendo tralasciato, come naturalmente può farsi, il fattore % che figura qui 
come costante arbitraria; e questa formola dà 1’n° integrale y, della (20) 
espresso per gli n—1 integrali conosciuti %,,%2,---:%»-1 senz’ altro. 

E, volendo, col limitare gli integrali che figurano in questa formola fra 
% e x e cambiare poi sotto gli integrali la variabile d’integrazione x in x, 
o col valersi della (13) invece che della (11) per trovare y,, si può avere 
questo integrale 7, anche con una sola quadratura per mezzo della formola 


(30) Ue= ——=5-]D,,z&, 
20 z 

nella quale s'intende che le notazioni siano quelle stesse che si hanno 

nella (13). 

490. — Così con queste formole (27) o (29) o (30) quando di una equa- 
zione lineare omogenea (20) di ordine » si conoscano n —1 integrali 
Y13Y23:-*3YUn-1 di un sistema fondamentale, si può determinare con sole qua- 
drature anche l’n° y, senza passare per le varie equazioni che bisogna suc- 
cessivamente costruire col processo del $ 478; e quando ci si valga delle 
(29) o (30) non ci sarà neppure bisogno di avere costruita la equazione (21) 
della quale gli integrali %,,%2;---3 Yn-1 Costituiscono un sistema fonda- 
mentale. 

Così può dirsi anche in particolare che quando si conoscano tutti gli 
integrali di un sistema fondamentale y,, Y2;---:Y, di una equazione lineare (20) 
omogenea e di ordine x, quelli della sua equazione derivata 


Ao TA + (ah +a)Y+ (a+ 49)" +... + (0,14 4)Y +0,y=0 


saranno gli stessi y,,%2,---,%, con più Valtro y,+, che per la (27) è dato 
dalla formola 
(31) pei =D |a 


Lo 


dove 1) è il solito determinante fondamentale degli integrali %,,%2,:--3%n 
della equazione data, perchè avendo riguardo alla (25) si vede che in questo 
caso per la funzione corrispondente a X può prendersi l’unità. E al solito, 
quando si voglia, questo valore di y,,, potrà aversi anche per mezzo del- 
l’altra formola 
a 
(32) Uni = Di 
(40 D). 

dani 
cioè con una sola integrazione. 

491. — In modo simile potrebbe trattarsi il caso di una equazione lineare 
omogenea di ordine n per la quale si sappia che ammette tutti gli integrali di 
un sistema fondamentale di un’altra dell’ordine #—2, o della quale si cono- 
scano #2 integrali di un sistema fondamentale, ma allora per determinare 
i secondi membri delle due equazioni lineari complete, una dell’ordine n—2 
e l’altra dell'ordine »—1, che conducono alla determinazione successiva dei 


: 
È 
3 
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due integrali che mancano per completare il sistema fondamentale di quelli 
della equazione data, occorre integrare prima una equazione di Riccati e poi 
fare una quadratura. 

492. — Aggiungiamo anche, a complemento del teorema che fu dato al 
$ 478 sull’abbassamento dell’ordine delle equazioni lineari omogenee, che 
quando si conosce un integrale Y di una equazione completa (1), col porre 
y=l+Y questa equazione si ridurrà subito a quella omogenea corrispon- 
dente 


do + N44 dna +4an9=0; 


e se si conoscono 2 integrali linearmente indipendenti della equazione com- 
pleta %,,%2,.-.,%;, venendo ad essere y» —%1,Y3 —%U1,-3Y —Y. 0-1 in- 
tegrali di quella omogenea, l'ordine di questa pel teorema del $ 478 potrà 
abbassarsi di :. —1 unità restando ancora omogenea; e si può quindi affermare 
che la conoscenza di 2 integrali della equazione completa permette sempre 
di abbassare di <—1 unità l’ordine della equazione riducendola al tempo 
stesso anche omogenea. 

Se poi invece di conoscere ? integrali linearmente indipendenti della 
equazione completa (1) d’ordine n, se ne conosceranno è della equazione 
omogenea corrispondente, allora la integrazione della equazione completa 
data si ridurrà sempre a quella della equazione omogenea corrispondente 
di un ordine inferiore di 7 unità quando si segua il processo di Lagrange 
del $ 483; e del resto, volendo, col processo stesso del $ 478 applicato al 
primo membro della (1), questa equazione si ridurrà anche ad un’altra equa- 
zione completa dell’ordine n —? sempre inferiore di ? unità a quello della 
primitiva. 

493. — Ai casi che abbiamo dato di abbassamento dell’ordine delle 
equazioni lineari se ne può aggiungere un altro che viene immediatamente 
dalle considerazioni generali esposte nel capitolo precedente. 

Secondo quanto dicemmo nel capitolo stesso una funzione (2,4, %,Y",--.,9%) 
di ordine » rispetto alle derivate di y è la derivata esatta di un’altra fun- 
zione dell’ordine n—1 quando sia soddisfatta la condizione (2) del $ 440 
(pag. 629), cioè 


(+ ira 


quindi avendosi la solita equazione lineare 
(33) of + ary + agg v +... ban Y+ay=X 


con X zero o no, si può dire subito che il suo primo membro sarà la deri- 


vata esatta di una espressione dell’ordine #—1 quando fra i suoi coeffi- 
cienti sia soddisfatta la condizione 


(34) QST I) (et) IPA E 


e allora si potrà fare subito una prima integrazione e si passerà ad una 
equazione dell’ordine 7-1 per trovare la quale basterà applicare i processi 
del capitolo ricordato, e che si riscontra subito che sarà lineare essa pure. 

Del resto, anche direttamente senza ricorrere alle formole di quel capitolo, 
applicando la integrazione fra 2, e x alla equazione (33) con fare successive 
integrazioni per parti sui varii termini, e ponendo 


: Pala 
, 
Pepi a eta 
f 
Pa = dg a Pi 


(39) 


con che in generale si ha 


(36) ica dal Rei 
e 
Pn=4n ARI si ta SRI Cappa TNETIIO + dé + (— 1 ao + (— IE ab, 


si vede subito che quando sia soddisfatta la condizione (34) che corrisponde 
alla p,=0, si giunge immediatamente alla equazione lineare deil’ordine n — 1 


(37) PIYPT A pit pe Bee pala Pery =, 


XL 
dove X, = / Xdx+C,, essendo C, una costante arbitraria, e così in questo 
CD 
caso l’integrazione della equazione data (33) sarà ridotta a quella della equa- 
zione precedente (37) ancora lineare ma dell’ordine n—1. 

Naturalmente poi se anche per questa nuova equazione (37) sarà sod- 
disfatta la condizione corrispondente alla (34), la integrazione di essa e 
quindi anche quella della equazione data (33) si ridurrà alla integrazione 
di un’altra equazione dell’ ordine 7 — 2 


(38) do greri îI: di VE: 53 «ee + Qun--3 Yy L Qu_2 Y TS Xx b 


7 
4 


è Li 
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at 
dove X,= / X,dx+C,, essendo C, una nuova costante arbitraria; e così 

eZ 
continuando, la integrazione della equazione data quando risultino soddi- 
sfatte le varie condizioni corrispondenti alla (34) per le equazioni che succes- 
sivamente si formano, potrà ridursi a quella di una equazione ancora lineare 

e di ordine alquanto inferiore. 

E osservando che per le 9091923: Ans ® così per la q,-, SÌ avranno 
formole analoghe alle (35), si vede subito che in generale si avrà Q@0 = € 


ONESTE SO otto 


per s=1,s=2,...,.s=%-—l.e con qu =0; e se il processo potrà ancora 
ripetersi, passando ad un’altra equazione 


(40) Yo y3+r, yi -_ ila + Cds): sE l'n_3Y — DIC : 
aL 
dove X3= | X,dr + 03; con C; nuova costante arbitraria, troveremo al modo 


e/ 


Lo 


stesso Yo = % € 


(41) r,=a,—3a',._1+ 6a”,_,—-10 a”,._3+...+(-1)° Malta als) 

per s=1,s=2,...,s="-2 e con r,s=0, evcosì potremo. continuare 
quando ne sarà il caso, formando i coefficienti numerici delle derivate nei 
coefficienti delle equazioni successive, colle leggi che si seguono per la for- 
mazione dei numeri che diconsi numeri figurati; come appunto è naturale 
che debba avvenire perchè in sostanza queste formole e questi processi non 
sono che quelli generali del $ 453 che ora abbiamo voluto applicare diretta- 
mente alla equazione data perchè così, in questo caso, le cose risultavano 
più naturali e anche più semplici. 

494. — Ritornando ora sul caso degli abbassamenti degli ordini delle 
equazioni lineari che possono farsi quando sì conoscono alcuni integrali della 
equazione omogenea data o di quella omogenea corrispondente alla equazione 
data se questa è completa, osserviamo che, per le considerazioni che allora 
facemmo, nel caso particolare in cui sì conoscono n — 1 integrali distinti della 
indicata equazione omogenea di ordine 7, la equazione data (omogenea o no) 
può sempre integrarsi completamente per sole quadrature mediante i pro- 
cessi precedenti. 

Fermandoci però in modo speciale sulle equazioni lineari del second’ordine 
omogenee o no, è facile vedere che, anche senza l’applicazione di quei pro- 
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cessi, e in modo molto più semplice si giunge sempre ad integrarle comple- 

tamente e si trova la formola esplicita che ne dà l'integrale generale quando 

si conosce un integrale particolare della equazione omogenea corrispondente. 
Sia data infatti la equazione lineare del second’ordine completa o no 


(42) Y + ay +ay=X, 
e sia y, un integrale conosciuto della equazione omogenea corrispondente 
dY'+ ay + a,y=0, per modo che si abbia 
dYFMY+@wnE=0. 
Moltiplicando quest’ultima per un integrale y della equazione data (42) 
e questa per y,, e poi sottraendo, avremo la equazione 
dy'Y-YY)T+aYn-YY) =; 


e quindi, osservando che y°y — y'1y è la derivata di yy — yy, basterà 
porre yY — Y1Y = per ridurre subito la equazione precedente all’altra 
del prim’ordine in x 


' 
Ao + A & __ Xy, , 


che s’integra immediatamente e ci dà per formole note ($ 366 (pag. 534-35)) 
pel valore di x o di yy, — Y1Y 


— di de Da de 
YYy-Yy=e€ Ja fin % i+ 0%. 
0 


essendo C, una costante arbitraria. 
Dividendo ora per yî si vede che il primo membro viene ad essere la 


derivata di a e quindi, integrando e introducendo una nuova costante ar- 
esa 


bitraria C, si troverà subito 


4 ate X da dr 
— fata e Uo balia. Ye Co 
A 


€ 
(43) y=Cy+Cy i 3 o da , 
Yi .Y 


per l'integrale generale cercato della equazione data (42). 
Supponendo X = 0, avremo più semplicemente 


— frate 
(44) A Leo 
y=Cn+t CY EN: da, 
1 
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per l'integrale della equazione omogenea 
(45) wy+ay +ay=0, 


quando y, è un suo integrale particolare; e in tutte queste formole nel caso, 
che spesso si presenta, nel quale la equazione (42) è della forma 


d dy 
7 (055) tay=X, 


Sata Ji da 
con X= 0 o no, nel qual caso a =a%, alle esponenziali e/ “ e e 


sì sostituiscono naturalmente &, e —, e le formole stesse sì riducono più 
lo 


semplici. 


Trasformazioni più comuni che possono farsi sulle equazioni lineari. 


Applicazioni alle equazioni del 2.° e del 3.° ordine. 


495. — Daremo nel capitolo seguente le formole generali d’integrazione 
delle equazioni lineari di ordine qualsiasi complete o no per mezzo di serie 
che potranno aversi sotto infinite forme. 

S'intende fin d’ora però come per l’applicazione delle formole che al- 
lora troveremo, e anche per altri studii che vogliano farsi sull’equazioni li- 
neari, possa talvolta giovare di avere queste equazioni con certi coefficienti 
piuttosto che con altri; e si comprende quindi come sia utile il conoscere 
le principali fra le più comuni trasformazioni che possono farsi sulle equazioni 
medesime. 

La più semplice di tali trasformazioni è quella che si fà moltiplicando 
tutta la equazione per una funzione ) che si dovrà scegliere poi in modo 
adattato per fare sì che uno o più dei coefficienti della equazione, o la intera 
equazione vengano ad avere certe particolarità speciali. 

Così ad es. avendosi la equazione 


(1) Ya, y% + Gy" +... + @noyY+any=X,; 


quando ad essa se ne voglia sostituire un altra nella quale il coefficiente 
del secondo termine sia la derivata di quello del primo, come nel caso al 
quale accennammo in fine del paragrafo precedente per le equazioni del se- 
cond’ordine, basterà prendere la funzione moltiplicatrice X in modo che si 


SR Oa) _ 4 ite 
abbia (X@) =a,, ovvero -—-=—, e quindi \=— e/ ©, essendo % 
À 4 3 0 


una costante che potrà sempre prendersi uguale ad uno. 


IREROLIT 


496. — E se si vorrà invece fare in modo che moltiplicando per > la 
equazione (1) il suo primo membro diventi la derivata esatta di una fun- 
zione dell’ordine x - 1, con che una prima integrazione potrà subito effet- 
tuarsi riducendosi allora la equazione data ad un’altra di ordine n — 1, bi- 
sognerà prendere per ) uno dei moltiplicatori di Iacobi dei quali parlammo 
al $ 449 (pag. 639 e seg.), cioè si dovrà prendere per ) una funzione che 
soddisfi alla equazione differenziale in 


2) a) rat (al... +1 ant ra =0 


che risulta subito dalla (20) dello stesso $ 449, e che è pure una equazione 
lineare e omogenea dell’ordine ». 

Quando poi si riesca a trovare un integrale ) di questa equazione, allora 
la equazione (1) moltiplicata per % darà subito luogo all’altra dell’ordine n — 1 
alla quale testè accennavamo sopra, che ne rappresenterà un integrale primo, 
e che potrà trovarsi anche eseguendo integrazioni per parti successive sul sin- 
goli termini come facemmo al $ 493; e questa equazione dell'ordine n —1 
sarà la seguente 


(3) Pos + piy +... +p.1y=fJXXde+C, 


essendo C una costante arbitraria, e avendosi 
} sr , DES ' PA AIN Ù CRE LI 
(4) Po=)%, Pi=}@— Po, Pa=XA- Pr, Pnr= Kn Pa, 


con p,=4, — P',-1= 0 perchè p, sarà precisamente il primo membro della 
equazione (2) nel quale sia messo % al posto di x. 
La equazione (2) si chiama la equazione aggiunta della equazione 


(9) dYALayNAL...tan1Y +any=0, 


cioè della equazione omogenea corrispondente alla (1), e il suo primo membro 
sì chiama 2l polinomio aggiunto del primo membro di questa equazione; 
e essa ha molte proprietà notevoli, fra le quali quella che prendendo di 
essa la equazione aggiunta si ritorna alla equazione primitiva (5). 

Difatti moltiplicando la stessa equazione aggiunta (2) per un fattore y. 
e poi integrandola coll’applicare ai suoi termini successive integrazioni per 
parti, come facemmo per passare dalla (1) alla (3) dopo di averla moltipli- 
cata per À, si trova che i moltiplicatori » che rendono il primo membro 
della (2) la derivata esatta di una funzione di erdine n-—1 in x vengono 
ad essere appunto gli integrali della equazione omogenea (5), la quale ri- 
sulta così all’infuori di un fattore la equazione aggiunta della (2). 
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497. — Una seconda trasformazione delle equazioni lineari (1) (complete 
o no) che pure riesce talvolta utilissima, consiste nel cambiare la funzione 
incognita y col sostituire ad essa il prodotto 2 di due funzioni una delle 
quali per es. « dovrà essere la nuova funzione incognita, e l’altra £ dovrà 
prendersi poi in quel modo che più converrà per fare sì che la nuova equa- 
zione differenziale in w abbia date particolarità. 

Con questa trasformazione le derivate di y si determinano colla, solita 
formola di Leibnitz, e si hanno quindi le formole 


Y Fi tu, 
yi = tut ius 
y" A l'ut 2l'u'+ tu ) 


yP = EMut kt Vu + lt at. A+ dal ut + tu, 
tin IL (1) de La bust 


y®n = Muto mi Vut (E RATA] TA TA SEA e O RAZIONE 


per mezzo delle quali, analogamente a quanto trovammo nel $ 464, la equa- 
zione data si trasforma nell’ altra 
ot + (ren 098 + 211) UN 4 (not + (n-1)ng at +90) uN BL... 
+ (mt + (n—- 1) 00979 +... + 2, Gnot 4 Gn_1t)u + 
+ (00 + gt +... + ant + anttu=X, 
e in questa, appunto prendendo per £ una funzione adattata, potremo tal- 
volta fare acquistare ai coefficienti valori o proprietà speciali (*). 


Così potremo sempre in una equazione lineare qualsiasi di ordine » fare 
sparire il secondo termine cioò quello di ordine » — 1, prendendo # in modo 


1 1 % q 
. a TRY rr 00 
che si abbia nat + a,g=0 ovvero -=-—-,0t=ke "+ , cioè po- 
t na, 
1% 
n” Ho 


nendo y= ke u, con & costante arbitraria che potrà sempre pren- 


(£ Si può notare che in sostanza questa trasformazione fu già applicata per 
le equazioni lineari al $ 464 e poi al $ 478 quando si trattò dell’abbassamento 
dell’ordine delle equazioni omogenee delle quali siano conosciuti uno o più inte- 
grali, prendendosi allora per # uno degli integrali conosciuti col quale veniva a 
sparire l’ultimo termine nella equazione trasformata. 


44 
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dersi uguale ad uno; per modo che se nella equazione data sarà già @, = 4), 
come vedemmo sopra in fine del $ 495 che poteva sempre aversi, basterà 


u 
prendere y= Va i 
Ao 


498. — Una terza trasformazione poi potrà farsi col cambiamento della 
variabile x in un’altra é colla formola dex = f (È) dî, o e= | f(&) dé+ cost., 


e combinando o no questa trasformazione colle due precedenti. 
“Per le formole del cambiamento della variabile indipendente, a y°,Y",Y°,..., 
bisognerà allora sostituire i rapporti 


6 dy d'yde—d°xdy (d'yde — daddy de—3(d°yda — da dy) dx 
(6) ERRE po SET IR TRO de © 


nei quali i differenziali sì intendono presi rispetto alla nuova variabile È, 
e la nuova equazione, nella quale nei coefficienti 4, @,, @2,-.., Qn_1; An Per 
x bisognerà intendere posto il valore precedente in è, verrà sotto una forma 
assai diversa, che, quando si scelga convenientemente la funzione trasforma- 
trice f (é), potrà talvolta riuscire più comoda di quella dalla quale si parte, 
o venire a soddisfare a condizioni speciali che si richiedano. E altre parti- 
colarità potranno ottenersi coll’ applicare contemporaneamente anche le tra- 
sformazioni dei due ultimi paragrafi. 
499. — Così ad es. la equazione del second’ordine 


(7) 4 + @Y +ay=X 
colla trasformazione data dalla formola dx = f(éÎ) dî o 2 =| f(£)d£+ cost. si 


cambierà nell’altra 


yJf_-fyY , day 
Amaia] < cli + ay=4X, 
li f 
ovvero 
(8) afy' + (af —@f)yY+afy=Xf°, 
nella quale le derivate di y e di f si intendono prese rispetto a É, e in 
4, 4,,4, € X si deve intendere che al posto di « sia messo il suo valore 


in è, cioò ax=fl f(€) dé + cost. 


E così volendo ad es. fare sparire il secondo termine con questa trasforma- 
zione, come si dette il modo di farlo sparire anche colla trasformazione prece- 
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dente del $ 497, bisognerà scegliere la formola di trasformazione dx = f (é) dé 
in modo che sia a, f°-— @&f'=0, ovvero a, f° dé-— a, df=0 o anche, per essere 


A) 


da =fdè,a,fdx-a,df=0 e quindi ef= f aes on o f=ke do 
241, 


d, 


di dn 
dx f RR UR 1 no fl Pai 
con & costante, e perciò --=%ev° e infine è = pei fee ° dx+cost., 


e in queste formole potremo sempre prendere k= 1. 
500. — E quando si parta dalla equazione di second’ordine già ridotta 
alla forma 


d( dy 
(9) T(nE)+ay=x, 


o quando, se sarà stata data sotto la forma generale (7) le si applichi prima la 


a 
vp pag gent, 
trasformazione del $ 495 col moltiplicarla per prat “°° onde ridurla a questa 


(U) 
forma, allora colla trasformazione precedente essa diventerà la seguente 


(10) d (2 dy 


di 2 gg tefy=fX, 


sì riduce subito all’altra 


; ; : a dx 
che in particolare quando sia f=@ 0 dé = È 
0 


(11) Y + a0y=@X, 
intendendo ora che #04, e @ X siano espressi per é mediante la formola che 
CADeR 4 da dx l 
sì ricaverà dalla dî=—, 0 î= Fo + cost., come, in questo caso di 
(27) 0 


a,= 0%, risulta subito anche da quanto si trovò in fine del paragrafo pre- 
cedente. 

E se giunti alla (10), applicheremo anche la trasformazione del $ 497 col 
fare cioò il cambiamento della funzione y nella « mediante la formola y= tw 
che dà y =tw + tu, la (10) stessa si trasformerà subito nell’altra 


a UT na, (ragni 
(12) iu (2) +20] u' + (2 o) a {u= VE 
nella quale le varie derivate devono intendersi prese rispetto a £É; e per la 


presenza delle due funzioni arbitrarie f e # potremo fare acquistare a questa 
equazione infinite forme diverse. 


2. TOS. 
Così volendo che in essa manchi il termine in w' basterà che si abbia 


bal d 
a È) 4 


(3 + ri t'=0, ovvero 2 ptt (f)e “IU 


kf i i 
cioè basterà prendere {= VEL con & costante che potrà sempre prendersi 
do 


. fa ui . I 
uguale ad uno; e allora avendosi È = (A) , il coefficiente di x diverrà 


f La 
SARE 
la, fi, -{V di) V ALE, e la equazione precedente (12) si ridurrà subito 


all’altra senza il secondo termine 


Lo) e +|@p-(V CIALE Llu=fV;La, 


nella quale la funzione f(é) resta ancora arbitraria, e le derivate si inten- 
dono prese rispetto a È. 

501. — In seguito a questi risultati noi possiamo dunque affermare che 
data una equazione generale lineare del secondo ordine (7), riducendola prima 


Li de 
alla forma (9), se già non è di questa forma, col moltiplicarla per ” di SUA 


0 
e facendo poi il cambiamento di variabile colla formola dx = f($) dé, e in- 
fine cambiando anche la funzione y colla formola y = \ a © la equazione 
0 
data potrà sempre trasformarsi nell’altra 
(14) Y+By=1, 


dove f e x sono dati dalle formole 


Iii 
a=7 Ve) cv i3SVx 


nelle quali tutto deve intendersi espresso per è, le derivate s’ intendono pure 


(15) 


prese rispetto a î, e le 4,4, e X si intende che siano quelle che figurano 
nella equazione posta sotto la forma (9) espresse però anch’esse per é; per 
modo che quando vi si vogliano invece fare figurare i coefficienti della 
equazione data sotto la forma generale (7) bisognerà nelle (15) ad @,, 4 e 
X sostituire respettivamente 


di "ay 
— da = 4% = da 
fan q, X IE, 
(16) e; Uo * SR e do e Uo 


pe) pe © 
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E la riduzione delle equazioni di second’ordine alla forma più semplice 
(14) potrà farsi in infiniti modi, perchè in f e ‘ la funzione f(É) resta del 
tutto arbitraria. 

Così in particolare partendo dalla equazione già ridotta alla forma (9), e 
da o 

; Pars 
V& Ni 


in v trasformata della stessa (9) sarà la seguente 


prendendo con X=1,/=V, cioè dé — la equazione (13) 
l 
(17) u + De -(a i) osti lu= 0 TX. COnLiy mito 


prendendo f= 1 cioò x = È, il che corrisponde a non fare il cambiamento 
di variabile, la equazione trasformata (13) sarà l’altra 


Fas AMORI DE 
(18) Ud (a) do " u=4 ipo 
RESO 
da, È dea 
e prendendo infine f= @, cioè di = Ss=f -—, si avrà, come già tro- 
ni Udo 


vammo sopra, l’altra trasformata (11) cioè 
(19) Ud I ORI 


e particolarizzando f in altro modo potremmo avere anche altre forme no- 
tevoli nelle quali può trasformarsi una equazione lineare qualsiasi del se- 
cond’ordine già ridotta alla forma (9). E nelle equazioni trasformate (17) e 
(19) s'intende che le varie derivate siano prese rispetto alla nuova variabile £ 
e che i coefficienti che ci Ai vengano espressi per è mediante le for- 


mole di trasformazione È = e î= | — respettivamente. 


502. — A proposito ancora delle equazioni lineari del second’ordine ag- 
giungiamo anche le considerazioni seguenti. 


Osserviamo cioè che se si eseguisce la derivazione seconda rispetto a è 
regna? 
per la espressione V ; che figura nel valore (15) di £, per la formola di 


Leibnitz si trova 
; % .À | 1 i | t) Que È. 3) Paige 
VEYA lui] 
dà 
e se in questa s’introducono le derivate di a,® rispetto ad x invece di 
quelle che ora vi figurano rispetto a É, coll’osservare che per la formola di 


oli (2). = A+ (1 


e quindi il valore (15) di £ che figura nella equazione trasformata (14) della 
equazione (9) verrà a porsi sotto la forma seguente 


dR o E latl.! agg 


) 


o anche sotto l’altra 


1 (Li 
stelle) 
Ao 3 | dé 7 ) e Di 


(0) 


mentre si ha al tempo stesso 


perchè f= 2 1 


503. — Ritornando poi alla equazione di forma generale (7) col sostituire 
alle a,, a, e X le espressioni (16), avremo subito 


o= 


RARE (7)? 
e) (8) 


20 seri 
(20) E 


AGATA 0 


LTT rn dai 


mentre il valore di # diverrà 


1 (#7 1 
(#7) Mag 


(21) SEC E LI 

quindi si può dire che avendosi la equazione lineare generale del secondo 
ordine 

(22) WY + ay + ay=X, 


se si cambia la variabile x nella variabile & colla formola de =f(£) dì, e 
invece della funzione y si introduce la funzione « colla formola y=tw nella 
quale # è dato dalla (21), la stessa equazione (22) si trasforma nell’altra in w e É 


(23) ut Bu, 


dove f e y sono date dalle formole (20) nelie quali s’ intende che, dopo cal- 


K ITA È (471 i i | go 
colata la derivata | — | e l'integrale / PIL alla variabile x sia sostituita 
\do /a I do 


è 


per tutto la variabile £ colla formola x = | f(&) dî + cost., essendo f(É) una 


e/ 


funzione di € che è finita continua e derivabile almeno fino alle derivate 
seconde ma del resto è arbitraria. 

E si può notare che questi risultati potranno ottenersi subito anche di- 
rettamente dalla (8) applicandole la trasformazione y=t#, senza passare per 
la: equazione ridotta della forma (9). 

504. -- Così evidentemente si può ora anche affermare che quando si 
parte da una equazione lineare del second’ordine (22), se avverrà che, con 
una scelta conveniente della funzione f(£), la sua trasformata (23) risulti 
una equazione che si sappia integrare e il cui integrale sia w, potremo in- 
tegrare subito anche la equazione data stessa (22) e il suo integrale y sarà 
ho 


l 
PST da 
dato dalla formola y=Vke “f° u nella quale per È in f e in « si 


dovrà intendere introdotto x valendosi della formola x = JI f (€) dé + cost. 


E viceversa si può dire che se la equazione data (22) potrà subito in- 
tegrarsi e il suo integrale sarà y, potranno pure integrarsi immediatamente 
le infinite equazioni lineari e del second’ ordine in wu e è 


a (0 


(24) u'+ | 
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nella quale 4% è una costante arbitraria e al posto di x si intende posta la 
funzione x(£) che potrà prendersi arbitrariamente purchè derivabile almeno 
fino al terz’ordine; e l’integrale di questa equazione sarà dato dalla formola 


1 Abisa 


p 2 do fi b 
“seu 
VEVa È 


Partendo poi da questa equazione (24) come se essa fosse la (22), e ap- 
plicandole gli stessi processi, giungeremo a infinite altre equazioni che po- 


(25) 1 


tranno pure integrarsi subito, e così potremo continuare indefinitamente. 

505. — Così supponendo che la equazione data (22) sia la y"=0 il cui 
integrale è cx + e, con e e c, costanti arbitrarie, e supponendo nelle formole 
precedenti 4= 1, si può dire ora in particolare che la equazione omogenea 
del second’ordine. 
(26) QAR EPA E OA 

fr, sa 

nella quale x(î) è una funzione arbitraria qualsiasi che ammette almeno le 
derivate terze, può subito integrarsi e il suo integrale è 


DA ee(6) +e, 


VE 
ua Last / 
e così, più particolarmente ancora prendendo x(f) = — + si troverà che la 
equazione i 
(27) 4&u —3u=0 


l 3 
ha per integrale u = cÉ + c'É? con e e e' costanti arbitrarie. 
E supponendo che la equazione data (22) sia l’altra y"—x?y=0 il 
cui integrale è y=ce* + c,e-"* si potrà dire che la equazione 


u= 0) 


Ve® 


può subito integrarsi e il suo integrale è 


) 


(28) u — nta agi | CIA A) CIG) 


cer HE A oe) 
UU pied 


Ve È) 
i ag 
E in particolare prendendo ora x (é) = 5 sì troverà che la equazione 


Pa 3 \ 
29 VA EZIO 
(29) (84 fa)u 


Il 
(=) 


TI —r e —r- 


ha per integrale 
ds) TARE, 
ce” + ce 
UR 
VE 
Partendo poi da queste equazioni (26), (27), (28) e (29) si giungerebbe 
cogli stessi processi ad infinite altre equazioni pure integrabili immediata- 
mente ecc. 
506. — Anche per le equazioni lineari del terz’ordine le trasformazioni 
precedenti conducono a risultati che presentano uno speciale interesse; e in 
particolare partendo da una equazione lineare del terz’ ordine generale 


(30) dY"+ ay + ay +a3y=X, 


col fare il cambiamento della variabile e quello della funzione mediante le 
formole precedenti dx = f($)dî e y=tu, si riesce sempre a fare sparire 
dalla equazione il secondo e il terzo termine, riducendo cioè Ja equazione 
data alla forma 


(31) u"+bu=Xg, 


dove 6; e X, sì intendono espresse per la nuova variabile È, e le derivate 
s'intendono prese rispetto a È; e questo si fà colla integrazione di una equa- 
zione lineare e omogenea del second’ordine che manca del secondo termine, 
e di una del primo che s’ integra immediatamente. 

Si osservi infatti che con questi cambiamenti, dovendo sostituire nella (30) 
al posto di y il prodotto tw, e al posto di y',y",y" le espressioni differen- 
ziali che si hanno dalle (6) cambiandovi y in #w, si vede che la equazione 
stessa si trasforma nell’altra 


af (tul'—(3aff — af) (tul- (ff +af°f — 3uf°— af) (tu) + 
sa azf° (tu) =f°X, 


nella quale le derivate devono intendersi prese rispetto a È. 
Sviluppando ora le derivate di #x colla solita formola di Leibnitz, questa 
equazione si riduce alla seguente 


(32) af°tu"+:3@ft -(3aff - af9)t}iu'+}3a,ft'-2(3aff - aff)t— 
— (@ff'+af°f -3af°- af))t}u+jaf°"-(3aff' - a f9)t' — 
— (@ff'+af°f -3af?- af')t'+tafitiu=f9X; 


e quindi se si vuole che in questa manchino il secondo e il terzo termine 
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Po) 


bisognerà che f e # siano presi in modo che si abbiano le due equazioni 

fado 

lare 

Ora la prima di queste equazioni può scriversi sotto la forma 
el) taat® 


e ricambiando in questa la variabile é in « colla formola da =fdî si ottiene 


(33) 


dt t 
l’altra omogenea e di prim’ ordine DA ( 2) + SS) cho s’integra im- 


i 3a f 


mediatamente e ci dà t=Kfe * Ia 34 con % costante arbitraria che prende- 
remo senz'altro uguale a uno, con che si avrà intanto 


(34) i= aloe 


Osserviamo ora che colla derivazione rispetto a È la prima delle (33) dà 
luogo all’ altra 


d) t 12 NA 
ef )e-jL Gp f— A fi 
che sottratta dalla seconda riduce questa alla seguente 
i a def duri 
(fade lifnr njiia 
0 


e ora eliminando £ e #' fra questa e la prima delle (33) si trova la equa- 
zione differenziale nella sola f 


Dia a i a \/ a. i fi a \2 
ia fe DIRTI l De 2652 IT da i, pu 
SIMO o (3) 1 Dios (£ 30 DG 


ala) 


1 
o anche dividendo per Li E) 


(G)He- stride 


le derivate intendendosi prese tutte rispetto alla variabile &. 


200 


ovvero 


DORESOn SIZE 


Ricambiando ora in questa la variabile é in x colla solita formola da = fd È 
si giunge subito all’altra 


(35) (Vp+3|e-3(0)-(2)[v7=o, 


Ao x 
/ N97 
. . . . ,: . “L\N (071 
nella quale a scanso di equivoci abbiamo posto l’indice 2 a (V AAC 
\ Ao / 
per indicare che qui le derivate s'intendono prese rispetto ad x; e si con- 
clude quindi, che determinato un integrale x in funzione di x della equazione 
di second’ordine priva del secondo termine 


lirosnesis av tanta, 
3 phi DTA PDS Alla #19 POLIA Te) Pe ce (*) 
0) hi 4 3 (2) I È Ù 
3 Î SO: dx 
potremo prendere f=x°, e allora si avrà £= 25h cost. per la formola 


che serve a fare il cambiamento della variabile. 

E così noi possiamo dire ora evidentemente che avendosi una equazione 
lineare del terz’ordine qualsiasi (30), quando in essa si faccia un cambiamento 
di variabile colla formola 


dx 
(37) = 5 + cost., 


essendo 2 un integrale della equazione del second’ordine (36), e si cambi 
la funzione y in tw, essendo £ dato dalla formola 


(38) E nbr 


la equazione stessa (30) si trasformerà nell’altra 


pu i Val Voli 12 È / \ 

(39) aotl"+|t7 - È cul - 7 - (alta - Tr - af) asftu= 
DA de 

xpe 3 40 ; 


nella quale f= 2°, e le varie derivate s'intendono prese tutte rispetto a È, 
come tutte le quantità che vi figurano si intendono espresse per é per mezzo 


‘ade 7 gar : : 
| questa equazione si riduce subito all’altra in 


LEVE IPe/aj I clara 

NPA = di) 3(0) Sela: 

7 MÈ ALLE do 27) 

che è una equazione di RICCATI e si sa integrare in molti casi come mostrammo 
ai $$ 381 e seg. (pag. 550 e seg.). 


(# Col porre z=e- 


SET e 


della formola (37); e in questa come volevamo mancheranno appunto i 
termini in w e wu". 

507. — In questa equazione trasformata (39), nella quale, come abbiamo 
— 2 de 
detto, s'intende che £ abbia il valore precedente fe © 5% 


drato di uno degli integrali x della equazione (36) che si supporrà conosciuto, 


, ef sia il qua- 


il coefficiente di x e il secondo membro risulteranno pienamente conosciuti 
quando per mezzo della formola (37) si riesca ad eliminare x facendo così 
comparire per tutto È invece di «. | 

In particolare per giungere alla effettiva determinazione del coefficiente 
di « nella stessa equazione (30) può giovare l’osservazione che invece delle 
tre prime derivate di # rispetto a î potremo sempre farvi comparire soltanto 
e ì coefficienti della equazione data oltre alla funzione A e alle sue derivate, 
perchè per la prima delle (33) si ha e=(£ — sf) t, e derivando ri- 


spetto a é si trovano subito le altre formole 


EEA 
Aria (Egr) DET 
\/f a, a, \3 


"LEO PIA . 9 a str IC 4 il [Aes Di 
(Of 3a ardere 3a, /\f 3a, )+( f 7 Bal) i 


nelle quali le derivazioni s'intendono fatte tutte rispetto alla variabile £. 

508. — Del resto poi, volendo avere il detto coefficiente di nella (39) 
espresso in modo più semplice pei coefficienti della equazione data (30) e 
per le loro derivate, oltre che per quello degli integrali x della (36) che sarà 
Stato scelto, basterà seguire un processo speciale che risulta dall’osservare 
che, pel modo con cui fu ottenuta la (32), il coefficiente di v in questa equa- 
zione (32) non è altro che il primo membro della equazione data (30) nel 
quale è posto y=t ed è fatto il solito cambiamento di variabile colla formola 
(37), e dopo è moltiplicato per f°; e il coefficiente di « nella (39) differisce 
da quello della (32) solo per la soppressione del fattore f?#. 

Tenendo conto dunque di questa osservazione, converrà determinare 


prima le derivate rispetto ad x della funzione # o e Sa Fan nella quale 
deve intendersi che x sia uno degli integrali della equazione (36); e poichè 
con una prima derivazione di # si avrà subito 


(40) po A 


| 
| 
i 
1 
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derivando ancora e valendosi della formola (36) che può scriversi anche sotto 


la forma 
3 PAIA Bf ART 
41 4-=|[-]+{|]— + 
(41) (+32) 2, 
troveremo con calcoli semplicissimi 
[ORE DE AO RI ARAN ILI CELA 
9 e=ia(a A ii 
35) slelt+as(e) Podi an aio ; 
e derivando di nuovo e valendosi ancora della (41) troveremo 
| i Panaro, ia; (È batta 5(- (lead 801 0% 
CO Aeree 
sa 
e ora con questi valori di #,#",#" otterremo subito la formola seguente 


mn " ] VI (2 o la,(a i 2 (Qi 5 O) la, dg Qgl 
at'tat'tattat=|( RA CA pr A LEESLIO 
At +0 +A3t +03 Ga al Di ai altari ara i 


per la quale dietro la osservazione fatta sopra si può dire che per la equa- 
zione trasformata della (30) può prendersi senz’ altro la seguente 


1/a, INCA (È 2 (È UU i) de TT 
sa NE, Di) 43 2) 2\00 grego 


nella quale la derivata terza di x s'intende presa rispetto a È, mentre le varie 


x X ca dx 
2x5 u= Log 


(44) "+ 


derivate di 2 e 2° e di x in questa come nelle precedenti si suppongono 
(O) DAL 

prese rispetto ad x, e per x s'intende preso uno degli integrali della equa- 

zione (36); e dopo fatti i calcoli di queste derivate e scelto l’integrale x, 

s'intende che nel coefficiente di x e nel secondo membro la variabile x debba 


venire eliminata e debba invece introdursi la variabile & valendosi per questo 


della solita formola è = lì Lio cost. 


509. — In seguito a questi risultati noi possiamo dunque affermare che 
colle trasformazioni qui indicate la integrazione di qualunque equazione 
lineare del terz’ordine (30) sì ridurrà sempre a quella di una equazione 
lineare e omogenea del second’ordine (36) priva del secondo termine, e di 
una del terz’ordine (44) nella quale mancano il secondo e il terzo termine; 


ES AORA e 


e quindi quando queste equazioni (36) e (44) si sapranno integrare sì in- 
tegrerà subito anche la equazione data (30), e il suo integrale y verrà dato 


* di 
=) era ; È 
dalla formola y=tu=2° e Al 34, dove x è un integrale della equazione 


(36) e « è l’integrale della equazione (44), supposta questa equazione tutta 
espressa per la nuova variabile é mediante la formola (37); e s’intende che 
poi per avere l'integrale y della (30) dovremo tornare ad eliminare £ da « 


MUD Rx ‘da 
per mezzo della stessa formola (37) cioè £ = [5 + cost. 
#4 
E si può anche dire inversamente che quando si parta da una equazione 
(30) che si sappia integrare, e il cui integrale sia y, se la equazione corri- 
spondente del second’ordine (36) verrà ad essere essa pure fra quelle che si 


sanno integrare, potremo integrare subito anche la equazione finale (44) in w 
LA 
di C% 3 00 
e È, e pel suo integrale vu avremo u=——; 
44 


y dove per «x bisognerà in- 


tendere introdotta la variabile È per mezzo della solita formola $= | = + cost., 


essendo x un integrale della equazione (36). 

In altri termini dunque si potrà dire riassumendo che quando avendosi 
una equazione lineare del terz’ordine (30), la equazione corrispondente del 
second’ordine (36) venga ad essere fra quelle che si sanno integrare basterà 
che si sappia integrare una delle due equazioni (30) e (44) perchè si possa 
subito integrare anche l’altra, e i loro integrali y e « saranno legati fra 


ag: 
: = cole 
loro dalla solita formola y = z°e © 8%, ecc. 


510. — Così in particolare nel caso in cui si abbia 


LE VO RT CANON i DAREI) a] 
45 a par pe (A Ras) fesa — 3 (2)_3ha para 
(2 13 mo cor (2) 2 \0 Si0) ava i 


\ \ 


i LOMIMIS Cva SE dI RA 
dove le derivate dei rapporti E NR —° qui e in ciò che segue s’ intendono 
(1) (0) 


(0) 
sempre prese rispetto ad x, o più generalmente quando avendo potuto inte- 


grare la equazione del second’ordine (36) si abbia 


(Lala (a Rea ai 
46 _ | TTT] (I: rta FIRRIATO 
(46) ala) +32 (2) +5 (e) (3 3 4 i Ù 8; 


essendo in questa 4 una quantità costante, e essendo x un integrale della 
(36), allora, siccome la equazione trasformata (44) potrà subito integrarsi, anche 


— 709 — 


l’integrazione della equazione del terz’ ordine (30) si effettuerà subito com- 


pletamente e il suo integrale sarà dato dalla formola, y= tu = a? e sin Fa,” 
essendo v l'integrale della equazione trasformata (44) che dovrà ridursi pet 


: d 
zione di x colla solita formola :=S F+ cost. 
511. — Più particolarmente dunque se insieme alla (45) avremo l’altra 
CRAVEN GITA ERO II 
Sh Sbarzi 


allora sì la (36) che la (44) saranno subito integrabili e sarà x = ax + d 
con a e d costanti qualsiasi, e 


fa faf E I di tec+efé+ ef, 


i di PMO. 
e in questa valendosi della formola £ = s + cost. e dell’altra dé=3 


vi sì farà subito comparire x invece di è; e quindi, come abbiamo detto, 
sarà immediatamente integrabile anche la equazione data (30) nella quale 
5 n : ° 3 5 9 0g. 
il rapporto 2 rimarrà arbitrario, mentre gli altri due rapporti 2 e = rì- 
0 0 () 

sulteranno determinati dalla (47) e (45) che si suppongono soddisfatte, e delle 


quali la (45) a causa della (47) può anche scriversi sotto la forma 


Tron nnt a, (a, Il (È SO, 
-|- = th 
(48) 3 (a) 3% 2 (2) 2R 2° 5 Ao 
511. — E quando, pure continuando ad essere soddisfatta la condizione 
(47) non lo sarà però la (45), ma prendendo per x uno degli integrali 


a=ax+b che si avranno allora per la (36), con a e è costanti qualsiansi, 
si troverà che con esso è soddisfatta la condizione (46), cioè si avrà 


IDA la, A) (A) s(e) la, 4 a ___h 
(49) 6 (i) T3 do n () 197 n) IAA Do ai sE Gui (02: ED) 
ovvero per la (47) 


Le dee a ar Se h 
DO) (2) +32(2 on si a (ae+bf 
con hf, a e db costanti scelte convenientemente, allora si potrà senz'altro 
affermare che tutte le equazioni lineari del terz’ ordine (30) per le quali ri- 
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sulteranno contemporaneamente soddisfatte la condizione (47) e la (49) o la 
(50) potranno immediatamente integrarsi, e il loro integrale y sarà dato dalla 


FÀ, sl ae 


u essendo w l’integrale della equazione 


=CEPIIÀ Lr Mora Pal a 


formula y= (ax +b) 


(51) u” + hu 


ni 


nella quale al solito la derivata «" di « s'intende presa rispetto a $, e 


il secondo membro s’intende ridotto funzione di È mediante la formola 


da } 1 
ul cai Once aa + cost. quando si supponga @ 


diversa da zero, come del resto sarà naturale di richiedere perchè si abbia 
un cambiamento di variabile del quale valga la pena di occuparsi. Nel- 
l'integrale y poi al posto della variabile é che figurerà in « bisognerà so- 
stituire il valore in x dato da quest’ultima formola. 

Così in particolare se la equazione (30) sarà anche omogenea, e se sarà 


a=1,5=0,h=1, riducendosi allora la (51) all’altra u"4+«=0, il cui 


. n — È eri na. È fi 

integrale è u=ce *+e,e “+e, nel quale « e £ sono le due ra- 
dici cubiche complesse delle unità e e,c, e e, sono costanti arbitrarie, l’in- 
tegrale della equazione omogenea 


(52) Q0Y" + ay" + 494 + ay = 0 
sarà dato dalla formola 

LN a 2: i f 
GRA y:— greca Vi a) 


quando siano soddisfatte le due condizioni 


(a (2) _=0 

\a 3\a (AO 

(54) DI È i 

i (05) di A (44) (di Agi 
(2) pa (2)+ i (2) PagggnDno 


per le quali il rapporto ni resta del tutto arbitrario e gli altri 2 e 2 ri- 
0 0 0 
sultano determinati da queste condizioni. 

Più particolarmente ancora se la equazione data (52) mancherà già del 
secondo e terzo termine, allora essendo a, =a,=0 la prima delle condi- 
zioni (54) sarà già soddisfatta e la seconda porterà che la prima di queste 

43 


1 
sia a) e se ne dedurrà quindi che la equazione x°y"+y=0 avrà 
(9) ‘ 


— ll — 


per integrale 
È Gi £ 
ge (ELE 


512. — Infine, senza più richiedere ora che sia soddisfatta la condizione 
(47), aggiungiamo in modo più generale che quando si riesca a sapere che con 
un integrale x della equazione del second’ordine (36) risulta soddisfatta la 
condizione (46) con % quantità costante diversa da zero, allora se, per ab- 
breviare, indicheremo con H il coefficiente di x° nel primo membro dalla 
formola stessa, cioè se porremo 


LOLA 1 ET RIU AMA da 
so milan 


BRIO o 


1 
avremo Hx5=%, e quindi x=/6 H_ $ per l’integrale x che considereremo; e 
avendosi da questa 


TREIA IApiiita e | 
Cod (A i SURE TITTI h6 (1 6 H) ) 


x 


basterà sostituire nella (36) per concluderne subito che nel caso attuale sarà 


Rea TRI RO SEL AE dA e LA NII I 
6 6 RSS A Pa ela RA ii 
(56) H® (H H,) : (e) b (2) nl, 
o anche eseguendo il calcolo nel primo membro. 
ETA Le RAV NGRISI 
da (rs) alata 


Viceversa se, senza partire da un integrale x della (36) e dalla formola 
(46), si riscontrerà che per una equazione data (30) è soddisfatta quest’ultima 
condizione (56) e (57) nella quale H è data dalla (55), è certo, pel calcolo 

1 


l 
che ora abbiamo fatto, che anche allora x = 46 H © sarà un integrale della 
equazione (36) e al tempo stesso risulterà soddisfatta la condizione (46) 


= 


perchè questa in sostanza non è che la pipe posta sotto altra 
forma; quindi ora si può anche evidentemente affermare che tutte le equa- 
zioni lineari del terz’ordine (30) per le quali risulta soddisfatta la condi- 
zione (56) o (57) dove H è dato dalla (55), potranno immediatamente inte- 


di 
è 5 a È; — f = dx 
grarsi, e il loro integrale y sarà dato dalla formola y=?e vi 34 , OVVEro 


45 
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Da Mie) . 
y= (ki mt “i 3a u, essendo v l’integrale della equazione 


m di TR 
(58) u +nu=(gf" 2 Pa ro 


nella quale al solito il secondo membro dovrà ridursi funzione di £ mediante 
dx AE 
la formola È = | — + cost., o $= pa *dr+ cost., colla quale inver- 
74 
samente dovrà poi intendersi eliminato il È dal valore di « nell’integrale 


Lar CRM 
Y —(£) e 3a u della nostra equazione. 


, 


H 
513. — Osserviamo anche che se si pone Ho? la condizione (57) si 


9 LE VIN TIT a 9073 
dae a \° 


che è una delle equazioni di KRiccati che come sappiamo. ($$ 381 e seg. 


trasforma nell’altra 


o ero 
Uri i, 


[pag. 550 e seg.|]) s’integrano sotto forma finita in molti casi; e quando 
questa sia integrata, con una semplice quadratura se ne dedurrà un valore 
per H che uguagliato al valore (55) darà sotto altra forma la condizione (57) 
per la quale, quando sia soddisfatta, la equazione data (30) si può subito in- 
tegrare nel modo testè indicato. 

S' intende però che se l'integrale x sarà già stato effettivamente trovato 
per mezzo della equazione (36) — come ad es. avviene quando la espressione 


= 


2) Tia,\}.c a I 19 
(+3 (2) a pure essendo diversa da zero è una quantità costante 
Uo 0 0 


3 
o ad es. è ara 00 s(1 x° +1 IL 505) —, e se al tempo stesso si sarà 


riscontrato che con quell’integrale x la (49) riesce soddisfatta, allora anche 
senza valersi della condizione (56) o (57) l'integrazione della equazione (30) 
si effettuerà immediatamente come dicemmo al $ 508. 

514. — Infine osserviamo che nel caso particolare in cui nella equazione 


e x 1 2) 
data (30) manchi già il secondo termine, o più generalmente il rapporto 

do 
sia una quantità costante % la equazione trasformata (44) si ridurrà all’ altra 


più semplice 


ul" ai 57 si 3 ()— k da d3 


ai 3 do Udo 


ho 
6 xÎ 3 
u= — e 


0 


PROZIA UA tt 
SR) » 3 SR leda x | n S | 
e la (36) si ridurrà alla seguente er 
i ù 1 Ag 1 
x" tas pat] (cl O AI VE 
À i 4\q_ 3 


E” e con queste potranno trovarsi facilmente altri casi nei quali la equazione 
Stessa di terz’ordine (30) può subito integrarsi. 


XXVII. 


Altri studii generali sulle equazioni differenziali lineari 


—— to 0% 000-010 


Serie generali per le rappresentazioni degli integrali 
delle equazioni lineari. 


515. — I processi per l'integrazione delle equazioni lineari che abbiamo 
dato negli studii precedenti non possono servire completamente altro che nel 
caso delle equazioni a coefficienti costanti e in pochi altri casi. 

Quando però ci si contenti di avere gli integrali sotto forma di serie, 
allora si può applicare un processo generale che risulterà dagli studii che 
ora faremo e dal quale si trarranno poi anche conseguenze molto notevoli. 

Prendiamo perciò a considerare una equazione lineare 


(1) UYU LuayT i Lay. La YpPay=X, 


per la quale supporremo che nell’intervallo (a, 6) relativo ad x che si con- 
sidera, le funzioni @0,@; 02 }-.-3 @n-1, 4, X siano regolari, cioè siano finite 
e continue insieme alle loro derivate almeno fino a quelle che figureranno 
nelle nostre formole; e ricordiamo che nei $$ 495 e 496 (pag. 693-94) 
facendo una prima trasformazione della equazione lineare generale (1) col 
moltiplicarla per un fattore indeterminato x, abbiamo già notato che quando, 
posto per comodo s,=(—1)°, si prende pel moltiplicatore x un integrale della 
equazione 


(2) (002) + e (012)°70 + es(0,3)"P +... + en (0013) + en (0,2) =0, 


che, come già dicemmo al $ 496 (pag. 694), dicesi l’equazione aggiunta della 
equazione incompleta corrispondente alla (1), e si pone 


Tae 1A CISA ' ROSE, ' dI ' RETE ' 
(3) Po=%0U ) Pr X0M Po, Pare — Pi 3000 Pn = n Pn Pn An -Pn 3 
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con chè il primo membro della equazione (2) viene ad essere (—1)°p, e 
col valore scelto di x si ha p,=0, allora il primo membro della stessa 
equazione (1) diventa il differenziale esatto della espressione lineare 


(4) PoYVAPYTA... + ParY, 

e la integrazione della equazione data si riduce a quella dell’altra di or- 
dine n-1 

(5) Poy' 4 pyD+... + p.ay= f 2Xda+C, 


dove C è una costante arbitraria. 

E il primo membro di quest’ultima equazione può anche ottenersi con 
integrazioni per parti successive dei singoli termini del primo membro della 
equazione data (1) dopo di averla moltiplicata per x. 

516. — Non ponendo più ora la condizione che il moltiplicatore x sia un 
integrale della equazione aggiunta (2) e lasciando questo moltiplicatore del 
tutto indeterminato, si indichi con —Z il valore di p, corrispondente al va- 
lore che si sceglie per x, cioè si ponga 


(6) (Ge) + a (012) + es(004)2 +... + en_1(0,-12) + en (0,4) = 417; 


con che e,,,Z viene ad essere il primo membro della equazione aggiunta 6, 
come già si disse al ricordato $ 496, chiamasi perciò ordinariamente il po- 
linomio aggiunto del primo membro della (1). 

Allora colle indicate integrazioni per parti successive, invece che alla (5) 
si giunge alla equazione seguente che è caso particolare della formola (44) del 
$ 455 (pag. 649), 


do 
(7) PoY A piy PA... A PnoY 4 Par y = for +aX)de+-e, 
(#4 


dove le po, Pi 3°++:3 Pa) Par hanno ancora i valori dati dalle formole (3), 
per modo che il suo primo membro è precisamente il polinomio (4); e in 
questa ce è una costante che sarà uguale al valore che prende il suo primo 
membro per €=a, e dipenderà quindi dal limite inferiore a dell’integrale 
che figura nel secondo membro, e dai valori per «=a della funzione x che 
sarà stata scelta e delle sue derivate, oltre che dal valore per x=a del- 
l'integrale y della equazione data (1) che sarà stato preso a considerare e 
da quelli delle sue derivate y,%",...,y7, sempre per r=a. 
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Ripetiamo ora i procedimenti di calcolo già usati in generale nei $$ 456 
e 457 (pag. 649 e seg.), mantenendo fermo cioè l’integrale y dal quale si 
parte e prendendo successivamente per x le » funzioni reali o complesse 
%1,%2)--+)%, Che potranno scegliersi ad arbitrio ma tali che il loro Wron- 
skiano 


DA RARI I ARI) 
0 IE CIO ENT Ein 
Dir NERSATA DIRE IO PRES Ieri E AE 


nell’intervallo (a, è) sia sempre diverso da zero, con che, indicando in gene- 
rale con p,,s,4, e c, i valori delle p,, Z e c corrispondenti al valore x, di %, 
dalla formola (7) avremo le » equazioni seguenti coi primi membri lineari 
I YYY 


I x 
Pio + Pi Deva. + RISO | Pr. n-2 Yy +p,, SOTA - fun 4A) X) da+c; , 
(04 
XL 
(8) PI UA PAY ERRE PVT PAY - fora X)dax+c, 
(74 
Xx 
Pn,o YA Py Y E svate mp: Pn, n2 Y+P,, n-1Y - fo X) dx+c6,, , 
\ (74 


per le quali il determinante P dei coefficienti con facilissime trasformazioni 
n(m_1) 
($ 456) si riduce subito a (—1) * «@?Q, e sarà quindi diverso da zero in 
tutto l’intervallo (a,) quando oltre alle ipotesi già fatte si introduca, come 
ora faremo, anche l’altra che nello stesso intervallo @, sia diversa da zero. 
P, 
P' 
P, il determinante che viene dalla prima forma di P sostituendo agli ele- 


Risolvendo ora questo sistema di equazioni si trova subito y= +, essendo 


menti dell’ultima colonna i secondi membri di queste equazioni; e quindi 
cogli indicati processi del $ 457,,si trova subito che per l'integrale y che 
sì considera si ha la formola seguente 


XC 06 ; 
(9) y=3 (e + frate + fun tnt) 
Q a È 


— 7170 — 


dove 
n! —2 3 Ù n_-2 n Ù / _2 r, 
MAN 0; i RR (1), DAI EVI (Zi), 
495) a Nile gie?) Cg % al glo?) (43 ) 49 Za Cio (Za), 
10 mea 2 v 2 PICO 2 Xi LI la A 
( ) Qi= 9 da, a, dda È 
I y(n—2 DA; mer ; E ay(n_2) (7 : 
LR EIA, 4 rl dA l'A Re TAGE (Za), AO PRO si (Za), 


0° 


le parentesi coll’indice x, alle x, e Z, stando ad indicare che in queste 
funzioni al posto di x è stato messo «,, per modo cioè che questi determi- 
nanti Q., Qx,x, € 7x,a, risultano tutti dal Wronskiano Q sostituendo agli ele- 
menti della ultima colonna respettivamente €, , €, ,..., 6, per Q.; (41), E ( Za). 
ir (Za), Perhgziz (Zi). (Ze), Sa (Za), persgzion 

517. — La formola trovata (9), la quale del resto non è che un caso partico- 
lare della (49) del $ 457, lascia immensa arbitrarietà nelle funzioni #,,43,...:%,; 
perchè per esse si richiede soltanto che siano regolari e che il loro Wron- 
skiano Q non si annulli per valori di x nell’intervallo (a, è) che si considera, 
nè si esclude che tutte o alcune di esse possano anche essere complesse; 
ed essa ha una particolare importanza specialmente perchè conduce a trovare 
per gli integrali delle equazioni lineari (1) quelle infinite espressioni anali- 
tiche per serie alle quali alludevamo in principio, che poi alla loro volta 
dànno luogo ad altri risultati notevolissimi. 

Prima però di passare alla ricerca delle dette espressioni analitiche degli 
integrali, presentiamo le considerazioni seguenti. 

Osserviamo che quando, come supponiamo, 4,4, 4,...:0, e X sono re- 
golari nell’intervallo (a, 5), e @ è diverso da zero in questo intervallo e 
quindi anche per =, risultano senz’altro soddisfatte le condizioni per le 
quali — secondo quanto dicemmo in generale sulla esistenza degli inte- 
grali delle equazioni differenziali al $ 336 [pag. 495-96]— è certo che 
ad ogni sistema di valori Ya, Ya:Ya,.+:Y corrisponde sempre uno e un 
solo integrale della (1) che è regolare in quell’ intervallo e pel quale 
YY 34" ;---,4"7® prendono gli indicati valori Ya, Ya,Y"a,-,Y0 per a=a: 
per modo che ogni integrale che si voglia considerare y può riguardarsi come 5 
definito da questo sistema iniziale ya, 44,4", 90 di valori quando nel- 
l’intervallo (a, 6) al quale appartiene il punto *=@ sono soddisfatte le condi- 
zioni poste per 4, 4,, 02...0, e X. 

Ora, fissato un sistema di funzioni #,, #2 }...%, in un modo qualsiasi ma 
colla condizione che siano regolari e che il loro Wronskiano sia diverso da zero 
nell’intervallo (a, 6), ad ogni integrale y che si considera della (1) preso 
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arbitrariamente o definito da un sistema iniziale di valori Ya, Ya,Ya,-+Y4 


si può fare corrispondere un sistema di valori delle costanti c,,c2,..., €, che 
risultino determinati dalle formole 


Ci Foa SO Arena na Pi, uan | si pre t Pr, nu UE b) 


(11) co= (Pro A por y? +... + Po, n1Y)a=a è 


. . . . . . . , 


Cn = (Pro YA Par YA. 4 Pant Y)ona 


per mezzo dei detti valori iniziali yYa,%Ya,---,147; e poichè questi valori 
delle €,, €, ,...,6, sono appunto quelli che figurano nella (9), è certo che la 
formola stessa (9), nella quale per le costanti c,,c3,...,6, s intendano presi 
questi valori, varrà sempre per l'integrale corrispondente y dato comunque, 0 
definito per mezzo del sistema iniziale di valori 4a,Ya,Yay, YET. 

Inversamente, se si prende a piacere un sistema di valori per le costanti 
€, € ;-+-3 €, mantenendo sempre la solita ipotesi che per le funzioni scelte 
%13%2 ye+-y%n il Wronskiano Q sia diverso da zero per €x=a, le equazioni 
(11), avendo il determinante P dei coefficienti diverso da zero, deter- 
minano uno e un solo sistema di valori %a, Ya, Ya 3:-- 9 al quale 
verrà a corrispondere uno e un solo integrale y, e per questo varrà la for- 
mola (9) nella quale c,,c,,...,6, abbiano i valori dati; quindi sì può ora 
affermare che, scelto un sistema qualsiasi di funzioni regolari 1,2...) %n 
per le quali il Wronskiano sia diverso da zero, la formola (9) per ogni 
sistema di valori di €, ,€,...,0, definisce un integrale y della (1), e dando 
in questa formola alle costanti c,,c»,...,6, tutti i sistemi di valori possibili 
essa conduce a qualunque integrale della stessa equazione. 


E così ogni integrale y della equazione (1) potrà indifferentemente consi- 


(a_1) 
(04 


derarsi come pienamente determinato dal sistema iniziale Ya, Ya:Yay- 
dei valori di y,y,%";...:y47 per «=, o dal sistema dei valori che si 
sceglieranno per le costanti c,, c2,..., 6, per introdurli nella formola (9), e i 
legami fra queste costanti e i detti valori iniziali per uno stesso integrale y 
saranno quelli che risultano dalle equazioni lineari (11). 

918. — Osserviamo poi che se si indica con y, l'integrale corrispondente 
a un sistema c, 1; C,,2)---)C,,n di valori che si scelgano per le c;,€2,..-, Cn, 
per questo sistema si avranno le equazioni (11); e considerando » integrali 
Y13Y23:::3UYr 30°:)Yn © gli n sistemi corrispondenti di costanti e quindi di 


\ 
î 


Oi 


equazioni (11), e formando il determinante 


Ci €12 Cr,n 

Cossu Cola. Co, 
(12) Ca Ù \ 

Cn,l Cn,2 e 00 Cnn 


basterà avere riguardo ai corrispondenti sistemi di equazioni (11), per veder 
n(n-1) 


subito che all’infuori del fattore (—1) * questo determinante C viene ad 
essere il prodotto di quello che indicammo sopra con P e dell’ altro 


, eni 
VARIARE yi 7 
(a_1) 


do eb vr 


ded) Pa) o 

per r=a, e si ha quindi C=(ag QD),_4; e questo ci porta a dire che onde i si- 
SIEM dlvalori Cap, C-2030p a SCEItI per 16 COSTANTI 6,3 Cx 0, Ca DEL 13 2.3:0:39è 
conducano per mezzo della (9) a un sistema d’integrali %,,%2,.--,%, pei 
quali il determinante D sia diverso da zero, sarà necessario e sufficiente che 
il determinante © sia diverso da zero. Ciò sempre, bene inteso, nel supposto 


che a, e il Wronskiano delle funzioni scelte x,,2s,...,%, siano finiti e di- 


versi da zero per r=a. 

In particolare dunque nel caso in cui per essere X=0 la equazione 
lineare (1) sia omogenea, si può dire che onde la formola (9) dia luogo a 
un sistema fondamentale di integrali della stessa equazione sarà necessario 
e sufficiente che pei valori corrispondenti delle costanti c,., il determinante 
C risulti diverso da zero. 

519. — Aggiungiamo anche le considerazioni seguenti rispetto ai deter- 
minanti P,Q e D che capitano sempre in questi studii. 

Osserviamo cioè che, posto colle successive scomposizioni il determinante 


P dei coefficienti delle (8) sotto la forma 


A X Ei (@ x) E3 (4 Z1) 


Pe A,%3 € (4 Xo) E2 (4% %>)' »00° En (7 779 


Me (A a 


si vede subito che la sua derivata P' è il determinante stesso nel quale agli 
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elementi dell’ultima colonna sono sostituite le loro derivate ,_1(@4)", 
en1 (A %9) 1.0) End), e quindi valendosi della formola (6), e facendo 
poi le solite scomposizioni, si ottiene la formola 


nella quale P, indica ciò che diviene P sostituendo agli elementi dell’ultima 
colonna i polinomi Z, , Za} .-34n- 
Da questa poi integrando si deduce l’altra . 


(14) e, Dl P. e nici "dr +K 


Ma_1) (n—-2)(n_1) 
che per essere P—=(—1) ® arQe P,=(—1) * a73Q;, dove Q, si 
deduce da Q come P, si deduce da P, dà luogo alla seguente 


H n 
e Let se ta f “a gx n(n—1) 
(15) Q= ea fara afro ro der 4(—1) 0A 
\ (04 


n(n_1) 
essendo K una costante che sarà il valore di Po di —1) ? a#Q per 
vc, e nel secondo membro di quest’ ultima formola le funzioni @, e a, a 


ù, 


$ frirzao 
calcoli fatti dovranno sparire perchè esse non figurano nel valore di Q. 
Similmente il determinante indicato sopra con D dà luogo colla derivazione 


alla formola seguente 


ASD 


Ho 


, 1471 A 
Dea 


indicando con D, ciò che diviene D sostituendovi l’unità al posto delle varie 
derivate (2 —1)° nell’ultima colonna; e da questa si ottiene 


(16) p- 48%} (20, Lal ari 


essendo K, una nuova costante che sarà uguale al valore di D per ax=a, 


Man_1) 


° corrisponderà 


per modo che il prodotto K K, all'infuori del fattore (—1) 

al valore del determinante indicato sopra con C. 
Naturalmente quest’ ultima formola nel caso di X=0 si riduce subito a 

quella di Liouville ($ 468 [pag. 661-62]) relativa al determinante di un sistema 


fondamentale d’integrali delle equazioni omogenee 


PARATI” 
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520. — Premesse tutte queste osservazioni, torniamo a considerare la 
formola (9). 

E prima osserviamo che siccome in questa formola per le solite funzioni 
X1) X2,- + + 3%, non abbiamo condizioni all'infuori di quella di essere regolari 
e di rendere il loro Wronskiano Q diverso da zero pei valori di x che si 
considerano, potremo pel resto lasciarle del tutto indeterminate, o potremo 
porre per esse certe condizioni speciali, come ad es. quella di costituire un 
sistema di funzioni speciali date, o un sistema fondamentale di integrali di 
una equazione lineare omogenea d’ordine », data o che presenti date par- 
ticolarità; o quella di fare acquistare al polinomio aggiunto s,4,4 che figura 
nel secondo membro della stessa formola (9) una forma fissa e determinata 
perfettamente conosciuta che ci venga data avanti e sia espressa direttamente 
per la x o per mezzo della x e delle sue derivate. 

Nei primi casi i polinomii aggiunti ,41Z1; €n4142) + - +} 5n414, vengono 
ad essere conseguenza dei valori scelti per le funzioni %,, #2, ...,%, 0 dei 
coefficienti della equazione lineare omogenea di ordine n in x che sia data 
per determinarle; e poichè quando questa equazione non sia data e siano date 
invece le funzioni %,, %:,.-.,%, SÌ potrà sempre costruire coi processi del 
$ 482 [pag 676 e seg.] una equazione lineare omogenea di ordine » in 2 che 
abbia per primo coefficiente 4 e della quale le funzioni date %,, %2, .. 3% 
costituiscano un sistema d’ integrali fondamentali, così in questi casi il polino- 
mio aggiunto e,4,4 si potrà sempre ridurre ad essere una espressione lineare 
e omogenea dell’ordine n—1 al più in x; e quando risulti zero o anche sol- 
tanto di ordine inferiore a n—1, evidentemente i determinanti P, e Q, delle 
formola (12) e (13) saranno zero, e queste formole si ridurranno più semplici. 

Nell’ultimo caso invece, cioè quando sia fissato il valore, espresso per x o 
per la x e per le sue derivate, che dovrà avere il polimonio aggiunto e, Z, la 
formola (6), a meno che non divenga identica e di ordine inferiore ad n in x, 
servirà a determinare le funzioni %,,...,%,, 0 altrimenti tutte o alcune di 
queste rimarranno indeterminate, dopo di chè quando vengano fissate anche 
queste, volendolo, si potrà ancora costruire la equazione lineare e omogenea 
della quale tutte queste quantità costituiscano un sistema fondamentale d’inte- 
grali, e si ricadrà ancora nei casi precedenti. 

521. — Così in particolare quando si ponga la condizione che sia Z=0, 
ciò che equivale a supporre che le %,, 22} ...,%, Costituiscano un sistema 
fondamentale d’integrali della equazione aggiunta (2), i valori (14) e (15) di 


ch 
xX (077) da f Di da 
— dx mMn_1) eda do 
,0= Cig 


PeQ si ridurranno ai seguenti P=Ke" e Sfere 
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n(n1) 
e dove K all’infuori del fattore (—1) ° sarà il valore di ax Q per x=a, 
la quantità 9x,», Verrà zero; e questo ci mostra che «gli integrali Y1, Y2,---3Yn 
«verranno tutti perfettamente conosciuti quando si conoscano tutti quelli 
« della equazione aggiunta », perchè, a causa della formola (9) e del valore 
che ora si ha per Q, essi risulteranno tutti dalla formola 


La i da 
LC \ 
—l 


(a) (n—2) (an_-2) 
ai | 
(17) a Ce Fadepifani 
| i 
quando per le €c,,c,,...,C, si prendano n sistemi di valori arbitrarii 


Cry Cr:21- 3 Crin (f==1,:2,...,%) tali che il loro determinante (12) risulti 
diverso da zero, come in particolare avverrà quando si prendano uguali alla 
unità tutte le c, . coi due indici uguali fra loro, e le altre c,,, con indici 
res diversi fra loro tutte eguali a zero. 

Questa formola (17) serve così ad esprimere gli integrali di qualsiasi equa- 
zione lineare (1) per mezzo di quelli della equazione aggiunta (2) della equa- 
zione omogenea corrispondente ed ha perciò una particolare importanza (*). 


(#) Così nel caso della equazione del second’ ordine 


(a) uy'+ay +ay=X, 
per la quale la equazione aggiunta corrispondente è la seguente 
(0) a2'+ (2a, — a)z'+(a’—d,+04,)z=0 


se sì conosceranno due integrali fondamentali 2,,z, di questa equazione aggiunta, 
la formola 


1278 e a Udo 
(c) È fircari pier vi Co, — 1224 | Xa \21 22), — 22 Qi), dx, (, 


(04 
dove K è il valore per ax=c di a;(2,%3— 232), col porvi una volta c,=1, c,=0 
e un’altra c,=0,c,=1 darà due integrali della equazione data (a). 
In particolare dunque se per la equazione data (a) avremo a”, —da''+a,=0, 
essa si integrerà immediatamente per mezzo della formola (c), perchè la equazione 


aggiunta (0) si ridurrà alla seguente a,2"+ (2a, — a,))z'=0, che s’integra subito 
J ato da 

a Ao 
ra re, quindi 


dandoci prima log 2' — SA de-2 loga, + cost., ovvero 2'= f 
(0) 0 


ad do (A) 

fd 

a 

pa € “i ; d da (a . . . 

Ciani Ve eno +7, con f e { costanti arbitrarie; per modo che potremo pren- 
0 


A A Ao i 
da, con che si avrà K 


dere ad es.: 2 =1,2z,= = ——- 
vi DCI 1 , 2 ——________——& eni . 
do” ao (4) 


x 


| 
I 
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522. — Fuori del caso ora studiato nel quale si conoscono tutti gli integrali 
della equazione aggiunta, le sole considerazioni precedenti non bastano più a 
farci determinare gli integrali della equazione lineare (1); però con altre con- 
siderazioni è facile vedere che la (9) conduce alle serie, alle quali alludevamo 
in principio, che somministrano gli integrali della equazione data in tutti i 
casi, e sotto infinite forme; supposto sempre che pei valori che si conside- 
rano di x i coefficienti a,, @,, 03 ;...,0, e X, come le funzioni reali 0 com- 
plesse 2,, 4» ,..,%, che si scelgono siano regolari, e @ e il Wronskiano.Q delle 
%1,%2)- + ,%n Siano diversi da zero. 

XL 
S' indichi infatti per abbreviare con A, la quantità Q, + f Xx, 9r,5,4% 
| A 
che possiamo riguardare come conosciuta, e che nel caso in cui la equazione 
data (1) sia anche omogenea si riduce al solo termine Q,. La (9) ci darà 
XL 


A EnT1 - 
(18) Ye En (0,9), < (CA Q). A VERS dx, ) 


avendo posto anche a y e a 4,Q l'indice x per mettere in evidenza questa va- 
riabile. 

Da questa CONO sotto l’integrale, x, in %, e poi per tutto x in 2,, 
avremo 


Ci 
Ag, En-1 


19 ZAINI Cesa s Ve; 3 da 
sd ci one O 


intendendo che 4x,,», indichi ciò che diviene 4x,z, quando « e a, si mutano 
respettivamente in 7, e x, e così sostituendo nella precedente avremo 


XC 
A i À, da x =} da x 
x = nl MEA I PE AZIE Alia, En Mali Si 2,00 
; TONE (40Q)a ; (a do Q)e, +éaf da n 1 


Al modo stesso cambiando x, in 23 e poi x, in «, nella (19), e quindi 


Osservando che in questo caso di a", —a';1+a,==0 la equazione (a) è subito ridu- 
cibile al prim’ordine ($ 493, pag. 690) si vede che la sua integrazione può farsi su- 
bito anche senza ricorrere alla equazione aggiunta; e s’intende come questo debba 
avvenire perchè le equazioni del second’ordine moltiplicate per un fattore conve- 
niente si riducono ad altre il cui primo membro si riproduce nella aggiunta ; però 
è sempre notevole che coll’uso della equazione aggiunta che si integra immediata- 
mente si possa avere subito la formola che dà gli integrali della stessa equazione (a). 
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sostituendo nell’ ultima formola trovata, avremo 


en A À, HAL AT 1 Gaz Bere A, da, % dx 
LI RA) ETTI Brest pia e rr NGI FIETTA) (OL 


Lo 
Sn +e fé da, 2 inf; dans Dia, Yes das €53 dxs ) 
(04 


e così continuando si potrà dire evidentemente che l’integrale y è dato dalla 
serie d’integrali multipli 


À x d_ TO 
tra] eta e] Teri 
| a È: Ù a ; 4 a 
(20 ted) o) mo) et 
RA ] de, %_ ql dna TRI.0A d AL SL ra si VETO +3 
sa (CA Q)s IC Qa % 2 Ta (40 Q Jem—a “br: di (CA Q)e m_l te 


quando si riesca ad assicurarsi che l'integrale multiplo 


m_l 
d x Gr, %s dx, %g° - da _p? 
EI SL iena RI 
f È si in (9100) 0) On 


m_l 


col crescere indefinito di # ha per limite zero per tutti i valori di «x nel- 
l'intervallo che si considera. 

Ora è facile vedere che questo in particolare avverrà quando si sappia 
in qualche modo che pei valori di x, e quindi anche di x), %3,...%m, in quel- 
l'intervallo l’integrale y si mantiene numericamente inferiore a un numero 
finito p, e che (9x,x, in valore assoluto (o in modulo) non supera un certo 
numero d e a, Q non è mai zero. 

In questo caso infatti, supponendo ad es.: di considerare gli intervalli a 
destra di a e quindi i valori di x pei quali x =, e indicando con d, il 
minimo valore assoluto (o il minimo modulo) di a,Q nel tratto che si consi- 
dera, questo numero d, sarà diverso da zero perchè per le nostre ipotesi 
a, e Q oltre ad essere sempre diversi da zero sono anche continui, e l’in- 
tegrale precedente in valore assoluto o in modulo si manterrà inferiore al- 
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Cm_-1l 
(fi fifa fi 


l’altro 


che eseguendo le integrazioni successive si riduce a 


sì OVVvero _— 
n P Ra ri 


celato EI 
v(4 ) (x si 
e evidentemente ha per limite zero per m= 0%; dunque poichè per quanto 
già facemmo notare nel $ 517 esistono sempre dei tratti per x ai quali appar- 
tiene il punto « e nei quali tutte le condizioni precedenti sono soddisfatte 
per ogni sistema di valori che si scelgano delle costanti €,, 2, ...,Cn; COSÌ 
sì può ora affermare che la formola (20) dà l’integrale generale della equa- 
zione lineare data (1) nei tratti stessi. E a causa della tanta indeterminazione 
che resta per la scelta delle funzioni ausiliarie %,,%3,...,%,, sì può anche 
asserire, come già dicemmo, che non una sola ma infinite espressioni si hanno 
dalla formola (20) per gli integrali delle equazioni lineari (1) di qualunque 
ordine. E anzi di tale indeterminazione delle x,, 4+,...,, potremmo profit- 
tare per semplicizzare la formola stessa (20) o per farle acquistare certe par- 
ticolarità speciali, come poi vedremo. 

‘1523. — Il processo che abbiamo seguito per giungere alla formola (20), 
quando sono soddisfatte le condizioni che si posero pei coefficienti 4,442... @, 
e X e per le funzioni «,, %s,...,, nell'intervallo che si considera, ci assi- 
cura che la formola stessa, che può anche scriversi sotto la forma 


En-1 D.0t 
y==7—=- 
“ (4 Q)a sa 


Cn—1 


x Cm_1 
era da, Xi a ) A O 
SN PS — dx, TOA Da m_l Lim Ja Vim1: Tm 
(4 Q). (4% Q)a, (0 Qa, ara da Um) Sao A, ) 
a (0) a Lm1 (0) 0 Lm 


dove s'intende che x, nel primo termine di DÌ rappresenti x, dà sempre gli 
Sri 


integrali della equazione data (1), della esistenza e della unicità dei quali, 
come dicemmo al $ 517, non vi ha alcun dubbio per ogni sistema di va- 
loriciniziali ya; Ya Uaneegyt 0, delle!‘costantili.cri c331.0) Gy. 
Indipendentemente però anche dalle considerazioni fatte, e senza neppure 
ammettere dimostrata la esistenza degli integrali della equazione data, si può 
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dimostrare che pei valori di x che cadono nei tratti nei quali sono soddi- 
sfatte le condizioni poste per @, 41; 4z,---, An13 dany A @ %1) X2300-:3%ny ID- 
clusa quella che 4, e Q siano diversi da zero, la serie del secondo membro 
della formola (21) per ogni sistema di valori finiti delle costanti €), 03, ..., 0, 
che vi figurano è convergente e convergente in ugual grado in quei tratti, 
e rappresenta un integrale della equazione (1); e questo integrale lasciando 
indeterminate le dette costanti è l’integrale generale. 

Sotto queste condizioni infatti si vede subito che nei tratti indicati il va- 
lore assoluto (o il modulo) di a,@ non scenderà mai al disotto di un certo 
numero diverso da zero d,, e le quantità A, e 9x,e, non supereranno mai 
in valore assoluto o in modulo certi numeri finiti A e d, e quindi il ter- 
mine generale della serie (21) si manterrà inferiore, in valore assoluto o 
in modulo, all’ integrale 


È vi xa Von—2 Lm_1 

d” 
A defi dix; cl.de® ide: deg aL 
(01 A (01 (04 (04 


"De ca A d m (€ — a)” "i i A TE 
cioò alla quantità 7 (2) oO che all'infuori del fattore x è il 


termine di una serie esponenziale; e si può quindi concludere intanto senz'altro 
che la serie (21) non solo è convergente pei suindicati valori di x ma è 
anche convergente in ugual grado. 

La serie stessa adunque, per la quale ora ammettiamo di non sapere 
se sia o no l’integrale della (1), rappresenta una funzione finita e con- 
tinua di x e ad essa sarà applicabile la integrazione termine a termine; 
quindi indicandone la somma con y, si vede subito che per essa avremo la 
formola 


x 


a A Live IE En1 a È 
(22) ITS TRO) o 


la quale col riporvi per Ax, 9x,x, e &Q i loro valori ci riconduce alla (9) 


e quindi anche a y sotto la forma del quoziente 2. di due determinanti 


quale si ebbe dalle (8) quando in queste già si sapeva che y rappresentava 
l’integrale della (1). 
Non sapendosi però ancora se questa funzione y sia l'integrale della equa- 


N 
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zione (1), alle equazioni (8) sostituiamo le altre del tutto simili 


x 


Pro Mn + Pra Me +0 + Pine M + Pr,n1 No -f YZ+taXdrte, 


x 


(23) P2,0 Na în Pe Mme +. li Pr, sl Pe,n1 o -f (Y Lo + Xo X) da + (9 


x 


| Pn,o Nan mario lln—2 3 no» 45 Pn,n—2 Un alti No -f (Y Zn tn X) de +6, b) 
5 


nelle quali s'intende che y sia semplicemente la funzione data dalla somma 
della serie (21), le c,, € ,..., 6, Siano quelle costanti stesse che figurano nel 
determinante Q, che comparisce in Y, e #0, Mn) %23+) Mn, Siano 7 quantità 
da determinarsi per mezzo di queste equazioni, e che saranno effettivamente 
uniche e determinate perchè il determinante P dei loro coefficienti, essendo 


n(n_1l) 


uguale a (1) ? a;Q, sarà diverso da zero; e poichè queste ci dànno su- 


bito n=p, sì potrà dire intanto che sarà M="%. 

Immaginando ora effettivamente determinate colla risoluzione di queste 
equazioni oltre alla n, anche le altre di queste funzioni #,%23--,WM1; € 
tenendo conto delle condizioni che abbiamo posto pei coefficienti della (1) 
e per le funzioni scelte ,,%s,...,%n; si vedrà subito che esse potranno de- 
rivarsi almeno una volta; e poichè se i valori che così si avranno per queste 
funzioni MMM 3-3 Mn Si intenderanno posti nelle equazioni stesse (23), 
queste sì ridurranno ad altrettante identità, lo stesso avverrà del sistema di 
equazioni cui esse daranno luogo facendone la derivazione. 

Ora se si prende ad es. la 7° delle equazioni precedenti (23), si trova 


che colla derivazione essa dà luogo all’ altra 
Pr.0 TIE 4Pri nas ao 190% sm seo ia Prin—2 Ni go na sa Li yZ, TEA AIA + 
t PI Nn +P, Na,2 + Ps Na—3 dh UDO + Dai Un + Pn No a 0 b) 
e questa, coll’avere riguardo alle formole (3) e (6) che definiscono le p,., e 
le Z,, e con tenere conto della osservazione già fatta che si ha m="y, Si 
trasforma nell’altra 
LA (4, nia *h A nose si Ag “fate sb UO dle An No ar) An No PIE, X) a re 
+p', ,0 ‘PA sr LORIA, +p', SI (Mao #1 N n-3) da oe. t D', s,n_-3 (Me o 1) Chi D', sn? (Mn dati 10) * 0 ) 
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per modo che si può dire che avremo un sistema di » equazioni, delle quali 
la »° avrà la forma seguente 


(24) #0 "i Dies 0, +P.1 0, HE Dr 6, Au sos So PIACE 0,.-s +P'rio 0, PS 0 ) 


quando con 9 si rappresenti il coefficiente di x, nella formola precedente, 
e con 0,,0,,9,,...,0,2,0,_1 Si rappresentino le differenze 


A 4, n 4 la * . - / Ld 
UBI Gé ui n=2 9 Nana — î n-3 9 Ma—3 ar 1 MA )***9 fe a Yi 1) Ti = 1 0° 


Ma se si forma il determinante dei coefficienti di questo sistema di 


equazioni 

, , / 

XMo YPAs Pai 00° Prin 
id ld / 

z2 Pz,0 Pau ..° Pan-2 

o) 

, f ' 

A no P n,0 Pp na see Pun 


basta porvi per le p',, i loro valori dedotti dalle (3) e avere riguardo al 


in) a 
valore di P_per vedere subito che esso non è altro che (—1)"7 cu quindi 
0 


è diverso da zero: dunque evidentemente le soluzioni che si hanno per 
le 9,0,,9,,9,,..., 9,2:9,-_1 dal sistema delle dette equazioni della forma (24) 
sono tutte zero, e perciò i valori 1} 2 ;--+) Mn, che insieme a quello y della 
 dànno le soluzioni delle equazioni (23) sono appunto le derivate succes- 
sive del valore n» cioè del valore y che è definito dalla formola (21), e esse 
rendono 6=0; ciò che mostra appunto che per ogni sistema comunque scelto 
delle costanti c,,c3,...,6, la somma y della serie (21) soddisfa alla equa- 
zione (1) e ne è quindi un integrale; e lasciando le c,,c3,...,, indetermi- 
nate viene ad esserne l’integrale generale, perchè in seguito alle considera- 
zioni ora esposte, le (23) si riducono precisamente alle (8) e ripetendo quindi 
i ragionamenti che si fecero al $ 517 si vede che per valori convenienti delle 
costanti e, ,cs,...,C, i valori iniziali di y,y,%°,...,.y°7 per «=a possono 
rendersi qualunque. 

E come dicemmo al successivo $ 518, se la equazione data (1) sarà omo- 
genea, per avere dalla (21) un sistema fondamentale d’integrali basterà pren- 
dere quelli che corrispondono a » sistemi di valori delle costanti c;,c»,...; C, 
per le quali il determinante C dato dalla (12) è diverso da zero; e così in 
particolare basterà prendere quegli integrali che corrispondono ai sistemi di 
costanti che si ottengono prendendo successivamente una delle stesse costanti 
C13 €92,53, uguale ad uno, e le altre uguali a zero. 


524. — In ciò che precede abbiamo sempre supposto che sia finito e che 
pei valori di x che cadono nell’intervallo che si considera, e quindi anche 
pel valore x=a, le &, e Q non si annullino, e gli altri coefficienti della equa- 
zione data (1), e così pure la funzione X e le funzioni ausiliarie 2,, 8}... n 
non divengano infinite nè presentino altre singolarità nè esse nò le loro 
derivate almeno fino a quelle che figurano nelle nostre formole, che sono 
le derivate di ordine » per le funzioni %,,%,...,%, e quelle di ordine n — 
pel coefficiente a, (*). 

Quando pel punto 2, che ora supporremo potere essere anche all’infinito, 
tutte queste particolarità non si verifichino, continuando però a verificarsi 
per gli altri punti, i risultati precedenti potranno presentare delle eccezioni; 
però è facile vedere che «essi sussisteranno ancora pienamente, almeno fuori 
« del punto a, e se non per tutti almeno per alcuni sistemi dei valori delle co- 
<« stanti Cc), 62,...,6,, che allora saranno quelli da considerarsi, quando siano 
« soddisfatte altre condizioni speciali per le quali eccettuato tutt'al più il primo 
« termine del secondo membro della (21), gli altri termini conservino tutti un 


(0) 


« significato anche per €= a, e la serie » da essi formata risulti ancora con- 
1 


«vergente in ugual grado nel tratto che si dovrà considerare per x che com- 

« prende il punto a; e al tempo stesso la funzione 9,,,, sia integrabile rispetto 

«ad x, nell'intorno di a anche ridotta ai valori assoluti, e la funzione y che 

« verrà rappresentata dalla stessa formola (21) risulti tale che gli integrali 
x 

« { (4Z,-+x,X)dx che figurano nei secondi membri delle (23) conservino 

«un significato ». 

Sotto queste ipotesi infatti, le singolarità nel secondo membro della (21), 
FR 
(@ Q) 
e questo non potrà presentarle altro che nel punto 2; talchè, indicando come 
abbiamo detto con y il valore del secondo membro della (21) per x diverso da 
a, senza ammettere per ora che questo valore y sia l'integrale della (1), è 
certo che indicando con e un numero positivo ma arbitrariamente piccolo, fra 
a-|e e x potremo applicare l'integrazione per serie, e quindi cambiando suc- 
cessivamente ciascuna delle variabili «,x,,%,,%3... nella seguente e inte- 


grando rispetto ad x, fra x+= e x dopo avere moltiplicata tutta la equazione 


quando vi siano, non potranno provenire altro che dal primo termine 


(*) Propriamente per le funzioni X e a), e così per l’ultima delle derivate da 
considerarsi per gli altri coefficienti, cioè per la derivata d’ordine n—% per ar, 
basterebbe ammettere che siano finite e atte alla integrazione. 
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(Ul 


n_-l — 
per —=- 9r,x,;) avremo la formola 
(400) sa A 3 
24 ai PART Ain SRL] 
(24) (1a Va ana ali e i 
ate ate 
m_l Lyn 


ate a 
che varrà per qualunque valore positivo di e prossimo quanto si vuole a zero. 
DO 
Ma dalle prime ipotesi fatte, quella cioè che i termini della serie DI che figura 
1 
nella (21) abbiano tutti un significato pei valori di x negli intervalli che sì 
considerano che comprendono il punto «, e le altre che in questi intervalli 
90 . 
e quindi anche in ogni intorno di « la serie stessa di sia convergente in 
1 
ugual grado, e la 7x,+, sia integrabile rispetto ad x, nell'intorno di a anche 
ridotta ai valori assoluti, si deduce subito che nel secondo membro della formola 


precedente potremo passare al limite per == 0 termine a termine, e il limite dello 
stesso secondo membro, e quindi anche quello del primo, sarà la serie dei limiti 


che è precisamente la serie Y' che figura nel secondo membro della (21) (*). 
1 


(*#) Quanto si dice sopra risulta dalla applicazione di teoremi generali noti. Del 
(o e) 
resto, osservando che l’essere la serie > convergente in ugual grado rispetto ad x 


1 
in intervalli che partono da « porta naturalmente la convergenza in ugual grado 


N (e è) 
rispetto ad x, negli intorni di « per la serie ($ che viene dalla stessa DI cam- 
1 /% 1 


biandovi a calcoli fatti la x in x,, basta tenere conto di questo e della condizione 
posta che |g,, x] Sia integrabile rispetto ad x, negli stessi intorni di 2, per dedurne 


co. 

che la serie 3) è integrabile termine a termine rispetto ad x, fra a e «+e anche 
1/% 

moltiplicando i suoi termini per 9, , , e la somma della serie degli integrali è pre- 


SAI 10 5 
piccolisce con e oltre ogni limite quando x è diverso da «4; e questo evidentemente 


conduce subito ad affermare quanto abbiamo detto sopra rispetto al limite per e=0 
del secondo membro della formola (24). 
Da queste considerazioni risulta anche che alle condizioni poste nell’enunciato 


ro bo 
cisamente l’ integrale | Ur (SÌ) dx, che ha certamente un significato e che im- 
1 


Xx] 


00 
P 2 . e. ade s Pi 
del teorema per la serie » e per la funzione dx,x, negli intorni di «, potrà sempre 
1 


(o 0) 
sostituirsi l’altra che negli stessi intorni i termini della serie (SÌ moltiplicati per 
1 /% 


dr, Siano integrabili rispetto ad x, e la serie corrispondente sia convergente in 
ugual grado negli intervalli che partono da «. 


i x DU di Xo da to 
ICI VESIZ da, da, Lg x dx, det: dom rm dx,, Armi Lemma deh 
CROMO CHO riadi MICHI cono. 
(04 


Se nd nell tuttii i A ietiniten 


A 
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D'altra parte, venendo così il primo membro della formola precedente 
ad avere un limite per e=0, se ne deduce che anche l'integrale 


x 


nl 


(4 Q). 


DS 


Yx, dx,x,d%, ha un significato e il suo valore è appunto uguale a 


(0. 


n 


(e e) 
questo limite che, come abbiamo visto, è uguale precisamente alla serie » 
1 


che figura nel secondo membro della formola (21); quindi sostituendo si trova 
intanto che, sotto le fatte ipotesi, per la funzione y definita dalla stessa for- 
mola (21) sussiste ancora la formola (22) del $ 523. 

Ritrovata ora questa formola, basta tenere conto dell’altra ipotesi fatta 


x 
intorno agli integrali fl (yZ,-+,X)dx per potere scrivere le equazioni (23), 
a 
dopo di che potranno evidentemente ripetersi i ragionamenti del paragrafo 
precedente per tutti i valori di x che si considerano diversi da 2,(*) e si 
giungerà allora a concludere, come volevamo, che il valore (21) di y per 
quei sistemi di valori delle costanti c,,c.,..., c, che potranno considerarsi 
verrà a rappresentare ancora un integrale della equazione data (1); ma invece 
di corrispondere all’ integrale generale corrisponderà soltanto a integrali par- 
ticolari se le costanti non potranno essere prese tutte in un modo qualsiasi. 
525. — Indicando ora con |a, Q|, il valore assoluto, o il modulo di (49). 
osserviamo che pel valore assoluto |y| della funzione y rappresentata dalla 
[Asl $ 
ICAO î 
colla stessa funzione y è soddisfatta la condizione che qui si richiede che 


x 


(21) si ha |y|< ; e questo ci mostra che per assicurarsi che 


gli integrali | (yZ, + x,X)dx abbiano un significato basterà assicurarsi che 


lo abbiano i tre gr de fr da e fra dx pei varii valori di 7; 
0 x 


e ora se sì ha riguardo al valore di 9x,x,, sì vede subito che quando i varii inte- 


x 


(04 


rali (Z,|dx abbiano un significato verrà ad averlo di necessità anche 


(04 


*) Per = i primi membri delle equazioni (23), che qui si costruiscono per 
comodo di dimostrazione, potranno presentare qualche singolarità, ed è per questo 
che anche ora consideriamo solo i valori di x diversi da 4. 
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rato f \da,a,| pei valori di x diversi da «, e quindi in questo caso la con- 
o 


dizione posta nell’ enunciato del teorema per l’integrabilità di |gx,a,| rispetto 
ad x, negli intorni di a potrà tralasciarsi senz'altro. 

E quando il prodotto @Q si mantenga discosto da zero più di un certo 
numero anche al tendere di x ad a se a è finito o al crescere indefinito di @ 
se a è infinito, allora al primo dei tre integrali sopra indicati potrà sostituirsi 


x 
At, . i E, 
l’altro f —=" dx; e nel caso di « finito se, oltre ad essere a,Q sempre 


(4 Q) 


(64 


discosto da zero, la A, si manterrà finita anche per x=a, basterà che siano 
integrabili |Z,|e x,X fra «e x; e se anche Z, e 4,X si manterranno finiti 
per x=a, tutti gli integrali sopra indicati saranno necessariamente déetermi- 
nati e finiti, e quindi sarà del tutto inutile di occuparsene, e così «in questo 
« caso, di tutte le condizioni poste nell’enunciato del teorema del paragrafo 
« precedente rimarrà soltanto quella della convergenza in ugual grado della 


« solita serie N negli intervalli che partono da a». 
È X 
Quando poi la condizione posta sopra per gli integrali f (yZ,+a,X)dx 
| a 

o quella per 4x,», non risulterà soddisfatta, ma almeno pei valori di x diversi da 
a. in un certo tratto che parte da questo punto, la formola (21) conserverà an- 
cora un significato, non è escluso che essa possa ancora rappresentare un 
integrale della equazione data; però allora se altri processi non si presente- 
ranno, per decidere la questione converrà verificare se la funzione y che essa 
determina soddisfa o no alla equazione stessa. 

Aggiungiamo che, nel caso in cui il prodotto a,Q si accosta indefinita- 
mente a zero col tendere di x ad 2 se a è finito o col crescere indefinito di x 
Se a=00, se avverrà che per questa ragione i varii termini della solita serie 


(P.0) 
Dr o almeno alcuni di essi, perdano il significato per €«=% o si sia incerti, 
1 


ma soppresso in ogni termine il divisore (a,Q), la serie che ne risulta si man- 
terrà convergente in ugual grado in intervalli che partono da o, allora i risul- 
tati precedenti continueranno ancora a sussistere quando, ferme restando le 
altre condizioni, a quella della integrabilità di |7,,4,| rispetto ad x, o delle |Z, | 


rispetto ad x negli intorni di a si sostituisca l’altra della integrabilità di Tia fer 
0 XI 


ri 
r 


Z 
rispetto a x, 0 delle -—— rispetto ad x negli stessi intorni. 


\d0Q|a 


d 
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526. — Tutto questo in generale. Se poi si riscontrerà anche che col ten- 
dere di x ad a quando a è finito o col crescere indefinito di x quando a = 
il prodotto as Q@ non prenderà anche valori al di là di qualsiasi numero, 
e se le condizioni poste nei due paragrafi precedenti risulteranno soddisfatte per 
n sistemi di valori delle costanti €,, c3,...,6, come quelli del $ 518 pei quali 
cioè il determinante C dato dalla (12) venga ad essere diverso da zero, allora 
si potrà anche affermare che gli integrali corrispondenti (21) in intervalli 
sufficientemente piccoli che partono da a (a al più escluso) quando a è finito, e 
in intervalli comunque grandi ma finiti presi al di là di un certo numero quando 
o è infinito, costituiranno un sistema di » integrali y,,%2,---:Y, il determi- 
nante dei quali D sarà diverso da zero; e quindi daranno luogo ad un sistema 
d’integrali fondamentali quando la equazione data sarà omogenea. 

Osserviamo infatti che le (23) nelle quali sia fatto m=%, Mm=%";} =", 
«+°3 Mx =yY"7® riducendole così alle (8), se non sussistono anche per x==a 
(perchè, come abbiamo detto in nota, potrà darsi che per «= le quantità 
che vi figurano presentino qualche singolarità), sussistono ancora però per 
ogni valore di x prossimo quanto si vuole ad « se ©. è finito, e per x al di là 


x . 


di un certo numero quando è infinito; e quindi ponendo per abbreviare 
x 


(YZ: +a,X)de=a,,;, si vede che, per quei valori di x, il prodotto 


n(n_1) 


(4) — ——___-—— 


dei soliti determinanti P e D, ovvero (—1) ° ag QD, a causa delle (8) 
sarà il determinante 


da + C11 %,,2 — Cia ee° An + Cra 
d9,1 + Ca) Csi 3 Cos 0. Uan + can 


O . . . . . . . . . . 


Xn,1 + Cn,l Xn,2 + Cn,2 ene * Xn,n + Cnn 


e potrà rendersi vicino quanto si vuole a C, perchè, prendendo opportuna- 
mente i detti intervalli per x, le a, potranno supporsi piccole quanto si 
vuole in valore assoluto o in modulo; e quindi D sarà certamente diverso 
da zero per quei valori di x. 

S’intende poi che non si avranno singolarità negli integrali sopra indicati 
neppure per x= se per questo valore di x le singolarità oltre a non pre- 
sentarsi nella serie (21) non si presenteranno neppure nelle sue derivate, o 
se non si avranno singolarità nelle quantità p,,,,Y,%,,4, e X. che figurano 
nelle (23). 

527. — Ammettendo ora appunto di trovarsi in uno dei casi eccezionali 
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dei $$ 524 e 525 — e presentandosi o no anche le particolarità di cui nel suc- 
cessivo $ 526 —, accenniamo a due casi speciali molto notevoli nei quali si 
può senz'altro assicurare che i risultati enunciati negli stessi $$ 524 e 525 
sussistono pienamente. 

Supponiamo perciò dapprima che si abbia ad es. a= 0, e che pei valori 
finiti di x non inferiori a un certo numero e (che potrà del resto, secondo 
i casi, essere qualunque) a, e Q non siano zero, pure potendo uno o tutti e due 
tendere a zero al crescere indefinito di x; e i coefficienti @), 4 , 43 ,...,0, della 
equazione data (1) e così pure la funzione X e le x, %2,---,4, non presentino 
singolarità per gli stessi valori finita di x. 


Sotto queste ipotesi, un caso particolare nel quale la serie > della (21) resta 
1 


ancora convergente per qualunque valore finito di x non inferiore a €, e in 
ogni intervallo da e a un altro numero maggiore qualsiasi a distanza finita, e 
talvolta anche all’infinito, è convergente in egual grado, è quello nel quale per 
qualsiasi valore di x non inferiore a c e pei valori di x, compresi fra x e 


i rapporti DIE: in valore assoluto o in modulo, si mantengono sempre infe- 


(7 Q)a, 


pe tochh ROIO POOL De 
riori a — essendo K e y numeri finiti e fissi e y>1; e al tempo stesso la 
1 


LI 


Ax dra go Dr I i 
funzione 292% per tutti o almeno per alcuni sistemi di valori delle costanti 


(000), 
C1, €2y:++36, Che allora saranno quelli che dovremo considerare, è integra- 
bile rispetto a x, fra x e 0, e sì ha sempre in valore assoluto o in modulo 


do 
Ax de, Xi 
(CA Qa, 
x 
particolare avverrà certamente senz’altro quando, essendo soddisfatta la con- 
dizione suindicata rispetto a TRORE la A, per gli indicati sistemi di valori 
od 


delle costanti €, , c2,...,0, in valore assoluto o in modulo non supererà mai un 


de,< K, essendo K, un altro numero finito e fisso; ciò che in 


certo numero finito neppure al crescere indefinito di x. 
(e 0) 
In questo caso infatti si vede che il termine generale della serie Y' della 
1 


(21) in valore assoluto o in modulo è inferiore a 


i (o ©) 00 00 d0 
Le o reni [ol dti 
Lie vara a. 
|\anQl, J «vr } 2 LIA 
XL Xx] Xa x 


cioò al termine 


ViESsi: i 


RA (i | 
lan Qla T(m—_ 1) 


che all’infuori del fattore mal è quello della serie esponenziale relativa a 


1 
K Po |@0Qa 
XL 


17° questo evidentemente basta ad assicurarci della convergenza e con- 


Vi 


vergenza in ugual grado della detta serie x della (21) negli intervalli indi- 


cati da c ad un numero maggiore e finito qualsiasi, e talvolta anche all'infinito, 
come in particolare avverrà quando a,Q non si accosterà indefinitamente a 
zero al crescere indefinito di x; mentre la serie che si avrà sopprimendo nei 
varii termini il divisore (aQ), sarà sempre convergente in ugual grado anche 
fra ce o. 

Così, volendo comprendere anche il caso in cui a, Q si accosterà indefi- 
nitamente a zero al crescere indefinito di x, per quanto dicemmo nei $$ 524 
e 525, onde essere sicuri che per gli indicati sistemi di valori delle costanti 
C13C2,---0, il valore y dato dalla formola (21) è ancora un integrale della 
(1), rimarrà solo ad assicurarsi che collo stesso valore di y gli integrali 


DO 


00 
ICZZAI day a, | dx, e [ (yZ,+x,X)dx hanno un significato per ogni valore di x 


100 Qlm 


non inferiore a c; e per questo basterà assicurarsi ($ 525 in fine) che lo abbiano 


x 


dd (0.0) n 
i AGZI Le 
i tre integrali 1AxZ, 1 4% AICAA dx e x, Xdx. È quando anche 
la0Qx U [a Ql, 
Xx XL 
al crescere indefinito di x il prodotto &,Q non si accosti a zero più di un 
certo numero, allora ai due primi di questi ultimi integrali potranno sosti- 


x 


A,.Z 
tuirsi gli altri edo Z.|dx. 
g (20 dÌ. | 


In questo ultimo caso poi anche le altre condizioni che qui abbiamo poste 
potranno presentarsi sotto una forma più semplice; e così n particolare si 
può ora evidentemente affermare che in tutti quei casi nei quali, pei valori 
di x superiori a un certo numero finito c, siano soddisfatte le condizioni se- 
guenti: 

a) che a, e Q siano finiti e diversi da zero finchè x è finito, e al cre- 
scere indefinito di x il loro prodotto @,Q si mantenga discosto da zero più 
di un certo numero; 
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b) la funzione 9a,a, per x, compreso fra x e co sia sempre numerica- 


mente (*) inferiore a —, con K e y finiti e fissi e y>1; 


ur) 

c) la A, per tutti o almeno per alcuni sistemi di valori delle costanti 
C,, €23..+3 €, SÌ mantenga numericamente inferiore a un numero finito; e 

d) le fanzioni x, X e Z, per tutti i valori di r siano atte alla integrazione 
fra c e 0, quest'ultime Z, mantenendosi tali anche ridotte ai loro valori 
assoluti ; 

allora la formola (21) per gli indicati sistemi di valori delle costanti 
C, Ca +, C, rappresenterà sempre un integrale della equazione data (1) fra 
c'e’ 

528. — Supponiamo poi in secondo luogo che restando invece « finito, 
pei coefficienti della equazione data e per le funzioni X e 21, %3,-..} %n 
come per & e @ non siano più soddisfatte tutte le solite condizioni del $ 522 
per x=a, ma lo siano ancora in ogni altro punto dell’intervallo che si 
considera. 

Allora un caso particolare (del tutto analogo al precedente) nel quale 


la serie > della (21) si mantiene convergente e convergente in egual grado 
Il 


in ogni intervallo che parta dai punti vicini ad « quanto si vuole, e anche 
dal punto a quando 4,Q non si accosterà indefinitamente a zero col ten- 


da: per ogni valore di x 


(20 O) 


diverso da 2 in questi intervalli, e per x, fra a e x sì mantengono nu- 


dere di x ad 0, è quello nel quale i rapporti 


mericamente inferiori a -—__ con K e y numeri finiti e fissi e yv<1, 


(m_—a) 


Aa Da, è integrabile rispetto a x, fra a e x, 
(4 Q)a, 


e il suo integrale è sempre inferiore a un numero K,; come in particolare 
avverrà sempre senz'altro quando, essendo soddisfatta la condizione testè 


e al tempo stesso la funzione 


indicata pel rapporto Iata la funzione A,, si mantenga sempre numerica- 


mente inferiore a un certo numero finito anche col tendere di x ad «. 
In questo caso infatti si vede subito, come nel caso precedente, che il 


(#) A scanso di equivoci diciamo una volta per tutte che qui per brevità di lin- 
guaggio colle parole «valore numerico » o « valore assoluto ecc.» per le quantità 
che contengono le 2, ,2,,...,2, e le loro derivate, s'intende parlare anche dei loro 
«moduli» quando alcune o tutte queste quantità siano complesse. 
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0 
termine generale della serie >} della (21) è numericamente inferiore a 
1 


X Xi a Lin 2 
Ri oa dx, dx, do, fi 
1a0Q|x @_a)” ea) vet mr 2)” 


K, (- (x DIE CIena ne 


cioè a 


presa 


1-y 


——_____—_—_—_—— 


\Q|a (me 1) 


e quindi, come dicevamo, la serie stessa è convergente per ogni valore di 
x negli intervalli suddetti, e in questi intervalli è anche convergente in ugual 
grado ; talchè in questo caso, quando si ammetta anche che a,@ possa acco- 
starsi indefinitamente a zero al tendere indefinito di x ad @, per essere certi 


che la formola (21) rappresenta ancora un integrale della equazione data (1) 
x 


Sar 
IDOL, da, e Z,4+2,X)dx 
|a Q È l (4 ) 

dove y è la funzione determinata dalla stessa formola (21) hanno un signi- 

ficato; ciò che avverrà sempre quando fra a e x siano integrabili le funzioni 

E IZ 

tan O], 1a0Qla 


tendere di x ad 2 non si accosta a zero più di un certo numero potranno 


rimarrà solo ad assicurarsi che gli integrali 


(24 


e x, X, alle due prime delle quali quando il prodotto &Q al 


r, 


sostituirsi le altre —"—" e |Z,|. 


(CA Q), 

E così nel caso particolare in cui oltre a verificarsi quest’ultima condi- 
zione rispetto al prodotto 4, Q, è soddisfatta anche l’altra che la A, si mantenga 
sempre numericamente inferiore a un certo numero finito se non per tutti 
almeno per alcuni dei sistemi di valori delle costanti c,, 6 ,...,6,, allora per 
essere certi che la formola (21) considerata per questi valori delle stesse co- 
stanti €, C2,...,6, rappresenta ancora un integrale della equazione (1), basterà 
assicurarsi che la funzione 4x,+, negli intervalli relativi ad x che si consi- 
derano che non comprendono il punto a ma che vanno vicini a questo punto 
quanto si vuole, e per ogni valore di x, fra a e x si mantenga sempre in 


. . K . » . . . 
valore assoluto inferiore a ca con K e y numeri finiti e fissi e y<1; 
1 
e al tempo stesso le funzioni x,X e Z, per ogni valore di 7 siano atte alla 
integrazione fra a e x, queste ultime Z, mantenendosi tali anche riducendole 
al valori assoluti. 


529. — I risultati esposti nei paragrafi precedenti risolvono in modo ge- 
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nerale il problema della effettiva integrazione delle equazioni lineari, com- 
plete o no, anche a coefficienti variabili, dandoci, insieme a una dimostrazione 
speciale della esistenza dei loro integrali, anche le espressioni analitiche degli 
integrali medesimi. 

Queste espressioni analitiche sono per serie, è vero; ma sono date in infiniti 
modi e sotto forme esplicite, e coi termini che sono perfettamente determinabili 
ciascuno dal precedente con una semplice quadratura dopo calcolato il primo 


5 
“nl ur 


termine = (409), al modo stesso che nella serie di Taylor ogni termine 
Ao x 

si deduce con una derivazione dalle formole che hanno condotto al termine 

precedente; giacchè se %,_:(x) è il termine n° (supposto già calcolato), 

l’(m#-41)° si determina con un’altra quadratura perchè viene ad essere 


x 
2 lu,(c)dx,, 40, per modo cioè che si ha 
(400): 
A 
y=UWwL UL Usd... DU, kt 34 
essendo 


XA 


U,-1 (21) dr, x, da, ) 


o 


e ciò sotto le condizioni poste nel $ 522 o nei successivi. 

E si può notare che le prime delle condizioni qui indicate, cioè quelle 
del $ 522, ordinariamente si verificano sempre tutte in intervalli convenienti, 
conducendoci allora all’integrale generale, e nel caso delle equazioni omo- 
genee dandoci con tutta facilità anche i sistemi d’integrali fondamentali. Solo 
in speciali intervalli, nei quali, — a causa di particolarità che presentino in 
qualche punto i coefficienti della equazione, o in seguito a scelte troppo speciali 
che per date circostanze debbano farsi delle funzioni ausiliarie 21, %2,.--3 Zny 
O per essere 4= 0% —, non risultino verificate tutte le dette condizioni del 
$ 522, ma si verifichino le condizioni dei $$ 524 e 525, o in particolare quelle 
dei paragrafi successivi, verranno talvolta ad aversi integrali particolari in- 
vece dell’integrale generale. 

930. — Ed è altresì da osservare che quando ci si contenti di avere valori 
approssimati degli integrali delle equazioni lineari (1), basterà calcolare suc- 
cessivamente nel modo testè indicato, a partire dal primo, alcuni termini di 
quella che si sarà scelta fra le infinite serie che servono per rappresentare 
gli integrali; e allora la somma dei termini calcolati, qualunque ne sia il 
loro numero, darà l'integrale con una approssimazione che potrà calcolarsi 
determinando un limite superiore del valore assoluto o modulo dell’errore 
che si commetterà arrestandosi ad un termine qualsiasi. 
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Tale determinazione gioverà farla caso per caso con processi che potranno 
variarsi a seconda della serie che sarà stata scelta; ma anche in modo ge- 
nerale potrà trovarsi un limite superiore del vtna assoluto o modulo del 
detto errore. 

Supponendo infatti ad es. di essere nel caso del $ 522, — cioè nel caso in 
cui, nell'intervallo che si considera, il valore assoluto o il modulo del pro- 
dotto a,Q si mantiene discosto da zero più di un certo numero d,, e quelli 
di 9x,e, € A, non superano i numeri d e A —, dall’esame del secondo membro 
della formola (21) si vede che pel valore x l’integrale y, in valore assoluto o 


i SA A Ta) 
in modulo, non supererà mai FE cioè sarà sempre |Y.. = Ass: s'e 
1 Ì 


poichè 22 ogni caso col processo del $ 524 si trova che la differenza fra 
l'integrale y e la somma dei primi m termini del secondo membro della 
(21), cioè l’errore che si cerca, è data dall’integrale 

IL 


Tm —2 m_l 


È 0) di xi Cu ua 


TRO x m_l ] 
"I - 
m_l Ya Po Gr, 1? Tm (ca 9 


Cn) 


a 


così, nel caso del $ 522, un limite superiore del valore assoluto o del modulo 
di questo errore sarà 


ai 
Lin2 
Ji ed 1 (2 mT€ 
da A doi dae 


e quindi evidentemente pel detto limite superiore si potrà prendere 


3 (7 } i (79@ — a)” 


= ; e questo limite superiore per lo stesso valore di n sarà 
T(M) 


dy 
tanto più piccolo quanto più sarà vicino al punto iniziale a il punto « nel 
quale l’integrale si vorrà determinare. 

E osservando anche che il detto errore in valore assoluto o in modulo, 
sempre nel caso del $ 522, non supera il resto R,, della serie esponenziale 
vI (E) (essi 

( 


“i di \di T(M) 


= 


, e questo resto è eguale a 


tel 
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si vede che quando sia 7 (€-a<m+1, un altro limite superiore del valore 
i d m 
A (7 @—a) pai 
1 


di x (m) (n+1) Ani WES 


In modo simile si troverebbero limiti superiori pel valore assoluto o 


assoluto o del modulo del detto errore è 


pel modulo dell’errore nei casi considerati ai $$ 524 e seg., ma sì in questi 
casi come anche in quello qui considerato del $ 522, tenendo conto dei valori 
speciali che avranno A.,., 9r,a, © &Q; potranno aversi caso per caso anche 
altri limiti superiori, che saranno ordinariamente più bassi, pel valore assoluto 
o pel modulo dei detti errori. 

531. — Aggiungiamo poi che, come risolvendo il sistema di equazioni (8) 
rispetto ad y e valendosi della loro formola di risoluzione y = - che trovammo 
al $ 516, siamo giunti alla espressione per serie (21) dell’integrale della nostra 
equazione lineare (1), così risolvendo le stesse equazioni rispetto a una deri- 
vata qualsiasi y“ e operando al modo stesso, potremmo giungere a espres- 
sioni simili delle derivate dell’integrale pei varii ordini fino all’ (a—1)°, e 
quindi poi, per la (1), anche alle derivate n°. 

Del resto poi quando, come avviene nei casi più comuni, siano soddi- 
sfatte le condizioni del $ 522, allora le serie delle derivate del valore (21) di y 
finchè le derivazioni possono farsi, sono tutte convergenti in ugual grado, e 
quindi rappresentano le derivate della serie; talchè le derivate dell’integrale 
potranno anche ottenersi colla derivazione per serie dell’ integrale medesimo 
(21), e risulteranno così determinate finite e continue nel solito intervallo 
anche per qualunque ordine se tali saranno quelle delle funzioni ausiliarie 
X1,%2,:-+y%n @ dei coefficienti @, 4; 03 ,...,0, e X della equazione data. 

È poi da osservare, pel calcolo di queste derivate, che le espressioni 
Qr,e, per xx = sì annullano, e le 4x,z, Si riducono a 


Ga,a => En41 (na', | e a,)Q + Q' È 


indicando con apici le derivazioni relative ad «; e così dalla (21) con sem- 
plici derivazioni e riduzioni avremo ad esempio 


En-1 A', 1 AL q 2% 
SRO CO di GO, 


f x_ FIRSLA 
So En qar,x da An da 0, da ‘e 
' (409), I Ca (d0Q)a, ° ati 


d'o A, 


Ae Lto 


(25) y= 0 (a 1) 


»_ ill allerta. — 


41 — 


Questa formola poi vale anche pei casi eccezionali di cui ai $$ 527 e 528 


ante: cut . ni . . did IRIREGOEO 

uando per le quantità sotto eli integrali, e così peirapporti ——— ., e —TC0 

q p q 8 oi ) p Pp (20 Q)a, 3 (20Q)e, b) 
Xi de, x, 


oltre che per gli altri 0 i GIOR , si abbiano le stesse particolarità che 
0 Xi 0 di 


allora si richiedevano soltanto per queste ultime due quantità; e vale anche 
nel caso più generale dei $$ 524 e 525 quando si riscontri che in essa la 
serie d’integrali che vi figura è convergente anche in egual grado in inter- 
valli che comprendono il punto 4, ecc. 

532. — Aggiungiamo inoltre che tutti questi risultati, oltre che pel caso di 
quantità e di variabili reali, valgono evidentemente anche pel caso di quan- 
tità e di variabili complesse, quando invece di parlare di valori reali di x in 
intervalli reali e di valori assoluti delle quantità sotto gli integrali, si parli 
di valori complessi o dei loro moduli ecc., e salvo a supporre di essere in 
campi speciali nei quali i coefficienti della equazione data e le X,, 42, -.-3%n 
non presentino singolarità, e i valori degli integrali risultino indipendenti 
dal cammino d'integrazione ecc. 

5353. — Quello poi che più specialmente è notevole nei risultati che prece- 
dono è la tanta arbitrarietà che resta nelle nostre funzioni ausiliarie, reali o com- 
plesse, %1, %23.--1%,, per le quali (come già più volte notammo ma che giova 
ancora di ricordare) si richiede soltanto che siano regolari (cioè che siano finite 
e continue insieme alle loro derivate finchè ce ne è bisogno, cioè fino alle n° al 
più) e che non annullino il loro Wronskiano Q nell’intervallo che si considera, 
salvo tutt'al più per «= nei casi considerati nei $$ 524 e seg. e in altri casi 
simili. In forza di questa arbitrarietà si vengono ad avere infinite forme per 
l'integrale della equazione data (1), le quali, come dicemmo nel $ 530, po- 
tranno anche servire per la determinazione approssimata degli integrali; e 
s'intende che quando queste funzioni %,, %2, ...,%n Sì determinino in modo 
speciale in relazione alla equazione data, o si determinino in modo che ven- 
gano ad avere forme speciali, o vengano a soddisfare a speciali condizioni le 
quantità Ax ,Q, 9,5, dx,a, e 4, che figurano nelle nostre formole, l’ integrale 
y dato dalla (21) e le sue derivate verranno ad acquistare forme speciali più 
o meno notevoli dalle quali risulteranno ora alcune, ora altre delle loro pro- 
prietà. 

534. — Tutto questo sarà messo in piena evidenza dalle applicazioni che poi 
faremo di questi risultati, per le quali ne otterremo anche altri essi pure assai 
notevoli. All’oggetto però di procedere più speditamente nel fare le dette 
applicazioni, giova fermarsi un momento sulla forma e su alcune particola- 
rità dei polinomii aggiunti ,4,4 e dei determinanti Q.,,g9x,x, ® %4r,a, che 
compariscono sempre nelle nostre formole. 


(29), = 
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Riprendia no perciò il valore (6) di e,,,Z, e in questo sviluppiamo le 
derivate (4,2), (14), ... colla solita formola di Leibnitz. Il polinomio 


stesso prenderà la forma 
(26) €n41 L= go cal + a np q2 MC mai In x + 4% 
dove sarà Q,=?@="%, @ in generale 


(27) q,=n + (n-1)._ 16,0 ON 2) oe A TI+... +(2- $)065 4, 


con s==1,2}....,?; per modo che<sara 
(28) In = — A+? — + (-1)"a,; 
e così in particolare quando siano soddisfatte le condizioni 
na' tri Ù, ’ SRI nn 1 "Wi 
571 0a = MN % — (n= Mea + (0-2) = (n- 2) | - EOS) Jo +0, |, 


il polinomio aggiunto e,4,Z tornerà ad essere precisamente cogli stessi coef- 
ficienti del primo membro della equazione data. 

Nel caso speciale dunque delle equazioni del second’ordine, perchè il po- 
linomio aggiunto — Z torni ad essere come il primo membro della equazione 
data, cioè an2"+ a,x + as x, basterà che sia a,=@; talchè, ricordando che 


1 fra 


con una semplice moltiplicazione della equazione per > — n questa con- 


dizione per le equazioni del second’ordine viene subito soddisfatta, sì vede 
che la riduzione, della quale parlammo in generale al $ 521, della integrazione 
delle equazioni lineari a quella della loro aggiunta, non può portare alcun 
vantaggio nel caso delle equazioni del second’ ordine; ma non ostante questo, 
la formola che allora si dette per esprimere gli integrali di una equazione 
lineare per mezzo di quelli dell'aggiunta può essere ancora utile, come mo- 
strammo nella nota allo stesso $ 521. 

Quanto poi alle equazioni di ordine superiore al secondo, perchè il po- 
linomio aggiunto e,,4,4 riproduca nei coefficienti il primo membro della equa- 
zione data bisognerà che oltre alla prima delle equazioni (29) si abbiano anche 
le altre; e quando si abbia soltanto la prima delle stesse equazioni, allora 
si riprodurranno soltanto i primi tre coefficienti della equazione (1). 

Del resto poi data la equazione (1), con opportune trasformazioni e in 
particolare con quelle sulle quali ci trattenemmo nei $$ 495 e seg. [pag. 693 
e seg.], potremo mutarne assai i coefficienti, e così in molti casi sì essi che 
quelli del polinomio aggiunto potranno ridursi ad acquistare particolarità 
speciali. 


i I 
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535. — Fermandoci infine per un momento, come già dicemmo di fare, 
anche sui determinanti Q., Qx,x, € de,a,, OSServiamo che essi rientrano tutti 
nell’ altro 

SAM III 
Veri Mo 
(30) Oi I 


’ 


2 INRES PROVA TUO, A FL LI 


bastando per ottenerli da questo di farvi respettivamente DIEM 
MEDE RO 0 PO ore 
0,= (Zi) ) o=(Z)s o ROIO dro per da, 2, - 

Sviluppando @, per gli elementi dell’ ultima colonna, e indicando in ge- 
nerale con Q.. il determinante che viene da Q sopprimendovi la linea 7° e 
l’ultima colonna, cioè il Wronskiano delle %,,%2, --%r-11%r413-+-3%n; SÌ 
vede che si avrà 


0,=en-Q 9 + n2Q2,0 + --- 4-80 da, Dee 
e quindi sarà 

Qi Qa (i L- Eng Oa Cg de arto Q, Cn) 
(3 1) REATO (2)o, + ero Qu(kalo, +. +80 Q, 5205 ) 


( 
de, e En-1 Qi, (Zia, +. En Qa (Zo)e, Str + I) Q (Zu)a, ) 


per modo che se, dipendentemente da relazioni che avessero luogo fra le 
funzioni ausiliarie scelte x,, 4, ..., %,, ognuno dei determinanti Q,, potrà 


v 


ridursi a dipendere dalla sola x, che figura nel suo indice (e non nel deter- 
minante stesso) e da altre quantità conosciute, allora nelle nostre funzioni 
Qo 42,7, ® Ir,e, le funzioni 2,,...,%, risulteranno separate. 

In qr,a, e d,0, poi la variabile x, figurerà sempre soltanto nei secondi fat- 
tori dei loro termini; e oltre a ciò siccome in Q,, e quindi anche nella espres- 
sione di A, che figura nella nostra formola generale (21), le costanti c,, 62,..., €, 
risultano tutte al primo grado e separate, la espressione (21) di y come quelle 
delle sue derivate si ridurranno alla forma À,6,-+ 20,4... +6, + es- 
sendo ,, 2; -..,, ep. funzioni conosciute; cioè nell’integrale y le costanti 
GC; €3,-+-,C, Vi figureranno ancora al primo grado e separate. E prendendo 
successivamente una di queste costanti uguale a uno e le altre uguali a zero 
quando questo possa farsi, come sarà ad es. nei casi considerati al $ 522, 
allora le Q, si ridurranno ciascuna ad un termine solo, e i valori corrispon- 
denti di y daranno » integrali distinti che nel caso di X=0, cioè per le 
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equazioni omogenee, daranno un sistema d’integrali fondamentali ($ 523) che 
saranno appunto le funzioni ora indicate con À,, Ag «+3 dn + 

536. — Aggiungiamo che pel determinante ®, (che comprende i tre Q., 
Qr,xo, € Fr,a,) e per la sua derivata @', si hanno altre formole notevolissime 
che qui giova di dare. 

Osserviamo perciò che le prime n — 1 funzioni ausiliarie %,, 42}... 3%n1 
potranno essere state date subito come integrali fondamentali di una equa- 
zione omogenea in x di ordine »—1, e se anche saranno state date altri- 
menti, questa equazione potremo sempre intenderla costruita coi processi del 
$ 482 [pag. 676 e seg.] come dicemmo al $ 520; e noi introducendo ora 
questa equazione, ammetteremo che essa sia la seguente 


(32) W (a) = dA de bea L... + dbaox + bo13=0, 


indicando con W' (x) il suo primo membro. 

Derivando rispetto ad « il determinante ®,, coll’osservare che nei nostri 
casi 9,,6,,...,9, sono indipendenti da x, si troverà un nuovo determi- 
nante che sarà quello che risulta da ®, sostituendovi agli elementi della 


penultima colonna le derivate «©, 267... 20, a 


; e poichè per ipo- 
tesi le #1, 42)... %,-, Sono integrali della equazione precedente (32), i primi 
n-—1 degli stessi elementi potranno esprimersi per le derivate degli ordini 


precedenti per mezzo della stessa equazione; e su scrivendò l’ultimo ele- 


db S 
mento «7 sotto la forma — ria (a me ALe 5, A), il determinante @',, 
0 


verrà a prendere la forma seguente 
! a(N_-3 —2 —_2 Ù 
Aperzi MO A E A I 
7 E) n-2) n-3 7 
za Ma ta PARTA RO > L (b920 IL 0... + dn 2% + On X9) 0, 


1 

bo . * . . e . . . . . . . . . . . . . . . 
An i IG, XI) bi dare Lt (5, A Sr "a TE IRPI X N—-T 55 OR ta) dna 
Guk nia RE e ee 402) 0, 


Spezzando ora in due parti ogni elemento della penultima colonna come 
è indicato dalle parentesi, e scomponendo il determinante in due si potrà 
scrivere subito intanto 


] 29 n—3 ! 
ca IA O AIA IG TRAIN 9, 
Mo. Ro FAI OZ I Uno VI 
do n» bo . . . . . . . . . . . . . . . . . 
44 Ù —3 3 
nl A n_l * ** Na i su dea Dos: 99 n—l t DISSI Xn-1 dii 


a! n_3 nv(n_1l —2 
Aa ta” n e. 0 244 ) va tak gin | db, gin i) 0, 
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e ora sottraendo dagli elementi della penultima colonna i corrispondenti 
delle colonne precedenti moltiplicati respettivamente per d,_1,0,-2,..- ds, 
si trova subito la formola seguente 


(33) (NO ir ò, (TREES U (n) 


A do Do 


Bia 


essendo Y' (x,,) ciò che diviene per x=x,, il primo membro della equazione 
(32) in x che ha per integrali le funzioni precedenti 2,, %2,---%n1) ® O 
essendo il determinante analogo a ®, relativo al caso di queste sole n — 1 


fanzioni #1, #2)... %n-13 @ Ora da questa formola colla integrazione si ha 
subito l’altra 


Perni " 
(34) O,=— e is e O, gi da — Ta (9 
\ Bb i 


essendo *,,, il valore che prende ®,, pel valore particolare B di x; e questo 7, 
conterrà 0,, al primo grado e potrà pure contenere le 6,, 9,, ..., 0,1, e anche 
queste linearmente perchè ©, è sempre lineare e omogeneo rispetto a tutte 
queste quantità 0,,0.,...,0,1,0. 

Queste formole (33) e (34) sono quelle che volevamo trovare. Da esse 
nel caso di b,=d, si hanno le due 


(3 5) (do 0,)= sr ME (%) Ba; ) Hi SORTA Li SE (£,) LR dx nn n 9 
0 
- b 


SS 


e nel caso invece di 6, =0 si hanno le altre 


x 


Y (2, Y (2, 
e o el Veg det 
do bo 
b 
essendo ancora *;,, il valore di 0, per x=8. 


Applicazioni delle formole generali precedenti alla determinazione 


dei valori asintotici degli integrali di alcune classi di equazioni 
lineari. 


537. — I risultati generali che abbiamo ottenuto dànno luogo ad altri 
molto notevoli quando si particolarizzano le funzioni ausiliarie x,, %2} +. %n 
per le quali, come dicemmo, si ha tanta arbitrarietà. 


(5) Q 
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Prendendo perciò sempre a considerare la solita equazione lineare 
7 PAS n—-2 , nl 
(1) uyL ay ay +... +-a,1Y+a,y=X, 


e mantenendo ancora tutte le notazioni dei paragrafi precedenti, ricordiamo 
la formola (21) del $ 523 [pag. 725] che deve dare l’integrale, e che può 


scriversi sotto la OR 
Pea TA 
9 E 
®) suli 


x 2 Cn 


mM_- 
x ti e 
9 cai: Ga, dx, Rei dx, i LEI Ln d dei Ax,Iimr%m dan, 
1 (o O) (Q Qe (a, ( DE (Ch Qi h: (4% Qe,, 


a (0 


(e ©) 
intendendo che x, nel termine di D; che corrisponde a m=1 rappresenti x, 
1 


e scegliamo in primo luogo per le solite funzioni ausiliarie 21, %2,...3%, le 2 
esponenziali distinte e®, e®@:...,e°*. essendo %,, 0,...-,0, quantità costanti 
(reali o complesse) delle quali indicheremo con o la somma ©, +0©9+..4+0,, 
mentre per abbreviare indicheremo con c, la somma s— ®, di tutte le stesse 
quantità meno la ©,. 

Allora pel Wronskiano @Q di queste funzioni avremo Q="ge°*, essendo q 
il prodotto II (0, —w,) con 7>s delle differenze delle ©,,©3,..., 0,; e Se 

rs 


indicheremo con 


(3) e( = + ea 0A eg 0? +... + en 010 +-en70,=0 , 


dove es=(— 1)°, la equazione che avrà per radici le quantità ©,,©3,...30,, 


0) ; 
avremo c= =, ele «,, #0, ...,%, verranno ad essere un sistema fondamentale 
i Di 


d’integrali della equazione lineare a coefficienti costanti 


(4) do Le n eV Ad eo agg La... des dn1% + eng =0, 


e per le quantità Q, del $ 535 coi processi seguiti nel $ 485 [pag. 682-83 | 


AE sai 
troveremo e, Q. = e = 1 n pio 


£ (0,) 2 (0,) 


Per questo le formole (31) dello stesso $ 535 ci daranno ora 


(0, 


< 1 GTO, — sì o 
AA 4 VELE Uan 00 dI d (0) aa 1 daga, = %0Y Lo gi CALA 
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QUTREL 20020 n CIA Vo 
e se per abbreviare indichiamo con A, © v,,a, i rapporti = e e, —®M, 
q (4 Q)a, 


e con 0,2, il valore di a, quando per x vi si pone x,, e al tempo stesso 
osserviamo che a causa della (3) la espressione generale di Z, data dalla (6) 


del $ 516 può scriversi 


a (ni © AE (a; ELI) Pra gni 
(6) En41 4,= Gi (4; RIT Alleato ; x: 6; 1 RS 

avremo 

A A, ° 1 5 ©,% d 

Ada - = AGI e (0) i Gi DIE: rt dx, i 

1 i 7 

(7) , 

VUr.a = 8 ULACONOA ISS gian Do o (a; —d;) Pip 20 og 

de o (0 Q)a Uo, Xi dii e (04) 1) 3 eos ) 


e così, sostituendo nella formola (2) si troverà per l'integrale y della nostra 
equazione (1) 


\ x x Xi 
(8) USE 5 Art fAx Ve, ag, dx 4 ti Vr, a, dx f A Us, pae Lt 
\ o o, 


(0) 


x ci da Ln2 Cn-1 
13 I} t Vv n Ro Li te mp T, Fe Li 5) . 
+] 0,5, dA, | Ve, 2,4% a ur, Ax, CIANI ded .. \’ 
(04 (04 (04 (04 (04 


essendo A, e x, », e quindi in generale Ax, e Ux,. 1% determinati dalle for- 
mole precedenti (7); e quando X è diverso da zero, supponendo .in questa 
le €, €)... ,0, (che figurano in A,) tutie eguali a zero, si avrà un inte- 


grale particolare della equazione completa (1); mentre se X=0 per ogni 
sistema di valori delle costanti c,, 6°, ... €, Si avrà un integrale della equa- 
zione omogenea 


(9) do uri 3P dA, i + DEL + An y L A, Y re: 0 3 


e in particolare prendendo successivamente, sempre quando X=0, una delle 
costanti €, €2,..., 6, uguale ad uno e le altre uguali a zero, si avranno ($ 523) » 
integrali che costituiranno un sistema fondamentale della equazione stessa (9) 
pei valori di x iu tutti gli intervalli nei quali i coefficienti @,, @1, 49,...,0,1, 4» 


sono finiti e continui insieme alle loro derivate sino a quelle degli ordini 
n,n-1l,n—-2,... respettivamente, e a, è diverso da zero. 
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E si può notare che queste formole sono generali, e valgono comunque 
sì prendano le costanti ©, ©, ... ;6, purchè diverse fra loro; talchè pren- 
dendo queste, e quindi anche le 6 e 6,, in modo particolare, si avranno espres- 
sioni speciali — sempre per l'integrale generale della (1) — che potranno 
dare luogo a conseguenze notevoli. 


538. — Invece però di darsi avanti le costanti ©), 03, ... ,0,, gioverà darsi 
i coefficienti 4), 4, 3)... %, che figurano nella equazione (3) della quale le 
stesse ©), ©, ... ©, sono radici, o quelli della equazione (4) della quale la (3) 
viene ad essere la equazione caratteristica, e le x,, %:, ...,#, vengono ad 
esserne integrali fondamentali; e gioverà scegliere i coefficienti stessi oppor- 
tunamente in relazione colla equazione data (1) prendendoli cioè in modo 
che la equazione caratteristica (4) venga ad avere tutte le radici diseguali, e 
in modo anche che colla formola (8) si possano fare facilmente studii speciali 
intorno agli integrali della equazione data (1). 

Così, considerando in particolare il caso delle equazioni (1) per le quali 
i coefficienti 4, 41, 02, --- 14n-1, 4, al crescere indefinito di x, ad es. per 
valori positivi, tendano verso limiti determinati e finiti dei quali il primo 
(quello di 4) sia anche diverso da zero, prendiamo questi limiti come valori 
dei coefficienti 09, 01, 4%; ... 12, che figurano nelle (3) e (4), nel supposto dap- 
prima che per essi la equazione (3) venga ad avere le radici tutte diseguali, 
e indichiamo con 4%, 4; 43, ».. 34, le loro differenze dai coefficienti corrispon- 
denti, cioè poniamo 


(10) a=% 4%, G=% 4 , d=%-| 0g, 3} O Ag 


essendo 4, 4, 42 ,...,4, funzioni di x che tendono a zero col crescere in- 
definito di x, e che per ogni valore finito di x al di là di un certo numero 
c sono derivabili come le 4, @,, 43, ...0, almeno fino agli ordini n, n—1, 
n—2,... respettivamente, e ammettiamo che anche queste derivate tendano 
a zero al crescere indefinito di n. 

In altri termini ammettiamo che il primo membro della equazione data (1) 
o la sua corrispondente omogenea (9) dia luogo a una equazione limite d’ or- 
dine 2 per ax=+ 


(11) 00 + cy BL agg? L.. dona Y+any=0, 


(che abbia cioè per coefficienti i limiti, che supponiamo esistere, di quelli 
del primo membro della equazione data), e le funzioni 41, 2) «.. 3, St4n0 un 
sistema d’integrali fondamentali ent, en®, ... je" della equazione aggiunta 
di questa equazione limite (11), che verrà ad essere appunto la (4), supposto 
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dapprima che per questa aggiunta la equazione caratteristica (3) venga ad 
avere le radici ©,, 03, ... ,0, tutte diseguali, e supposto inoltre che le funzioni 
do; 4, d)...-4, che rappresentano le differenze @—%) Q1—%; d,—03)...:An, n 
abbiano le proprietà indicate sopra. 

Allora, considerando nella (8) il caso di a=-- 2, con che dovranno esser 
soddisfatte le condizioni dei $$ 524 e seg. o altre simili, potremo colla formola 
stessa studiare il modo di comportarsi al crescere indefinito di x degli integrali 
di quelle classi di equazioni (1) per le quali i coefficienti 4, 41, 42, ...,@, 
soddisfano alle condizioni anzidette, o come sì dice trovare i valor: asintotici 
di quegli integrali per x crescente all’infinito (*). 

539. — Incominciamo infatti, per semplicità, a considerare il caso delle 
equazioni omogenee (9), cioò supponiamo che sia X=0 nella equazione data (1). 

Osservando che nelle somme 


ti $ e; (aio) en o Gela i 
( ) n Ù es ) " ePs ’ 


che figurano nelle espressioni (7) di w,,»,, le esponenziali e°*°, a calcoli fatti 
vengono a sparire, si vede che al crescere indefinito di x queste somme tende. , 
ranno a zero come vi tendono le @, e le loro derivate; e quindi, fatta astra- 


_ (£) Invece di studiare il modo di comportarsi degli integrali della equazione 
data (1) al crescere indefinito della variabile x, potremmo, lasciando < finito, stu- 
diare il loro modo di comportarsi coll’ avvicinarsi indefinitamente di x ad «, e per 
questo basterebbe supporre che i coefficienti a), 4), 4, ... ,0n-1, 4, della (1) fossero 
finiti continui e derivabili anche per €x=<%, e a, non fosse zero e che i coefficienti 
40, 45 49) ««- 3% delle (3) e (4) fossero i valori degli stessi coefficienti per x= «. 

E con queste condizioni, volendo ancora ammettere dapprima che le radici della 
equazione (3) dovessero risultare disuguali, il punto = potrebbe essere uno qua- 
lunque di quei punti x pei quali, oltre ad essere regolari i coefficienti 4), 4), da, ... , 
An-1, An nell’ intorno dei punti stessi, e all’ essere, in essi e nel loro intorno, a, di- 
verso da zero, si ha altresì che la equazione 


D(e,)=A40” +00 + c90,0-2 +... + en10n-10 + en An =0 


che è la caratteristica di quella che viene dalla (1) cambiandovi i segni alternati- 
vamente nel primo membro, e rendendola omogenea se già non lo è col farvi il 


fol LIRE PIO) 
secondo membro uguale a zero, non ha radici uguali, cioè non si ha nti o in 
0!) 


altri termini sono esclusi quei punti che in Analisi si chiamano i punti critici della 
funzione » di x definita da questa equazione, quando si considerino oltre ai valori 
reali anche i valori complessi di x e ©, ed escludendo sempre anche i punti x pei 
quali a,=0, salvo per questi a tenere conto delle considerazioni fatte nei $$ 524 e 
successivi. 
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zione da alcuni fattori sempre finiti, si può dire che i varii termini delle 


Ur. x si comporteranno come le esponenziali e?s»-17*») moltiplicate per 


mal? “m 


le somme stesse (12), mentre i singoli termini delle Ax. sì comporteranno 
come quelle esponenziali e°»*» che figurano nei termini stessi (*); e per con- 
seguenza infine i varii termini dei prodotti A», ,,_,,e,, Che figurano sotto 
gli integrali nei varii termini della (8) si comporteranno come le esponenziali 
(o, —Ww,)d 


e's"m_ G » moltiplicate per le somme (12) nelle quali sia cambiato 


nen, | 

E siccome le radici ©,, ©, ... ©, della (4) potranno essere reali o com- 
plesse, evidentemente nelle esponenziali qui indicate le radici reali e così le 
le parti reali di quelle complesse, quando non si distruggano nelle quantità 6, 
o nelle differenze 0, — ©, figureranno in esponenziali reali della forma e?® 
con À reale, e quindi a seconda dei segni delle quantità X daranno luogo 
a esponenziali che crescono all’infinito o che tendono a zero al crescere inde- 
finito di x, mentre le parti immaginarie moltiplicate per la variabile verranno 
a figurare soltanto sotto seni e coseni. 

540. — Queste considerazioni fanno già comprendere che il verificarsi o no 
delle condizioni generali dei $$ 524 e 525 o di quelle più particolari del $ 527, 
e l’applicabilità quindi della formola (8) per la determinazione dell’ integrale 
y della (9) anche nel caso di x=, dipenderà dal modo di tendere a zero 
delle quantità @, e delle loro derivate fino a quelle di ordine n— col cre- 
scere indefinito di x, e anche dalla natura delle radici @,, ©, ... ©, della (4), 
e più specialmente da queste radici stesse quando sono reali, e dalle loro 
parti reali quando sono complesse. 

Ciò premesso, s’ indichino in generale con 4, + y, le radici è, della (4), 
comprendendo in questa espressione anche le radici reali (per le quali sarà 
y,=0); e distinguiamo il caso in cui tutte le radici hanno la stessa parte reale, 
come avverrà in particolare quando le radici saranno tutte puramente imma- 
ginarie (una potendo anche essere nulla); e il caso in cui questa parte reale 
non è la stessa per tutte le radici. 

Prendendo ora a considerare il primo caso, e indicando con w la parte 
reale comune delle varie radici, si osserverà per prima cosa che allora nelle 
esponenziali e's—©,)*» che compariscono nei varii termini delle v4,,_,,x,, gli 
esponenti (0, — ©,)x,, saranno nulli per "=s, e saranno puramente imma- 
ginarii pei valori di » e s diversi fra loro; e quindi queste esponenziali 


(*) Naturalmente nel valore di Ax, mancheranno i termini corrispondenti a 


quei valori di » pei quali sia preso c, = 0, 


teficimia. 
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non porteranno in campo che quantità finite, non essendo esse altro che 


o. per: 0) 7 Oi — 0, 
coso-——— x, + sen —— 
D 


Xm, @ il loro modulo sarà l’ unità. 


Gi 
} 


S' indichi poi con £ il massimo modulo dei coefficienti A) che figu- 
(0, 


rano nei termini delle A, e che saranno al più in numero di »(*), e si sup- 


ponga che le funzioni @; e le loro derivate al crescere indefinito di x ten- 


dano a zero di un ordine non inferiore a quello di de) essendo t(x) una fun- 
x 
zione diversa da xero e positiva di x, come ad esempio ($ 112 e seg. [pag. 73]) 
Il il 


‘ETICI, (log a) > loga (log a)? con vizi: per 


una delle funzioni 


. . E XL . . . R . . LS 
le quali la funzione psi viene integrabile fino all’ infinito; con chè posto 
% 


716) de=t (x), la (x) è una funzione positiva di x che col crescere in- 
XL 
definito di x tende a zero decrescendo continuamente. 

Allora, considerando come costituenti ciascuna un termine solo le varie 
somme (12) nelle quali sia cambiato x, in @,,, e indicando con ®, un altro 
numero positivo che sarà certamente finito, dalla seconda delle (7) si vede 
che il valore di v,,_,,a,, Sarà composto di » termini ciascuno dei quali, 


quando si faccia astrazione dal fattore estmT®m) che vi figura, avrà un modulo 


che sarà inferiore a ®, ra). e quindi considerando ora i varii termini di 
Cm 


PAGO, 


m om? Tm 


si vede che essi saranno al più n° e ciascuno avrà un modulo 


se (x ) 
Ln1 AIA 


Lim 


inferiore a quello di 98, es , ciò che porta che il modulo dell’ in- 


(0.0) 


tegrale Ax Ur v%m dx, sarà inferiore a quello di n°920, e0tm_t (Xn) 
Cm_1 


essendo cs, una qualunque delle somme 0), 6, ... 0, le quali evidentemente 
hanno tutte la stessa parte reale (n—1)y.. 
Di qui risulta subito che il modulo dell’integrale doppio 


(e De) 
Vi dx "AG UV, dx 

Tor—2Cm_—1 m_l Zu Cani vo dan 
Um_2 Lin—1 


(4) Nel caso che ora consideriamo le costanti c, potranno essere prese comunque 
e l’integrale potrà essere l’integrale generale, e quindi il numero dei termini di 
Atm potrà anche essere appunto ». 
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non sarà superiore a quello di 790? e°°°m- (Em) (Cm) dr: e COSÌ 
Cm_1 


Cn—2 


continuando, si vede infine che il modulo del termine generale del secondo 
membro della formola (8) nella n sia fatto X = 0, sarà inferiore a quello di 


(Pe) = 
= T @) ; (e); T Cm-1 T Tm 
porta gore le dt EI 
Cm_1 Lom 
Val Zm-1 


Ne segue che fatta astrazione dal fattore reale comune e #2, se ad es. t(2), 
1 i 
(log #)!+° log x (log* a)!1+” 
il modulo del detto termine generale sarà inferiore a quello del termine di 
una serie esponenziale, mentre in generale, indipendentemente dall’aversi 0 
no per t(x) queste particolarità, si vede che in ogni caso il modulo dello stesso 
termine generale sarà inferiore al numero n+9Q77,(1)"? ovvero a n2(n9,0(2))” 
che per x superiore a un certo numero SI grande c è sempre 


a 
come spesso avverrà, sarà una delle funzioni — , SE 
yi 


inferiore a quello di una progressione geometrica colla ragione minore di 
uno; e quindi sotto le attuali ipotesi, astrazione fatta sempre dal fattore co- 
mune e, la serie che figura nella espressione (8) viene ad essere conver- 
gente in ugual grado rispetto ad x in ogni intervallo finito al di là del punto e 

Tenendo dunque conto ora anche del detto fattore e-#* e moltiplicando 
tutto per Z, essendo Z, dato dalla (6), si vede che la esponenziale reale e 74% 
viene a sparire nel prodotto yZ, e la serie corrispondente conserva la con- 
vergenza in ugual grado e ad essa può applicarsi la integrazione fra c e ©, 

% 
e quindi l’integrale f yZ,dx ha un significato per ogni valore di «x non in- 
x 
feriore a €; e similmente nei singoli termini della serie (8) nei quali a calcoli 
fatti sia cambiato x in x, sparisce l’esponenziale e7#1 quando si moltiplicano 
per 4x,e,, e la serie corrispondente è convergente in ugual grado rispetto ad 
x,; @ tutto questo, combinato con quello che si disse in fine della nota a 
pag. 730, basta ora evidentemente per assicurarci che il teorema del $ 524 
rimane applicabile. 

Da ciò risulta che, sotto le condizioni poste, la formola (8) nella quale sia 
fatto X=0, considerata anche per a=0%, rappresenta l'integrale y della 
equazione omogenea (9) pei valori di x superiori a un numero sufficiente- 
mente grande c; e siccome @,, al crescere indefinito di x tende verso &, 


I Lee | AVA) 
) st te A, e 4 diviene infinitesima di ordine non 
do, 9 Xo = Uo 


—- 0593 — 


n è 


d.0) 


inferiore a quello di e quindi neppure a quello dell’integrale dia A (*) 
ni 

che può considerarsi come fattore in tutti i termini dopo il primo della 

formola (8), si conclude che, sotto le fatte ipotesi, pei valori di x al di là 


di un certo numero € si ha 


y==e re e o, eater leo rene 


(#) Se f(x) è una funzione che al crescere indefinito di x tende a zero e al- 
meno da un certo valore di x in poi ammette una derivata determinata, indicando 
con v un numero diverso da zero e positivo e con x' un numero superiore ad x, 
avremo per una formola nota 

CES) 
A ee ay por ° 
essendo p un numero compreso fra x e x', e quindi ammettendo inoltre che f(x) 
per x grandissimo non passi mai per zero avremo anche 
fe) pai or 
x f(a) SE) 121 per ppi (E). 
li e LA O) bg ir 


e se 2' sarà molto grande in confronto ad x si potrà scrivere 


14%) , 
@ nf =- LO p4 fp), 


essendo »w un numero piecolo in valore assoluto quanto si vuole. 
Inoltre per la formola degli accrescimenti finiti avremo anche 


fa) fa=@-aP@)=(1-5) ef), 
e da questa sotto le stesse condizioni per f(x) trarremo l’altra 
(0) f(@)=—-(140,))x7'(P.), 
con ©, piccolo quanto si vuole, e p, numero compreso fra x e a'. 
Dalla prima di queste formole, cioè dalla (a), si vede che se al crescere indefi- 
nito di a la /'(x) diviene infinitesima precisamente dell’ordine v--1, la funzione 
primitiva (x) lo diviene dell’ordine v inferiore di una unità; e per la seconda, cioè 


per la (0), si può dire soltanto in modo più generale che l'ordine d’infinitesimo di 
f'(x) non sarà inferiore a quello di f(x); ed è per questo appunto che affermiamo 


nel testo che l’ordine d’infinitesimo di se non è inferiore a quello dell’ inte- 


n 
t (e) 
rale — dx 
SC 
Tutto questo però per le funzioni f(x) che (come abbiamo supposto) al crescere 
indefinito di x tendono a zero senza passare mai per zero; che altrimenti l’ordine 
d’infinitesimo di /'(x) potrebbe essere inferiore a quello di f(x), come accade ad 


sen x 


esempio per la funzione oi 
12 
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VOI È È DI 
dove in generale abbiamo indicato con c', i rapporti e,_1 IN) e con 6 
Ù 


una somma di termini simili agli altri, ma coi coefficienti variabili e tendenti 


do 
tutti a zero di un ordine non inferiore a quello di 7, (x) = 5 per 
xd 
do 
modo cioò che si può scrivere 9=s e con e=9 adi; essendo 9g 
XL 


una quantità sempre numericamente inferiore a un numero finito (che potrà 
anche tendere a zero) e p, la parte reale comune delle varie radici ©,, ©3 }..., ©, 
della equazione (4). 

E si può notare che, come fermandosi a fare uno studio particolareggiato 
del primo termine della formola (8) siamo giunti alla formola precedente che 
dà completamente il primo termine c'e-©% + es eT®*+... + che 0 
un primo valore approssimato dell’integrale generale della nostra equazione 
(9), così facendo cogli stessi processi uno studio particolareggiato anche di 
uno o più dei termini seguenti della stessa formola (8) si potrebbero facil- 
mente calcolare anche altri termini e quindi anche altri valori approssimati 
quanti si vuole dello stesso integrale. 

541. — Passiamo ora a considerare il caso in cui le radici ©,,603,...3 ©, 
della (4) non hanno tutte la stessa parte reale; e indicando allora con 
©), 02 ...30, (con 1=4%<n) quelle (reali o no) che hanno per parte reale 
la massima delle parti reali stesse che indicheremo pure con y, limitiamoci a 
cercare un integrale particolare della (9), col supporre cioè ora che le costanti 
Cr419 Ch42)---) 6, Siano tutte nulle e le altre c,,c,,...,6, restino arbitrarie. 


Allora nelle somme che compongono le A, vi saranno solo gli % termini 


corrispondenti ai valori 1,2 ,...,# di 7, e nei prodotti A, %x,_pa, COMPa- 
5 È }: GX RCA a 
riranno soltanto 74 esponenziali della forma e © "7 el7°5)m ovvero 
CF LIA DITA È s a 00 SO i 
iii ; e poichè nella seconda esponenziale Acta pei va- 


lori 1,2,...,# di s un esponente sarà nullo e gli altri avranno nulla la 
parte reale, così questa esponenziale per gli indicati valori 1,2,..,% di s 
sì manterrà sempre finita come nel caso precedente, e avrà per modulo l’unità. 
Considerata invece pei valori #+1,%+2,..., di s, la stessa esponenziale 
al crescere indefinito di x per valori positivi tenderà a zero d’ordine espo- 
nenziale perchè in essa l’esponente avrà la parte reale negativa che crescerà 
indefinitamente con x in valore assoluto. 

Poste dunque per le @; e per le loro derivate le stesse condizioni che si 
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avevano nel caso precedente, e conservati ancora gli stessi significati a 9 e a 


(0.0) 


Q,, si vede subito che nell’ integrale Ax, Vx dx,, i termini corrispon- 


m_l, x Mm 


Cn .—l 


denti a s==1, 2, ...,/# che sono in numero di 4° avranno un modulo non 
. . O, I . . . 
superiore a quello di 99, e” "7, (x,,_1) @€ @ fortiori non superiore a quello 


} "49 Ù 3 
di 20, e ” "tr (x) perchè essendo x,,_1- = siha t, (Cm) <= (€); mentre per 
quelli corrispondenti agli altri valori #+1, #+2,...,7 di s che sono in 
numero di /(2—%), coll’osservare che allora il modulo della esponenziale 


elr7%s)*m o e(s-®»)%m và continuamente diminuendo coll’andare di «,, 


da %,,, a %, perchò la parte reale di 0, - ©, è negativa, si vede che essi 
(e 0) 


T(Xm) dx 
Tm 

m_l 

ovvero L0, 6%%m t1 (Cm); e anche a fortiori, per essere ©, (Xn_)<T(%), 


inferiore a quello di QQ, e-*m-1 7 (1): e quindi evidentemente quell’ integrale 
h 


. << @| Ot È 
si potrà intendere posto sotto la stessa forma Y x,1e””- che si ha per 
1 


. . . Xx rei XL 
avranno un modulo inferiore a quello di 90, e's“»_1 er 795) Im 


x 


An o essendo il modulo di ,,, non superiore a 20, 7 (2). 


(e ©) (e 0) 
\ È DICI . TN yi 
Ne segue che per l’ integrale doppio UNISCE (TN Ax, Un ty a 
Lm2 Ln 


potranno ora ripetersi le stesse considerazioni, e si troverà così che esso può 
h 

intendersi posto sotto la forma Y +, e°*°*-?, essendo i moduli della *,,s in- 
1 


feriori a # (n.99, t1(2))Q 7 (€) ovvero a Q(n29, 1, (2))?, e così continuando si 
giunge a trovare che il termine generale del secondo membro della (8) nel quale 


h 
sia fatto X=0 si potrà intendere posto sotto la forma eT°° Strm@”, 
1 


h 


n 
Ovvero D' rm “7° 0 anche infine e *° Ye 7°, essendo i moduli delle 
1 Il 


‘»,m non superiori a Q(n22, c(£))". 

Di qui si vede che, astrazione fatta dal fattore comune e—*, i moduli 
dei termini della stessa serie (8) pei valori di x superiori a un certo numero 
c saranno inferiori a quelli di una progressione geometrica colla ragione 


®. Reno L 1 
minore della unità, e quando (x) fosse una delle funzioni — , 7 , 
ao a) 


1 i 
a... 81 potrebbe anche vedere, come nel caso precedente, che 
log a (log* x)!+ 


-—- 56 — 


sono inferiori a quelli di una serie esponenziale; e ora ripetendo i ragio- 
namenti fatti pel caso precedente si conclude che sotto le fatte ipotesi ri- 
spetto alle quantità 4;, se ©), ©, ..0, con (1<k#<») saranno le radici 
della equazione che hanno la parte reale massima p., vi sarà sempre un in- 
tegrale particolare della (9) con % costanti arbitrarie che per valori sufficien- 
temente grandi di «x prenderà la forma 


Y —- Ci e -- Co eP2% | SA -- Go CRI " eur ; 
DO 


t(x) 


-— da, con 9g quantità il cui modulo è sempre inferiore 
x 


essendo =9 


a un numero finito, e le c,,c3,...,c, essendo % costanti arbitrarie. 
D'altra parte è da osservare che se si cambia © in —w nella (3) essa 


si trasforma subito nella equazione caratteristica della equazione limite (11) 
della (9) o, come diremo per abbreviare, nella equazione caratteristica limite 
della equazione stessa data (9), e le sue radici ),,)s,... ,), vengono ad essere 
— 0} — 02, ... , — ©, per modo che le funzioni 


Yy== 01067 | HL... +e, 


con A=» nel primo dei casì considerati sopra, e 1<=/%k<% nel secondo 
corrispondono respettivamente all’ integrale generale, o a un integrale parti- 
colare, con % costanti arbitrarie, della equazione limite (11); e per questo 
riassumendo si può enunciare ora il teorema generale seguente: 

« Se la equazione lineare omogenea data (9) d’ordine » ha una equa- 
« zione limite (11) per «= 00 pure di ordine x, e se le differenze 4, =; — a; 
« e le loro derivate fino a quelle dell'ordine » —? al crescere indefinito di « 


1 ZAN . (a 
« tendono a zero di un ordine non inferiore a quello di se), essendo 7 (2) 
do 


e . e | . T I 
« una funzione diversa da zero e positiva tale che l’integrale ue dx venga 
x 


x 
«ad avere un significato, e se al tempo stesso le radici ),, }6,...,), della equa- 


« zione caratteristica limite della stessa equazione sono tutte diseguali, allora 

<a) se queste radici avranno tutte la stessa parte reale ) (come avviene 
«ad es. quando sono tutte puramente immaginarie e una al più di essa è 
«uguale a zero), l'integrale generale y della equazione data (9) pei valori 


«di x superiori a un certo numero sufficientemente grande e prenderà la 
« forma 


Yy=Y + ne 
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« dove y, è l’integrale generale della equazione limite, e n="9 
ci 
«essendo g una quantità il cui modulo è sempre inferiore a un numero 
« finito. 

« b) se le radici X,,3,...,), della stessa equazione caratteristica limite 
< della (9) non avranno tutte la stessa parte reale, e di esse le ),,23,...,), 
«(con 1<A<n) saranno quelle che hanno la parte reale minima i, vi 
«sarà un integrale particolare 7 della (9) con % costanti arbitrarie che pei 
«valori di x superiori a un certo numero c prenderà la forma 


Yy—UpmMeo, 


«dove n ha lo stesso significato che sopra, e % è l’integrale particolare 
«diet i ese 4... 4 c'e della equazione limite ». 

La funzione y, nei due casi sarà il valore asintotico cercato dell’inte- 
grale generale o particolare corrispondente della equazione data, talchè noi 
possiamo dire ora che nei casi considerati il valore asintotico dell’integrale 
«generale o particolare y della equazione data per x crescente all’infinito 
« sarà precisamente l'integrale generale o particolare corrispondente y, della 
«equazione limite ». 

E anche qui si può osservare, come osservammo in fine del paragrafo 
precedente, che facendo un esame particolareggiato anche di uno o più ter- 
mini successivi della (8) dopo il primo, si potrebbero calcolare nuovi termini 
e quindi nuovi valori approssimati dell’integrale generale o particolare y 
che qui si considera della equazione (9). 

542. — Osservando poi che negli esponenti delle esponenziali che figurano 
nella y, la parte reale è sempre uguale a A, e delle parti immaginarie <y,x se, 
come abbiamo sempre supposto, la equazione data è a coefficienti reali, una 
soltanto può essere zero (perchè le radici devono essere tutte diseguali) e le 
altre sono due a due uguali e di segno contrario, si vede subito che, pren- 
dendo complesse e coniugate le costanti che moltiplicano le esponenziali co- 
niugate corrispondenti per avere integrali reali, la y,, nei due casi a) e 6) testà 


Ataf N 2 
indicati si porrà sotto la forma Y e° (1, c08v,2 + è, seny,x) essendo le 1, e 


è. costanti reali arbitrarie; e per l'integrale corrispondente y della (9) 
avremo 


Y 


ea ne > (17 COSV, a Ò, Sen V, x) un U ’ 
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DO 


essendo ancora 7="g O de; cioò il rapporto 4 per valori grandis- 
x 

simi di x si comporterà come una somma di seni e coseni nella quale però un 
termine potrà talvolta ridursi a una costante, perchè una delle y, potrà essere 
zero. E per le osservazioni che abbiamo fatte in fine dei due paragrafi prece- 
denti, valendosi della formola (8) si potranno determinare anche tanti termini 
quanti si vorranno della parte n che tende a zero al crescere indefinito di «. 

543. — Osservando poi che, come si disse al $ 531, alla serie (8) può anche 
applicarsi la derivazione termine a termine, si vede che sarà y=% + e”, 
essendo 7 un’altra quantità che come al crescere indefinito di x tende 


(0.0) 
essa pure a zero di un ordine non inferiore a quello di Tr a E la 


x 


derivata di SE per valori grandissimi di x sì comporterà essa pure come 
per: 


una somma di seni e coseni. 
E siccome ogni termine ‘, c0sy,0 + è, seny,x può porsi sotto la forma 
y,c08(v,2-+d',) essendo y, e è’, nuove costanti arbitrarie si potrà anche 


scrivere 


(/ [/ } by ; Ù / Ù 
= DI Tacosgie mo (25) = —Yy,y,sen(v.e+d,) +, 


per modo quindi che, col crescere indefinito di x, ogni integrale particolare 
y= e}, COS (vd + d,) +} che si ottenga col prendere zero tutte le co- 
stanti y, uguali a zero all’infuori di una Y,, si annullerà infinite volte oscil- 
lando continuamente col passare dal positivo al negativo e viceversa, preci- 
samente come le funzioni cos(vy2 4 d',), e le distanze fra gli zeri successivi 


T I È 
tenderanno verso —, e lo stesso accadrà per la derivata del rapporto cor- 
Vi 


rispondente DL tendendo inoltre gli zeri di questa derivata a venire a cadere 


nei punti medii fra gli zeri dell’integrale. 
Particolarità simili potrebbero trovarsi per le derivate di urdine superiore. 
E nel caso particolare che la equazione caratteristica limite della equa- 
zione data (9) abbia tutte le radici puramente immaginarie e una al più 
uguale a zero, o almeno ne abbia alcune puramente immaginarie e una al 
più eguale a zero e le altre abbiano la parte reale positiva e la parte im- 
maginaria zero o no, allora siccome in questo caso sarà XA=0, i risultati 
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precedenti, anzichè pei rapporti pag ADSL le loro derivate, varranno sen- 


z’altro per gli integrali corrispondenti della equazione data e per le loro 
derivate. 

I risultati qui esposti, limitatamente al caso delle equazioni lineari e 
omogenee del second’ ordine, furono dati dal sig. Kneser nei vol. 116 e 117 
del Journal fiir die reine und angewandte Mathematik di Crelle. 

544. — Questi risultati generali dànno il modo di comportarsi, per valori 
grandissimi della variabile, degli integrali di quelle classi di equazioni dif- 
ferenziali lineari e omogenee (9) di ordine » che per x= co hanno una 
equazione limite (11) che è pure di ordine » e per le quali, oltre ad essere 
soddisfatta la condizione che la loro equazione caratteristica limite ha tutte 
le sue radici diseguali, è soddisfatta anche l’altra che i loro coefficienti 
40,503, ..-,0, tendono verso i loro limiti 09,1) %,...,0, in modo che 
le loro differenze 4; =a; —a; da questi limiti e le loro derivate tendano a 


1 at , Tx 2 
zero di un ordine non inferiore a quello di e), essendo (x) una funzione 


(el 


diversa da zero e positiva tale che l’integrale il "e dr abbia un significato. 


E ciò per gli integrali generali delle stesse equazioni (9), o soltanto per loro 
integrali particolari secondochè saremo nel caso a) o nel caso è) di quelli 
dei quali è parola nel teorema enunciato in fine del $ 541. 

Questi risultati poi nel caso a) si estendono con tutta facilità e con leggiere 


modificazioni anche alle equazioni non omogenee (1) quando la funzione X è 


(e) 


tale che gli integrali f Xe °° dr hanno un significato per ogni radice 
x 


M 3:23, della equazione caratteristica limite relativa alla equazione omo- 
genea corrispondente. 

545. — Bene spesso però le due condizioni qui indicate, quella cioè di 
essere tutte diseguali le radici della equazione caratteristica limite, e l’altra 
che le differenze 4, tendano a zero insieme alle loro derivate al crescere in- 


IN. SRTRRGITE | 
definito di x almeno come una delle funzioni AZ} non saranno soddisfatte; 
x 


e allora per potere dire se e in quanto i risultati precedenti siano applicabili, 
converrà evidentemente fare altre considerazioni. 

Tratteremo poi in modo speciale il caso in cui la equazione caratteristica 
limite ha anche radici eguali; e intanto osserveremo che quando l’una o 
l’altra delle due condizioni suindicate o tutte e due non sieno soddisfatte, 


48 
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alla equazione data con opportune trasformazioni potranno in molti casì so- 
stituirsene altre per le quali le condizioni medesime vengono a verificarsi, 
e allora a queste nuove equazioni saranno applicabili i risultati precedenti. 

Fra queste trasformazioni quelle che più naturalmente si presentano sono 
le due considerate ai $$ 497 e seg. [pag. 695 e seg.], l’una delle quali con- 
siste nel cambiare la funzione y in un’altra « colla formola y="t#w pren- 
dendo per # una funzione conveniente di x, e l’altra consiste nel fare un 
cambiamento adattato della variabile indipendente x. 

Così ad es. se, essendo o no soddisfatta la condizione che la equazione 
caratteristica limite abbia le sue radici diseguali, si troverà che la condi- 
zione relativa ai coefficienti a; non è soddisfatta altro che per alcuni di 
essi, allora sì potrà osservare prima di tutto che ponendo y=tv, e calco- 
lando le varie derivate di y, la equazione data (9) si trasformerà nell’altra 


Du +4 Du) + LulT9 LL... 4 Lia + Lu=0, 


nella quale si avrà h,="@t, e in generale sarà 
Li=n; at +(n-1);_10t°+(n-2); st? +... + (n—i+1)0;1t+(m—00,t; 


e se ad es. si determinerà # in modo che si annulli il coefficiente /, di u"-, cioè 
se sì prenderà per # la funzione che soddisfa alla equazione l,=n@t +a,t8=0 


— (2 dx 


di = da 
Rao , basterà intendere che siano 


la quale ci dà tft =— — £, 0 t=e 
Na 


calcolate successivamente le varie derivate di # colle formole 


i sic pre A SE 
Na nai). Na, na \na} \na | ble 


per vedere subito che la equazione precedente in % viene tutta divisibile 


E Cda t! — 


na, È 


per £; e effettuata questa divisione i coefficienti della stessa equazione ven- 
gono tutti espressi sotto forma intera per quelli della equazione data e pel 


rapporto i e per le derivate di questo rapporto. 
0 
E quindi se ad es. sarà soltanto pel coefficiente a, della (9) o pel rapporto 


UA È ; 4 LL Mpeg : 
Sr che non si trovi soddisfatta la condizione voluta, perchè si abbia 
0 


Md LE 
Naso Ivg et) 


essendo y un numero fisso e positivo non superiore ad uno, e p. una quantità 
che è una costante diversa da zero o che per «= ha un limite determi- 
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nato ww pure diverso da zero e ha una derivata che per x= 0 diviene in- 
finitesima almeno del prim'ordine, allora se sarà a,=0 e al tempo stesso si 


1 
avrà y>:3, evidentemente tutte le derivate di # dopo la prima oltre al fat- 


tore # porteranno nei varii termini il divisore x'*° con p diverso da zero e 
positivo, mentre la prima porterà soltanto il divisore x”, e quindi i coefficienti 
della nuova equazione in v soddisfaranno tutti alle condizioni volute; e allora 
per potere applicare i risultati precedenti resterà solo a vedersi se la equa- 
zione caratteristica limite relativa a questa equazione in « avrà o no tutte 
le radici diseguali. / 

Se poi a, sarà diverso da zero, allora per le derivate di # non si avranno 
più queste particolarità, e queste conclusioni non potranno più trarsi; però 
in casi speciali anche quando «, sia diverso da zero potranno venire soddi- 
sfatte le condizioni volute pei coefficienti della nuova equazione in w. 

Così ad es. per la equazione del second’ ordine @%Y"+ ay + ay=0, 


dg a, \? ra SA 
FILI TI RSSECA DUCADA GELO lav, si vede 
% 200 2ao) | 

che la nuova equazione in w 


18 “+ (1) Ga) 


RING IIa n° a 
non soddisfarà alle condizioni volute, quando vi soddisfino @ e a, o — e 


siccome calcolando il valore di /, si trova 4, = 


Uu=0 


sini A | 
sia SEI a meno che non si abbia ancora a,=0; ma se a, e a; 0 


a i FOR ° | 
2 non soddisfaranno alle dette condizioni, allora basterà ad es. che sia 
0 


2 
a a t (x Meg. 
Sane) -—+ & essendo % una costante qualsiasi diversa da zero, per 
1279 20 4 
| essere certi che la equazione in « soddisfa alle condizioni che si richiedono per 
l’applicabilità dei processi precedenti compresa quella che la sua equazione 


caratteristica limite abbia le due radici diseguali; e questo anche senza richie- 
1 ; 1 
dere che sia v> 5) ma ammettendo semplicemente che y sia un numero 


diverso da zero e positivo qualsiasi. 


uda 
| | RISRZ STE DAR PILE E E fn 
546. — E così nel caso di aj=0, cioè di — = Lai, quindi =) PSR, 
RA; 
mentre gli altri coefficienti 4, 4, 03, ...,0, della equazione data (9) soddi- 
uda 


sfano tutti alle solite condizioni, se avverrà che ponendo y Laga wv u la 
nuova equazione in « abbia una equazione caratteristica limite per x= 
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le cui radici siano tutte diseguali, allora l'integrale generale o alcuni in- 
tegrali particolari della equazione (9) stessa potranno porsi sotto la forma 


Ax — n° dx 
e a” 


Vr 008(v:€ +3.) +}: 


avendo ) e v, i soliti significati dei paragrafi precedenti relativi alle radici 
della equazione caratteristica limite della equazione in w, e essendo come 
precedentemente una quantità che al crescere indefinito di x tende a zero 


(0.0) 


Gu 


di un ordine non inferiore a quello di 
x 
In particolare se i coefficienti 4, e a, della equazione data (9) saranno 
polinomii in x dei gradi #2 e m—1 nei quali d, e d; siano i coefficienti delle 
potenze di x di grado più alto, e se gli altri coefficienti @,,03,...@n-13%n 


saranno polinomii di grado non superiore ad m (* e divisi per 4 soddisfa- 


i bi 


i 2 & SRL . Q l 
ranno tutti alle solite condizioni, allora, avendosi — = e ac, con {,° 
Mai NIE IAA 


quantità che al crescere indefinito di x si mantiene finita, quando si riscontri 
di Mi 


— —c —-PF | — 


che col porre y=x "ue © ® “ula equazione caratteristica limite della nuova 
equazione in « ha tutte le radici disuguali, si potrà affermare che l’integrale 
generale o alcuni integrali particolari della equazione data (9) si potranno 
porre sotto la forma 


dx, 
x nd ed 


Sa cos (v,0d+d,)+n}, 


\ 


essendo le ‘,, e è, costanti arbitrarie. 
Così più particolarmente ancora, per le equazioni di second’ ordine della 


forma 
(14) (e + be" +e" 24...) + (e + het...) y'+ (pe +qe” +...) y=0, 


dove p è diverso da zero, i coefficienti della equazione corrispondente in « 
che si avrà subito dalla (13) soddisfaranno alle condizioni volute, e la sua 
equazione caratteristica limite sarà la XX -+-p=0 e avrà le sue radici dise- 
guali; quindi in questo caso quando p sarà un numero positivo u? l'integrale 


(# Alcuni però dei coefficienti a,, 43 ;..., @n-1, dn dovranno essere di grado m, 
perchè se fossero tutti come a, di grado inferiore ad m, la equazione caratteristica 
limite della equazione in u avrebbe necessariamente le radici tutte uguali a zero. 
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generale della stessa equazione pei valori di x superiori a un certo numero 
c prenderà la forma 


are 
Ven 


e quando p è un numero negativo —p° uno degli integrali prenderà la forma 


teri na enioa 


ia 


con y e è costanti arbitrarie, essendo ” in ambedue i casi una quantità che 
col crescere indefinito di x diviene infinitesima almeno del prim’ ordine. 


n 


Della equazione (14) è caso particolare la seguente 


2 


alta + My=0, 0 ayty+(-2)y—o, 


che è quella delle funzioni che si rappresentano con I, e sono conosciute 
sotto il nome di funzioni di Bessel, per le quali resta così dimostrato che i 
COS età. 

Va 

547. — Talvolta poi, come già dicemmo, quando per una equazione data 
(9) non siano soddisfatte le solite condizioni rispetto a tutti i coefficienti 
A, 4, d2 ,---,0, 0 rispetto alle radici della equazione caratteristica limite, 


loro valori asintotici hanno la forma 


potrà avvenire che trasformando la equazione con un cambiamento di va- 
riabile adattato coi ricordati processi dei $$ 498 e seg. [pag. 696 e seg.], la 
nuova equazione in y venga a soddisfare alle condizioni medesime, o vi sod- 
disfi la nuova equazione in « che si otterrà col fare al tempo stesso anche 
la trasformazione precedente y= tu. 

Che questo in dati casi possa avvenire, bene si comprende quando si 
osservi quali sensibili cambiamenti producono queste trasformazioni nei coef- 
ficienti delle equazioni; e ciò del resto apparisce chiaramente da applicazioni 
che di questi processi si facciano a equazioni del secondo e del terz’ ordine. 

Così nel caso della equazione del second’ordine 


(15) %y + ay +@y=0, 


se il cambiamento di variabile si farà come nel $ 499 mediante la formola 
IAT f f(&)dé + cost., la equazione trasformata sarà eviden- 


temente 
d*y de — dy d°x d 
LETI Ly + agy=0, 


ì, I igeont N, fiato el." 
, i 


ovvero 


(16) aofy'+ (af —@&f)y+@fy=0, 
dove le derivate ora s'intendono prese rispetto a È, e nei coefficienti si in- 
tende introdotta questa nuova variabile £ colla formola «= fi f(£) dé +- cost; 


e ora profittando della arbitrarietà della funzione f(é) si intende subito come 
possa avvenire che scegliendo convenientemente questa funzione, la nuova 
equazione soddisfi già a tutte le condizioni volute, o almeno possa venire 
a soddisfarvi la equazione in w quando si faccia anche la trasformazione 
precedente y= tu. 

Così ad es. se si parte dalla equazione 


(17) Y +|p+9(0)4-0(2)jy=0 


dove p è una costante diversa da zero, e (x) e 0(x) sono due funzioni re- 
golari di x che tendono a zero al crescere indefinito di x, allora se ambedue 
queste funzioni per valori grandissimi di x si comporteranno come le solite 


funzioni di tutte le condizioni solite saranno già soddisfatte e i risultati pre- 
x 

cedenti saranno pienamente applicabili. Ma se delle due funzioni (x) e 0(), 

COUESY i , t(x) 

al crescere indefinito di x la sola funzione 0(x) si comporterà come una sr: 

e l’altra tenderà a zero soltanto di ordine inferiore a quello di una delle funzioni 


0) non rientreremo nei casì precedenti e converrà tentare di rientrarci 


coll’applicare le trasformazioni sopra indicate. 
Cambiando intanto la variabile colla formola de = f(f) dé, la nuova equa- 
zione diverrà 


7) fi ' 5) 
murari dee I e 
le derivate ora intendendosi prese rispetto a É, e se si applicherà a questa 


(E a 
la trasformazione del $ 545 facendo y=tw con t=e =Vf,0oy=Vfu, 
che nel caso delle equazioni generali lineari del second’ ordine condusse alla 
(13), si vedrà subito che si passerà all’altra equazione in w 


(18) +++ (+ (e) uno; 


o UC_NTO 
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e ora se colla funzione scelta f(é), le x e £ cresceranno all'infinito insieme, 
e se in questa equazione il coefficiente 7, di x verrà della forma +v° +0, (é) 
con y diverso da zero e 6, (£) quantità che al crescere indefinito di £ diventa 


7 (6) 


infinitesima almeno come una funzione gno potremo applicare a questa i 


risultati precedenti; e quindi nel caso di Z,=y° + 0,($) avremo per l’ inte- 
grale generale della (17) 


y=Vfiycos(é+d)+u}, 


e nel caso di /,,=—y-0,(f) ci sarà un integrale particolare della forma 


y=Vf+n)e, 


do 


essendo n la solita quantità che tende a zero almeno dell'ordine di f Di dé 
E 


col crescere indefinito di É; e intendendo che per £ sia posto il suo valore 
espresso per x quando si voglia l’integrale in funzione di x. 

Per questo però bisognerà avere anche la formola £= f(x) che esprime la 
nuova variabile é per x, o almeno dovremo cercare di avere £ sotto la forma 
é=4(x) +5, essendo y(x) una funzione conosciuta di x, e o una quantità 
per la quale basterà che si sappia che essa tende a zero al crescere inde- 
finito di x; e poi sostituendo nelle precedenti espressioni degli integrali y, 
dovremo conservare soltanto i termini principali. 

Per trovare questa funzione &(x) o la %(x), si può anche osservare che, 
essendo f=x'($), il coefficiente 7, di « nella (18) può anche scriversi sotto 


la forma 
X 


I=lp+e (+e) +3(5). 


le derivate qui essendo prese rispetto a £, e introducendo la funzione in- 
versa £(x) si trasformerà nell’altra 
G 1 1; e" bo 1 È" , 1 
L=+ +] 


nella quale le derivate dovranno intendersi prese rispetto ad x; e se si porrà 


1 dx 
pt), o) if fr, 


lo stesso coefficiente /, diverrà 


I=ip+r + etto, 
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donde apparisce che prendendo % opportunamente potremmo fare acquistare 
a I, quel valore che più ci piacesse. 

Prendendo ad es. {=@4+-bg(x) con a e d costanti da determinarsi e @ 
diverso da zero, siccome se ne deduce 


da _®_d | s(@do 
if rta niot/ FM Le 


e l’ultimo integrale per essere 4(x) una funzione che tende a zero al cre- 
scere indefinito di x non può divenire infinito altro che di ordine inferiore 
al primo, si vede subito intanto che È e x vengono a crescere insieme in- 
definitamente e dello stesso ordine. 


Ne segue che quando al crescere indefinito di x la 4(x), pure divenendo in- 


finitesima di ordine inferiore a quello di una delle funzioni Ea) , divenga infini- 
% 


LOIRA 3 Ito 1 
tesima di ordine uguale o superiore a un numero at! superiore 2 5, © al 


tempo stesso (come il più spesso avverrà nei casi ordinarii) g'?(x) e (e) 
divengano infinitesime di un ordine non inferiore a quello di una delle fun- 


zioni i allora onde il valore precedente di 7, in funzione di $ soddisfi alle 


condizioni volute basterà che nel prodotto {p+%(x)+0(x)} (a+2%(«))} manchi 
il termine (a° +2 ab p) (x) che diverrebbe infinitesimo come (x), cioò ba- 
sterà che a e è siano presi in modo che si abbia a°+2abp=0, o "_ - 5): 


Allora il coefficiente stesso 7, col crescere all’infinito di x o di È tenderà 


1 
verso a*p, e si avrà ed LC) : sete f E Lc e 


quindi 


 Vf=Va(1+0), rinrt gi felt porco 


essendo 


a=—(5) pe 0+) eg f0+-. 


= pr fritto; fra... 


talchè, per quanto dicemmo sopra, si può ora osservare che se p è positivo 
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e =y, cioè per la equazione 
(19) Y++9()+0(0)y=0, 


dove le funzioni 4(x) e 0(x) hanno i significati stabiliti sopra, l'integrale ge- 
nerale pei valori di x superiori a un certo numero ce prenderà la forma 


(20) y="7 cos (atx fregata) tata, 


essendo n, e n quantità che col crescere indefinito di x diventano infinitesime, 
la prima almeno dell’ ordine di 4(x) e la seconda almeno dell’ ordine di 


f "E gr, e x e è essendo due costanti arbitrarie. 
E se p è negativo e =—y, cioè per la equazione 
(21) + +50)+!0y=0, 


vi sarà un integrale particolare che per valori di x superiori a un certo 
numero c prenderà la forma 
(22) —se-3- 910) da 

I 36 imtm+%}, 


dove n e n hanno ancora gli stessi significati. E, volendo, di queste quantità 
‘ © SÌ potranno costruire tanti termini quanti si vorranno. 


Ù 
Più particolarmente ancora, supponendo che sia % (@M=È con p. costante, 


cioè supponendo che le equazioni date siano della forma 


(23) y'+|Y+5+0) 


USIALO y+)#+E+8@(y=0 


i precedenti valori dell’integrale y, generale per la prima, e particolare per 
la seconda, pei valori di x superiori a c prenderanno respettivamente le forme 


2y 


(24) y=r00s(xe+Eloge+2)+m+n, ey=e”x 4(14+m+"), 


dove ‘, in questo caso al crescere indefinito di x diverrà infinitesimo almeno 
del primo ordine. 

Questi valori asintotici per gli integrali delle equazioni (23), furono dati 
dal sig. Kneser nel vol. 120 del Journal fir die reine ecc. di Crelle. 
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1 Wi i x 
E supponendo invece pl = È con 3 p<1, gli integrali precedenti 


ALL 


prenderanno la forma 
xl» 


, 1 I ybia CO 
Y="7 cos(a+re e Lio 2a +1 to) y==è v(1—0) (++), 


dove ora n col crescere indefinito di x diverrà infinitesimo almeno dell’ or- 


dine di si 
xe 
548. — Per dare un altro esempio, consideriamo anche l’ altra equazione 
di second’ordine 
(25) (a+ b0%)y"+ (a +010)Y +(0+022)y=0, 


nella quale le 4,4, @», 20, 21, da Sono costanti e d, è diverso da zero, che 
è caso particolare di quella di ordine » coi coefficienti pure di primo grado 
che fu considerata da Laplace. 

Essa sotto questa forma e anche quando si divide per a, + d,% non rientra 
in nessuno dei casi qui considerati; ma se si fa la solita trasformazione 


1 td; di 5 do bi — A do 
— 2 a+ dot pre - 2bo 25 
y=tu con t=e °° ®T®. ciodò y=e °° (anda) % 4 


si trova colla (13) che la equazione corrispondente in w è la seguente 


(a+ dsx (a + by 2) ab db 


an E be Alba 2a) si 


che pei valori sufficientemente grandi di x può scriversi 


Abb, di 6, (x 
iii ea 


U=-U02 


dove 


2bo (ag bo — @da) + di (deb — @ do) 
Voi Gaga bi diivia farsa cme 


e 0, (x) è una funzione che resta finita anche al crescere indefinito di x; e 
questa, quando si escluda il caso di 46,65—df=0, rientra nelle (23) del pa- 
ragrafo precedente, e si hanno quindi così anche per la (25) i valori asintotici 
dell’integrale generale quando 46,6, —0f>0 e di un integrale particolare 
4bybs — dî 
4bî 
per l’integrale generale della (25) per valori sufficientemente grandi di « 


2 


quando 40,6, — bî<0; e propriamente nel primo caso, se si pone I) 


LE 


da pg 


avremo 
bi x do by — 41 do 
Y eg 2bo Mb 20 


‘i COS (10+ E loga + 2)+m ta, 


4bo ba — dî 


deli 2 i 3 : i 
10? = —y° avremo per un integrale par- 


e nel secondo caso se si pone 


ticolare della stessa equazione 


dob 0 bo 


(+) 2 
yes MIA ria) 


essendo ora n, quantità che al crescere indefinito di x divengono infinitesime 
almeno del prim’ ordine. 

549. — Tornando ora alle equazioni lineari generali omogenee (9) che 
ammettono una equazione limite per =, consideriamo il caso in cui la 
equazione caratteristica limite, e quindi anche la equazione caratteristica (4) 
della aggiunta della equazione limite, hanno radici uguali ©. 

Indichiamo perciò con a, d, c, ..., &R, k#, le radici di questa equazione 
caratteristica (4) coi respettivi gradi di multiplicità &,,Y,---7,%:3, es- 
sendo a +B+y+...+n+y+%==", e prendiamo in questo caso, per le 
funzioni %,, #2, -.-,%, ll sistema seguente 


TE A A 
z TOI ata ba ev ae CR RES, DI 
Pe E, FIN PINI rel e TIA nl AIA 
ò da Sg; ; Ma la È LAI i RE La 
MILO ANI RAC CO 


che costituiscono un sistema fondamentale d’integrali della equazione aggiunta 
della equazione limite della (9), e hanno perciò ancora il loro Wronskiano 
Q diverso da zero ($ 473 [pag. 666]). 

Dovendo ora con questo nuovo sistema di funzioni ,, %2, ... j%, deter- 
minare i valori corrispondenti di Q,, 9x,e, © 7x,a, ci varremo delle formole 
dei $$ 535 e 536 colle notazioni dei paragrafi stessi, indicando cioè con 0, 
ciò che diviene il Wronskiano delle x,, %3, ... ;%, quando agli elementi della 


(#) Gli studii di questo capitolo sono estratti dalle mie memorie «Studii sulle 
equazioni differenziali lineari » pubblicate negli « Annali di matematica di Milano » 
e principalmente da quelle dei Tomi II e III della serie III. In questo paragrafo 
però e nei seguenti introduciamo alcune modificazioni sia per semplicizzare le di- 
mostrazioni e i risultati, sia per correggere piccole sviste che incorsero in quelle 
memorie. 
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ultima colonna si sostituiscono delle quantità fisse 60,,9.,...,0,, e indicando 
inoltre con 

(a) = do VA db eV A+... + doo + dby13=0 
la equazione che ha per integrali le n—1 funzioni 2,,%2,..-:%n-, nella 
quale potremo prendere b,=%; e ricordando che al $ 536 si trovò la for- 
mola (33) cioè 


(6) 0,+P0,——L@e 


yi eno 
essendo ®,_; il determinante analogo a 9,, nel quale figurano soltanto le n — 2 
FONZIONISA i Ze 

Indichiamo ora con 
Pra (00 paia (0)= 0 pa 0) = 00) IT O) IE 
le equazioni che si hanno dalla prima equazione caratteristica 

g(@=alo—0f (0-4 (oh)... (o—-c) (0 —dbf (o—-a=0 
togliendovi successivamente una alla volta le varie radici /, poi le varie 
radici &, ecc. e conservando sempre lo stesso coefficiente x, nel primo termine. 

La equazione caratteristica 

UA go ES PATTI eri ERETTO SI I al SIT 

della 4(x)=0 sarà la 4,_1(0)=0, che ha tutte le radici della (0) =0 meno 


una radice /, e quindi indicando ancora con o le somme di tutte le radici 


della (0)=0 avremo h,=% © i sul, e conseguentemente la for- 
0 


mola (26) darà luogo all’ altra 


(27) (een t)a 0,) = ali Lea) Pam ceri 8,._, \ 


0 


Ma in generale se f(w) è il primo membro della equazione caratteristica 
di una equazione lineare omogenea qualsiasi 


F (4) =BoY + By" D+... +Bnay+Ba=0, 
per quanto trovammo al $ 474 [pag. 667] si ha l’identità 


F(0 e) = mar [On Opa aefA tf AOÌ, 


dove 8 è una costante qualunque e o} N13 723 «+» 31-13 Yy SODO i soliti coef- 
ficienti binomiali, quindi prendendo per F(y) la 4(x) e applicando questa 
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formola per la determinazione di %(x,) coll’osservare che x,=x?e' e che 
Qna()=pn10)=... = =0, si vede che sarà V(a)= ep (1, e 
quindi sostituendo nella (27) avremo intanto 

(41) 


(rog EO i; 
Lo 


e poichè si ha %,_1(0)=(0—2)7%9,_1(0), e questa, derivata \—1 volte 
colla formola di Leibnitz, ci dà l’altra g@/P()=7(—1)g,_1()), potremo 


n 


scrivere 


08) (rete Met, 
0 
e questa formola varrà naturalmente anche per )=1 intendendo che sia 
Tio) 
Trovata ora questa formola, basta cambiarvi 7 in n—1, X\inA—le 
o in 6—/ per applicarla al caso in cui si considerino soltanto le funzioni 
X13 Xe) «0° %n-e) @ Si giunge allora all'altra formola 


—(o—2l)x o \—-2 
(29) (e (0-21) 0,1) Penn). 


A (2) e 4R@,, 3 


e così continuando, col fare cambiamenti simili giungeremo successivamente 


alle. altre 
T()-—-3) 


CR aim ia 


T(\— 8) 


(emlo—st)e ®,._;4) Ot] lara Oni (2) e-(0541))28,_, : 
(30) 
) 
1 
(e_ (o—-(A4—-1) 1) x 0,142) dei ne) Pai (2) e-(0-A)x (O VRICIAA ; 
i 0 


e considerando le prime s di queste equazioni insieme alle due precedenti 
(28) e (29), con derivazioni e sostituzioni successive giungeremo alla formola 


seguente 


(31) (e-ene@, je=(-1)s FOTI TOSTI RL Lp] e0,,, 


do 
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che darà le derivate s° di e-(—2@, espresse per le @,_, per s=1,2,3, 


«3 -—-1,; e così in particolare per s=)—1 avremo la formola 


(82) (e-(-d2 0) @) IRR (Perl @, a; 


e per s=) avremo invece l’altra 


(33) [ene (o-2)x 0, )A =(—1) 7 (0) (1) 7(2)...7(A—_1) 1) = [tPna.( D)}} et fa: 0,1, 


Ora se A=n, cioè se la equazione caratteristica g(w)=0 ha tutte le 
sue radici uguali ad / e quindi o=n2 e %,_:(0) =, dalla (32) avremo 


la formola seguente 
(34) (emme BI E(1)" (1) 7(2)...a(n—1)0, 


essendo evidentemente 0,=0,, e in questo caso altre trasformazioni non 
saranno da farsi. 

Se poi, avendo la equazione g(0)=0 altre radici &k,%,... oltre alla 2, 
sarà A<n, scriveremo la (33) sotto la forma 


(0)7(1)r(2)...7(X_1) 


2 
%o 


(35) ell) 2(e—(-De 0) =(—1) [pn (0)]? e- (41-22 @,_}; 


ed ora, partendo dalla equazione %,_,(w)=0 che ha soltanto le radici &, 4, 


| 
i 
| 
d 
4 


.,€,b,a della equazione caratteristica primitiva g(0)=0 cogli stessi gradi 
di multiplicità, ed è la equazione caratteristica della equazione differenziale 
omogenea che ha per integrali ,,%2,...)%n-1, OSServeremo che per essa la 
somma delle radici sarà 6—)/ e, salvo le debite variazioni nelle notazioni, 
alle derivate del secondo membro della formola trovata potremo applicare 
le formole precedenti (34) o (35) secondochè la equazione 4(0)=0 oltre alla 
radice / avrà soltanto la radice % e sarà X=n—), o ne avrà anche altre 
eee 0 N: 

Ammettendo di essere in quest’ ultimo caso e ponendo in generale per 
semplicità di scrittura x,_1="7(1)x(2)...a(s—-1), e valendosi della for- 
mola (35) giungeremo alla nuova formola 


e(h_k)x (e& 2a = (ol) x 0,)}}@ Ade (1}3 rc l'aa (2) i [pn (k) IC e (0-4-xk—-h) x 6,190 
0 


e altre simili e più generali potremmo averne applicando invece la (31); 
e ora continuando ad. applicare questi processi, partendo prima dalla equa- 


LI 
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zione ,_1_y(0)=0 e poi dalle successive ,_1_,-y(0)=0,..., e infine dalla 
La(0)=0 che avrà solo la radice a multipla dell’ordine a e allora la formola 
da applicarsi coi debiti cambiamenti nelle notazioni sarà la (32), si vede 
chiaramente che giungeremo in fine alla formola seguente 


(36) (eten (e! b—ce)a ita . (elit) de QI. I )ajmn=n, Q,, 


dove 0, =0, e 
i Vi DR 14 SESIA ORI 100 | 
= lp (A pap OP pi (ME (01, 
ovvero 


To=(-1)" matera mia[(0—-@][(c- a (DA P[(d- ae (A- db) (dc) |P... 
[a B. (-E(-AV.. - hh}, 


quando la equazione caratteristica (0)=0 non ha tutte le radici uguali fra 
loro, mentre quando le ha tutte eguali ad / la formola precedente (36) si 
riduce senz’altro alla (34), ma può dirsi che si abbia ancora la (36) con 
T=(-1)"° mua=(- 1) (1) 7(2)...7(2-1) 

Di qui integrando successivamente a — 1 volte e poi dividendo per e7°)®, 
e integrando quindi di nuovo altre 8 volte e poi dividendo per e—9 e 
integrando dopo altre volte e poi dividendo per e7”, e così continuando 
per integrare in ultimo X volte e dividere dopo per e—(0-9®, si trova per ®, 
una espressione della forma 


(87) O,= Para 009-909 Pa, gelo L.., + Pay 000-Me +- Py elode, 


essendo Pa, a13 Pa,p_1 3 Pe,y13 P4, x, Pr,a-1 polinomî interi in x dei respet- 
tivi gradi a-1, B-1, -1,...,y-1, A-1 i cui coefficienti sono costanti 
che si introducono colle successive integrazioni o che dipendono dalle costanti 
così introdotte e che necessariamente conterranno le radici a,0,c,...,#,k,2 
e anche (linearmente) le quantità 0,,0.,...,0,. 

550. — Con questo processo è evidente che arrestandosi a una qualunque 
delle successive integrazioni che così dovranno farsi e tenendo conto delle 
successive formole simili alla (36) alle quali giungeremmo per mezzo della (31), 
si avrebbero facilmente i valori delle successive espressioni in funzioni delle 
0, che verrebbero a figurare nei primi membri delle dette formole simili alla 
(36), determinando ciascuna delle espressioni medesime per mezzo della pre- 
cedente e dei valori iniziali per «=0 delle ®,,6, ,..., 9,; e rimarrebbero così 
successivamente determinati i coefficienti dei polinomii Pa, a-1, Pò, 613; ma 
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i calcoli ai quali si va incontro seguendo questi processi saranno sempre molto 
laboriosi, e noi perciò non ci fermeremo su essi nel caso generale. 

Li faremo invece soltanto nel caso particolare in cui la equazione carat- 
teristica (0) =0 ha tutte le radici uguali fra loro, indicando con / come 
facevamo sopra, il valore comune di queste radici, e con » il grado di mul- 
tiplicità. 

Allora il valore precedente di ®, si ridurrà al solo termine Piaget 
con o=nl, e potremo scrivere 


eo O = Gr AGLA A 910 gh0 


per modo che i coefficienti 97,0) 91,111 Y1,n-1 di Pr.nm non saranno altro che 
i valori della funzione e-(—2?@,, e delle sue derivate per 2=0 divisi re- 
spettivamente per (0), (1), 7(2),..., 7(#_1). 

Ora in generale per la (31) si vede che in questo caso il valore della de- 
rivata s° di e_-(0-22@,, per x=0 è (1) x(n—s) a(n—_s+1)... 7(2—-1)(0,-;)x=o0, 
perchè ora ,_1(1)=%0() =, mentre il valore di e_(-#)@, per x=0 è 
(0,.).-0; quindi poichè avendo riguardo alle espressioni attuali per determinanti 
di 0,,9,,...,0,-:,---0, si vede subito che i loro valori per «=0 sono re- 
spettivamente 


9,, 9, 7(1)0:; 7(1)7(2)0,;...;7(1) (2)... a(m_s—2)0,_. 55 7(1) 72)... 7(n_2)0,, 


m(1)m(2)...a(n_1) 
m(s)t(n—s-1) 


Ta i) 
r(s)t(n—s-1) “7” 


così avremo in generale g,,;=(-1)° 0,,..=(-1)' 


Ecce ii i È 
e gio=T(1) tO) Ero) ren 0,, e potremo scrivere in conse 


guenza 


n—_l (8) n 0 
Fa (n1) Za SANE Lira s 9, — (n_1) te N (_q\n-s saloni 
(38) O,=T,_10 2( 1) Ea ATE 2( 1) In meg 


551. — Cambiando in questa formola / in @ e » in a e l’esponenziale 
e"! nell’altra el si avrebbe la formola alla quale si giunge applicando 
alla (36) le prime a-1 integrazioni fra 0 e « delle quali parlavamo più 
sopra. 

Per questo facendo poi le successive f integrazioni e dividendo per e‘°7?*, 
si troverà che la funzione ancora di grado a-1 che moltiplicherà la nuova 
esponenziale e dipenderà da quella trovata e conterrà quindi anch’essa 
in modo lineare e omogeneo le stesse quantità 0, ,6,,...,0,, mentre la fun- 
zione di grado f — 1 che moltiplicherà la nuova esponenziale el7®* conterrà 
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le B quantità 6 successive 0.41) Vate 3 +04, potendo o no contenere ancora 
le precedenti. Da questa continuando si vede che nella formola generale (37) 
che dà il @,,, il polinomio Pa, a1 che moltiplica la esponenziale el0-) con- 
terrà soltanto le a quantità 0,,9.,...,0.; e poichè è naturale che quello che 
accade per la radice a accada per tutte le altre (, si può dire ora evidentemente 
che le funzioni P, a_1, P3,8_1) Po,7-1- Saranno funzioni lineari e omogenee 
la prima delle sole 0, , 0,,..., 94, la seconda delle 8 seguenti Ba41,0a423--:4 dat; 
la terza delle 8 seguenti 9.4541; da4pte 3-++3 da+8+y 00C., come facilmente si ri- 
scontra che debba essere anche facendo lo sviluppo del determinante ®, per 
gli elementi 6, , 6. ,...,9,, dell’ ultima colonna. 
E si può scrivere quindi in ogni caso 


Si) 


39) @,=e(0-a% SI 4,0, + elo-2)0 
1 


\ 


ni 


y À 
Nos, Pps + CSS IVO da4-9+s tO = glo-t)® Di hi,s Ve, 9 
il D 


essendo le %,.;, R0,s 0,5 3: lr, funzioni intere di x che sono al più dei 
gradi a —1 le prime, 8—1 le seconde, —1 le terze,... e \A—1 le ultime. 
552. — Questa espressione (39) di ©,, della quale la (38), data sopra in 
modo pienamente determinato, corrisponde al caso in cui la equazione ca- 
ratteristica g(0)=0 ha tutte le sue » radici uguali 2, ci dà Q, col porvi 
ee eee Ae 

ci dà 9x,e, col porvi 

SCI SIA ent Pra ena Oro = 001 1.5 ape bt, 
3 0,241 si panne Ce eden 


e ci dà %9g,x, col porvi 


AZIO 0o=(Z)a, dee OZ 
essendo ancora 


cio i n Lt 
“nti Dez DI Ci (a, CA OA, Ai SI i (4, Re 
0 O) 


(#) Senza fare la considerazione che quello che accade per la radice a deve na- 
turalmente accadere per tutte le altre, si può osservare che, venendo 8, ad essere 
una espressione lineare per esponenziali, questa espressione, per le considerazioni 
che facemmo nel $ 473 (pag. 666), deve essere unica; e quindi poichè, fatta astrazione 
da cambiamenti di segno che possono aversi, devono ottenersi sempre gli stessi ri- 
sultati per 8, quando le operazioni fatte sopra invece che incominciarle dalla ra- 
dice a si incomincino da un’altra radice qualsiasi, si comprende bene anche da 
questo come i coefficienti Pa,a-1, Pd,6-1, Pe,y1,... di 8, nella (37) debbano presen- 
tare le particolarità indicate sopra. 


49 


è ig x 
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per modo che se ad es. x,='— e?” essendo g una radice della (3) dell’ordine 
p di multiplicità, e # uno dei numeri 1,2,..,p sì potrà scrivere 


\ 


n = t-1 p9x\(n_- 1) 
N VAGO NI (E 
sia ae AR LITO Pat eg ) 
0 


n 


e in questa formola a calcoli eseguiti l’esponenziale e?” nelle DA verrà del 
0 


tutto a sparire. 
Osservando poi che per la nota formola di Liouville si ha Q=@®e°*, 
essendo Q, il valore di Q per x =0, e ricordando che per le equazioni omo- 


genee si ha A,=Q., basta avere riguardo alla formola (39) che abbiamo 
Arndinr %a 

(CA Q)e,, 
che figurano negli integrali della solita formola (2) che serve alla determi- 
nazione degli integrali delle equazioni lineari saranno in numero finito e, 
astrazione fatta dai coefficienti, saranno della forma 


trovato per potere dire che i termini che compongono i prodotti 


(40) elo-I)xm_-1 DE e(I-I) Cm AUS » 


m 


intendendo che g, sia una radice della (3) dell’ordine p, di multiplicità di- 
versa o no dalla g, e 7 sia come # uno dei numeri 1,2,...,p, es uno dei 
numeri 1,2,...,f1; @ quindi se anche ora consideriamo separatamente il 
caso in cui le radici a, 6,c,...,#,k,! della (3) hanno tutte la stessa parte 
reale, e quello in cui non l’hanno tutte uguale, si vede che nel primo di questi 
casi l’esponente della esponenziale e/—9)%m o sarà zero o sarà puramente 
immaginario, e quindi questa esponenziale avrà sempre per modulo l’unità. 
S' indichi ora con p il massimo fra i varii gradi di multiplicità delle 
radici della equazione caratteristica v(0)=0, e si osservi che astrazione 
fatta dalle esponenziali e dai fattori @;, e dalle loro derivate, le potenze di 
x, nei termini precedenti (40) non supereranno la (2p — 2)". Ne seguirà che 
se col crescere indefinito di x le @; tenderanno tutte a zero almeno del- 


l’ordine di Sa essendo t(x) al solito una funzione tale che 1°. sia integra- 


bile fra € e 0, e se nella derivazione il loro ordine d’infinitesimo non andrà 
#90 


Ln LIONE > Lin 


diminuendo (, allora il modulo dell’integrale I,,= dx,, 


(# Già osservammo in fine della nota della pag. 753 che questo può non av- 
venire per le funzioni che al crescere indefinito di x, facendo continue oscillazioni, 
passano continuamente per zero. 
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che figura nella formola (2) sarà inferiore a quello di 9 e(0—9)tmaaS_i ste) da, 


Cm_-1 


essendo & un numero finito; e ora passando all’integrale successivo 
no 


CESII R Ì 
ot MZ I, den, della stessa formola, e poi continuando come al 


00) Q)x 


mal 


$ 540 si giunge a concludere che sotto le fatte ipotesi la formola (2) è ap- 
plicabile per ogni sistema di valori delle costanti c,,c,...,c, quando x è 
al di là di un certo numero finito e. 

Passando poi al caso in cui le radici a, 6,Cc,...,4,%, non hanno tutte la 
stessa parte reale, se s’indica con n, come nel $ 541, la massima fra queste 


m_Q 
Xx 


parti reali, con ragionamenti del tutto simili a quelli usati nello stesso para- 
grafo si vede che conservando le condizioni poste ora rispetto alle quantità a,, 
la formola (2) sussiste ancora per quegli integrali particolari che si otten- 
gono quando si suppongono zero le costanti c,, €, €3,... che corrispondono 
in Q, a quelle linee nelle quali figurano le radici che non hanno per parte 
reale y.; quindi introducendo ancora in campo le radici della equazione limite 
col cambiare © in —%©, si può affermare che i teoremi del $ 541 restano 
così estesi anche al caso in cui questa equazione limite ha radici multiple, 
purchè se il massimo grado di multiplicità è p, le quantità @, tendano a 


(2) 


zero di un ordine non inferiore a rr 


, e nella derivazione il loro ordine 


d’infinitesimo non vada diminuendo. 

E così in questi casì se X+y, sono le varie radici della equazione caratteri- 
stica limite della (9) o quelle fra queste radici che hanno la parte reale minima 
ì, e X, è il loro grado di multiplicità, allora pei valori di x superiori a un 
certo numero e si avrà, per l’integrale generale della (9) o per un integrale 
particolare secondo i casi, 

y=ytnee, 
essendo p il massimo dei gradi ), di multiplicità, e essendo y, l'integrale 
corrispondente della equazione limite, cioò avendosi 


o =e2Y,. Cr, 608 (V, + d)+-C2,,EC08(v,0+ È) +-03,,2°C0S(v,0+d3) +...+ cz, 07 cos(y.t+à,) |, 


. la somma essendo estesa a tutte le radici qui indicate che hanno per parte reale \ 
ì, e essendo una quantità che col crescere indefinito di x diviene infini- 


(e) 


tesima almeno dell’ ordine di (O) 
x 


x 
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553. — S' intende che nei casi particolari le condizioni che abbiamo poste 
per le quantità 4, potranno rendersi spesso meno restrittive. Di questi casi 
particolari però qui considereremo soltanto quello nel quale tutti i coefficienti 
della equazione omogenea data (9) all'infuori del primo tendono a zero al 
crescere indefinito di x; per modo che la equazione caratteristica limite (10) 
si riduce alla ®*=0, cioè ha una sola radice multipla dell’ordine » che è 
lo: zero, e.lé X,7%s:.., 80no respettivamente dl, eya/gono 

Allora, supposto @,= 1, se i coefficienti 4, ,@,,...,0, della equazione data 
al crescere indefinito di x tenderanno tutti a zero di ordine non inferiore 


al 


a quello di i risultati precedenti sussisteranno certamente; ma anche 


L 
a n_l ) 


quando questo non accade è facile ora di vedere che essi continuano a sus- 
sistere in molti altri casì. 


Si osservi intanto che ora siamo in uno di quei casì nei quali si ha la 
(38) cioò 


n 9 
O ; N /_\a-s s apn— 8 
(41) O_=T,1 Z (—- 1) amnvaRIi naro x 


e si ha inoltre agQ=7,_;, e con queste le Q. 9x5, e Tr, e la formola (2) 
che darà poi l'integrale y prenderanno forme più semplici che, volendolo, 
potrebbero essere subito scritte. 


À> da 
Quanto poi ai termini che compongono quelli —"——"*£ che figurano 


(40 Ae, 
sotto gli integrali della formola (2), osserviamo che ora, sempre all’infuori 
di certi coefficienti, essi invece che ai termini (40) si riducono agli altri più 
semplici 


È (a_1) 
(42) ari ce, (DE nin) 


perchè ora le @, saranno precisamente le a,; e in questi ? prenderà certa- 
mente tutti i valori 1,2,...,7 mentre s potrà prendere esso pure questi 
valori, ma lascierà certamente quelli pei quali la costante c, collo stesso 
indice s sarà zero, per modo che se c,, €3,..., €,_; Saranno nulle e c, sarà 
la prima costante diversa da zero, s incomincierà da /. 

Se dunque a; al crescere indefinito di x diviene infinitesimo di un ordine 
non inferiore a 7;, e per ogni derivazione quest'ordine cresce di una unità, 
è evidente che l’ordine d’infinitesimo rispetto a x,, degli stessi termini (42) 
non sarà inferiore a 7,-t+1-%+s, o anchea 7;-#+1-2+4 se, come 
supponiamo, c, sarà la prima delle costanti c,, €» ,..., €11 €13---3 0, diverse 
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da zero; e siccome il massimo valore di # è », per essere sicuri che questi 
varii termini al crescere indefinito di x,, divengono infinitesimi in modo 
da restare integrabili bisognerà intanto che 7; - n+1—-+4 sia positivo e 
non inferiore ad uno, e che le a; divengano infinitesime di un ordine non 


1 (0) 


grt il 


t(x) 


ragrafi precedenti tali che nEX sia integrabile col crescere indefinito di x. 


inferiore a quello di essendo t(x) una delle solite funzioni dei pa- 


Ora quando tutte queste condizioni per le @; risultino soddisfatte, te- 
nendo conto che s=/, si vede subito che ogni termine di quelli che com- 
pongono il termine (42) diviene infinitesimo rispetto ad «,, di un ordine non 


Tm). 


; quindi, avendo riguardo ora anche all’altro 


inferiore a quello di 


m_ t 
XL m Mm 


fattore x?_{ che per ogni valore di # figura nella (42) e all’essere x,, > Xn 


n_ t 


e quindi => <1 in tutto il corso della integrazione, si vede che l’inte- 
e 0) (e 0) 
Lom din Lom x Cm 
BTaIOSI, — 2 dx,, prenderà la forma 99, Ln) ) dx,, essendo 
(CA Qe,, Dai 


m_l 


@ Vr] 


2 e Q, quantità dipendenti respettivamente dai termini di Ax, e di do, %m 


i cui moduli non superano un numero finito quando « sarà superiore a un 
certo numero €. 


© ©) 
é . da, a Mm 
Passando quindi all’ integrale successivo ta (0a a 
Uo 
e Vn-2 


X 
m_2, Tm) Ia 


00)e 


solita formola (2), e osservando che i termini di Di sono della 


Tor n 


(n—i) 

n 

forma Vza Di e; (ma 2) I,. , si riscontra che essi divengono infinitesimi 
0 


© e) 
gi: . tz TIVI T(x 
rispetto a x,,_ di ordine non inferiore a quello di 00, —— a) (©) usi: 
(eni Con-A Cm 
Cm_1 


e quindi l’integrale stesso avrà un modulo non superiore a quello di 


DO 


T (3; TU . . 7 i 
"Cn ) dai tm) n) dx; e ora continuando con questi processi come si 
Lim-1 ul 
Ly —2 Tm 


fece nei casi precedenti, sì vede che sotto le fatte ipotesi rispetto ai coef- 
ficienti a, , la formola (2) resta completamente applicabile per le nostre equa- 


zioni pei valori di x superiori a un certo numero finito e, e quindi per l’inte- 
grale considerato si ha 


ye 0T der DTA ha LA nt Ma 


essendo n una quantità che al crescere indefinito di x tende a zero almeno 


es) 


| t(x 
dell’ ordine di AGE 
x 
X 
Questo integrale sarà l'integrale generale quando si possa prendere 
T=1, ciò che avverrà quando i coefficienti a, tendano tutti a zero col cre- 


t(e) 


scere indefinito di x almeno dell'ordine di 3. 


Quando tendano a zero 


di ordine minore gli integrali da considerarsi saranno soltanto integrali par- 


- 3 3 s . Td 
ticolari; e così ad es. quando tendano a zero almeno dell’ordine di Da 


con p.2=1 e sia p il massimo intero contenuto in p.,, allora esso sarà l’inte- 


grale particolare pel quale = —y che conterrà quindi y.+1 costanti arbi- 
trarie. E ciò sempre, bene inteso, quando le a, oltre a tendere a zero almeno 
degli ordini indicati, siano tali altresì che ad ogni derivazione i loro ordini 
d’infinitesimo crescano sempre (come nei casi ordinarii) di una unità. 

In particolare dunque se nella equazione del second’ ordine 


[ii / 
UY + @Y + d%y= 0 
i coefficienti @,, a, al crescere indefinito di x diverranno infinitesimi di ordini 


non inferiori a quelli di sedi e LE con ve y, positivi e diversi da zero, 
gt Lt ) 
e &, rimarrà sempre diverso da zero, i suoi integrali al crescere indefinito 
di x si ridurranno alla forma cx +ec,4- n essendo c, e c, costanti arbitrarie 
e 7 un infinitesimo. 

Facendo poi anche in questi casi le trasformazioni dei $$ 545 e seg. si 
intende che potremmo giungere anche ad altri risultati molto notevoli. 


Altre applicazioni delle formole generali. 


554. — Lasciando ora di fare applicazioni delle nostre formole generali 


alla ricerca del modo di comportarsi degli integrali delle solite equazioni 
lineari 


(1) UYy + yi + a, yn_?) Sa i n An1Y BY. a,Y Li x 


PRI 
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al crescere indefinito della variabile x, o come si dice alla ricerca dei valori 
asintotici degli integrali per «=, passiamo a farne altre conservando 
ancora tutte le notazioni dei paragrafi precedenti, ma scegliendo altri sistemi 
particolari di funzioni ausiliarie %,,%g ++) 4n- 

Riprendiamo perciò la solita formola (21) del $ 523 che deve rappresen- 


tare l'integrale, cioè 


(2) Li fi (00 Q)., 


x Lm_-1 


00 a+ TAL is Lenti A Ax, da, —1,% 
2=a o) de dx, fo EL fi Ire 70 AXma ma RI 
3 1 (% a, 0 (CA Qe,, 


E Ln-1 


intendendo al solito che nel primo termine della somma Y} la % rappre- 
I 


senti x; e per le prime n - 1 delle funzioni %,,%2,.--1%n-1,%, continuiamo 
agprenderercome nell'ultimo ‘caso;z;=.I,23=%;/g3=07 n, is 0 la- 
sclando per ora indeterminata la x,. 

In questo caso la equazione 4(x)=0 del $ 536 (pag. 744) che avrà per 
integrali queste funzioni sarà la x"7?=0, e la formola (33) del paragrafo 
stesso si ridurrà all’altra semplicissima 


8, Free) Ae FASI ’ 


e siccome la (41) del paragrafo precedente 553 si applica evidentemente al 
caso delle attuali funzioni 4,, 4 ;..- %n-1 col solo cambiamento di n in n — 1, 


avremo 


n—_l 


= 
(pa ia ne Di €n-s-1 
1 


$ n—_s—l 
T(s-l)n(m-s=1)" i 


e sarà quindi per la precedente 


ni È È Ss mn-s=la(n—1) 7 
0, =, 2 ROSE ra x aride 


essendo al solito x,="x(1)x(2)...7(s), e essendo %, una costante rispetto 
ad x; e questa costante &, conterrà certamente la 8,, perchè dallo sviluppo 
del determinante che rappresenta 0, si vede che 6, deve figurarvi col ter- 
mine 7,,_30,, e potrà contenere linearmente anche le altre quantità 0,, 0, ,..., 0,1 
a seconda delle costanti d’integrazione che provengono dagli integrali che 
qui figurano. 


mI 
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D'altra parte, siccome per questi integrali si ha in generale 


(3) ii apra gin lago ano (n-s-1)a717® an L(n—-s-1)(n—s—2)e" x! 


— i tensat(m—s—-1)257+h,, 


CONS uloZa — 1, essendo le 4, , #3, ...,/,_, quantità costanti che potranno 
essere prese ERA basta sostituire questi valori nella formola procedono 
per ottenere 


{ n—_1l 6 n_2 
crch Co "I 6 s gs AR) y LE OO 
0 2 0 6, Î i 
gna) s gr s-3 PIANI È 2_s pe 
5 Coi n(s-1)m(n—sT— 3)” +44) a r(s-1)x(2-s) fe (0) 7(1)) 
n—l 0 
2 FLP Si E . h, +kn; 


ca a(s-l)a(n_-s—-1) 


e siccome avendo riguardo alla espressione di @,, quale risulta dallo sviluppo del 
determinante che la rappresenta, si vede che in ®,, le 6, , 0, ,...,0,_, non possono 
comparirvi altro che moltiplicate per una delle quantità %,,&n, & ny 4073) 
e si vede anche che la 6, nel caso attuale vi comparisce solo col termine 
T,-20,, così la somma degli ultimi due termini della formola ora ottenuta per 
0, dovrà ridursi precisamente a 7,_39,, ciò che porta che dovremo prendere 
n—_l 0 

Tea Daan 

Ne segue che se negli integrali precedenti (3) le #,,/%s,..., ?n-1 Saranno 
prese tutte eguali allo zero o, più generalmente saranno prese in modo che 


n_l [8] 
si abbia. D en_, 
1 


ko i Te 0 COLE 


————_—_—__—__-; = Ì rà Ve fo 
Tae 0, si dovrà prendere k,=%,_2Un; 


e quindi possiamo ora affermare che per ©, avremo sempre le due espres- 
sioni seguenti 


pae N 9, n_-s-1l,y(n_-1) 
0, = Tg Z En-s m(s—l)m(n-s—1) XL Nm da Le 0, , 


nel n-2 


(4) 0, sd af 2 è s gs 1 (n—3) $ n_s—2 
Foa Dre SAR n(s1)r (Mesi) ui ba ii m(s1)m(n=s=2) ui 


no 0s 
i » 
\ "E a En-s—2 
\ 1 


s 


[8] È 
gs s—3 nta 1 
at ie na ott 


quando nella prima s’intenda che col valore che si sceglierà per x, gli in- 
tegrali che vi figurano siano determinati dalla formola (3) nella quale le 
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costanti /,, fs, ...,%,_1 Siano tutte zero, cioè si prenda 


ani af Dda= gal _(n-s—1)x"-*? 20794 (n—s—1)(n—-s—2) ata 04 


+... te, sut(n-s-1)2 


o più generalmente, le %, , 43 ,..., #,_, nelle formole che si hanno dalla (3) siano 


n_l 0 
prese in modo che venga zero la somma Y' e,_, 
1 


s 
r(s-l)a(n—s—1) to: 
Con queste espressioni di 9, quando sarà stata scelta come vorremo la 
funzione x,, avremo al solito i valori di Q., Qr,x, © Fx, col porvi per le 
ORO, One rOSpottivaMento ce, Ca, to Cgil VMOTL: 1.43 Ag; 05 An OCA 
Zi, Zog, ...Z, per x=%;; e dopo, sostituendo nella formola (2), si troverà 
che, per ogni funzione che sarà stata scelta per ,, avremo una espressione 
dell’integrale della (1) in quei tratti (2, ) relativi ad « nei quali la 2, e i 
coefficienti @,, 4, 02, ... 30, Sì mantengono regolari e &, è diverso da zero, e 
anche in quei tratti nei quali pure non verificandosi tutte queste particolarità 
si venga a rientrare in uno dei casi considerati ai $$ 524 e seg. (pag. 729 e seg.) 


555. — Noi applicheremo questi risultati col prendere x, in modo da 
© a 1 i . 
avere a,Q= 1, ciò che avverrà quando sia x#D—= —-, giacchè eviden- 
T,-2 Ao 


roMenterinsguesto: CAso'1M6eCculezg— tz, — ASI VI Sha. 


Q= Tuo RAP. (3) ì 


(# Ricordiamo che avendosi una equazione lineare e omogenea qualsiasi 


L20041, 200-141, 200-294... + In 12 +In2=0, 


pel Wronskiano @ di un suo sistema fondamentale qualunque di integrali si ha la 
lo 


formola di Liouville Q = cost. e , e quindi se si vuole che per questi integrali 


fl ae 


si abbia a,Q= cost. bisognerà che sia ae wr cost., ovvero ( larlog.a,+eost, 
p 0 
Eta 
o anche -= —, e viceversa. 
lL 


Da questo si deduce che per ogni equazione lineare (1) omogenea o no d’ordine 
n che si consideri nella quale il coefficiente del primo termine sia @,, i sistemi di 
funzioni 2,, 23) «.. ,2» pei quali si ha ag Q = cost. sono tutti e soli i sistemi fondamen- 
tali d’integrali della equazione lineare omogenea 


ao + d' 0-41, 0-4 I 20-94... + Inr2 + In2=0, 


nella quale le 2, 23, ... ,/n-1, n restano arbitrarie, 
Prendendo l,=/,=... =/n-1=ln=0, questa equazione si riduce all'altra 


( 
7 


s_l 
v 


) 
) 
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1 na I da 
Prenderemo cioè a — , e allora sarà xf Rracona — , 
T,-2U%o Ko 


pieni Saf 37 1. fue fu fue. fe le costanti 
T,-2 Uo Tae 


in questi integrali potendo venire determinate come meglio si crederà: e so- 
stituendo ora questo valore di x,, nelle espressioni precedenti (4) di 9,, per 
es. nella prima, si troverà 


Ml 0 a s—l 


dii La de +59, 


Z de) a(s_—l)a(a—s—1) 4 


intendendo ora che in questa formola gli integrali possano senz’altro de- 
terminarsi colla formola (5) nella quale per le %,,%',, &n 3? devono 
prendersi i valori precedenti. 

Avuto così questo valore di 9,, basterà farvi le solite sostituzioni per 
‘aleolare i valori di Q., Qx,x, ® 9e,a,; e dopo sostituendo nella formola (2) 
avremo una espressione in serie dell’integrale della (1), per la quale si può 
dire intanto che saremo certi che essa varrà in tutti quei tratti nei quali 
dA, 4g; ++. 34-14, ® X sono regolari e @ è diverso da zero, supposto, 
bene inteso, che anche il numero a che figura nella formola (2) sia preso 
nei tratti che si considerano. 

In questi casi poi i primi n — 1 dei polinomî aggiunti cioè €411; €n41 Ze; 

,€1414,-, Si semplicizzano assai, e anche l’ultimo e,,1Z, si semplicizza 


(n) _— 


pure, perchè, col valore scelto di x,,, avendosi @% = cost. e quindi 


T,2 
(Mi =0 0 wr = —- ah", basterà sviluppare colla formola di Leibnitz i 
primi termini di quel polinomio TELA €,414, per trovare che nel caso attuale 
esso non conterrà affatto la derivata n° di x,,, e i termini in a!” e 279 ver- 


semplicissima (a, #%-1)'=0 che dà il sistema z,=1,%,=x%,24;=x%;..,2Zn1=xt, 
dx . 
2h = cost. | de | dxe...| == del quale ci occupiamo sopra. 
a 
e 0 


E se sarà a = 1 e 2, 03; ... 3 Un-1 € Un Si prenderanno tutte costanti, la equa- 
zione che allora determinerà le z,, 22, ... ,&n avrà la equazione caratteristica 


w? +90"? +0"-3+ ... + na10+n=0, 


le cui radici potranno anche essere tutte o in parte eguali fra loro; e riferendosi 
ai casi considerati nei paragrafi precedenti saremo in quelli degli stessi casi nei 
quali la somma o delle dette radici è uguale a zero. 


sil ni sio inten i.  À 


Menia 
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n(n-1 | 
ranno ad essere i due (02 - l)ah — a) pa AR (el ad''-(n-1)ah, +0) eni 


TUOI: 1 pi SA _ (n-1)ah-@ 
T,,-2 do 


tutto nel caso particolare di a,=(2—1)a,, nel qual caso l’altro termine si 


(a—-1)(n_-2), 


riduce a (a— do) 9, e quindi in particolare per quelle 


2 
equazioni del second’ordine nelle quali si abbia a,=@ sì riduce ad 4,4, 
da 
essendo allora x,=f —. 
Uo 
556. — Se poi sì ha riguardo ai valori precedenti di @,, e a quelli che 


sì avranno ora pei varii polinomii aggiunti e,41Z1, €n4142, ++ 3 &n41Zn-13 €414, 
che verranno a figurare nella formola (2) che dà l’ integrale, si vede di qui in 
particolare che per quelle equazioni speciali (1) per le quali il coefficiente @ 
sarà una potenza positiva di x, e gli altri coefficienti @,, 42, ..., 0,1, 4,0 X 
saranno polinomi razionali interi pure di x, la espressione che si avrà per 
l'integrale della stessa formola, quando in essa x non sia presa uguale a 
zero, pure potendo però essere prossima a zero quanto si vuole, verrà data 
in serie di somme di potenze intere positive e negative di x e di potenze 
intere e positive di logx; e questa espressione varrà in tutti quei tratti che 
non comprendono il punto x=0 neppure agli estremi, pure potendo con 
uno di questi estremi avvicinarsi a zero quanto si vuole. 
E mutando x in «—k nelle formole precedenti, cioè prendendo 


i Ì i da 
ali; ia=a—k, ag=(e-kP,...,4_=(®0kbyr®, Rn=_ de del... Do 
n--2 0 


ciò che evidentemente potrà sempre farsi, si avranno sviluppi dello stesso 
genere per l'integrale della (1) validi per altri tratti che non terminino al 
punto x=, pure potendo un estremo essere vicino quanto si vuole a questo 


punto (*). 

557. — Come abbiamo detto, le espressioni dell’integrale della equazione (1) 
delle quali è parola nei paragrafi precedenti son dimostrate ora soltanto pel 
caso che nei tratti che si considerano non sì trovino neppure agli estremi dei 
punti nei quali il primo coefficiente sia zero; ma valendosi delle considera- 
zioni fatte al $$ 524 e seg. o di altre simili, è facile vedere che i risultati stessi 


(*) Questi risultati, come ebbi a notare nel $ 17 della mia memoria citata al 
$ 549 sotto certe condizioni continuano a valere anche quando si suppone che « sia 
una variabile complessa. 
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continuano in certi casi a sussistere anche quando questa condizione non è 
soddisfatta. 

Supponiamo senz’ altro per semplicità che la equazione data (1) sia omo- 
genea, cioè sia X=0, e che il punto nel quale ora ammetteremo che @ 
possa anche annullarsi sia il punto x=0, restando però sempre 4 e gli 
altri coefficienti @,, 4», ... ,@,-1, @, regolari in tratti che comprendono questo 
punto «=0 come punto interno 0 come estremo; e in questi tratti, 4, 20% 
si annulli mai salvo tutt’ al più come abbiamo detto nel punto x= 0 che ora 
prenderemo come punto « nella solita formola (2), venendo così a considerare 
soltanto tratti che partono da questo punto x =0. 

Allora, a causa della continuità, a, in questi tratti non cambierà mai di 
segno, e quando per x=0 si annulli, a seconda del suo modo di tendere 


a zero gli integrali miti da fi da f de 3 f DÌ da i da ;:--, @ glivaltri 
Uo Uo Ao 
x 
fé 14 f <S° DE che figurano nelle x#79, xi, 4-4. ..., e nella 


espressione (6) di 9, e quindi anche nella e,41Z, potranno, tutti o alcuni, 


divenire mal, per «= 0; e propriamente se a per x=0 diverrà infini- 
tesimo di ordine uguale o superiore al numero intero 4, i primi % sì degli 
uni che degli altri degli stessi integrali saranno tutti infiniti per x=0, e se 
al tempo stesso l’ordine d’infinitesimo di a, non supererà ad es. il numero 
h+p con 0<p<1, l’(h +1) di questi integrali sarà certamente determi- 
nato e finito (*), 


*) Se a, per 2=0 diviene infinitesima di ordine uguale o superiore al numero », 
e nell'intorno che si considera del punto 2 =0 (per es. l’intorno a vie è sempre 


positiva, allora in questo intorno avremo sempre 0 Ta DIKE > 7 essendo pun 


certo numero positivo finito e diverso da zero, e ER, Gate con x e db, con 


b 
X<Db, due numeri mul quell’ intorno, avremo Ss >; (Fa “pa per 


Vl ef C>i dogb—logx) per v=1. 
‘466 


Per po avremo anche evidentemente 


è - i dra 1 KEY 
# “RZ ev2 0 pr i a i per v>2 e similmente 


avremo È da fie> 7 (log b—-loga — i per v=2; e quindi così continuando 
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Di questi integrali in 0, e nel valore di e,,,Z, ne figurano n— 1, e 
oltre a ciò in e,4,Z, per quanto si disse in fine del $ 555 vi figura il ter- 
. (-1)a,-@ 
mine i del quale però spesso potremo anche fare astrazione, per- 
0 


chè, salvo qualche altra singolarità che talvolta potrà allora venire a compa- 
rire negli altri coefficienti, potremo sempre farlo sparire colla trasformazione 
del $ 495 [pag. 693] cioè col moltiplicare tutta la equazione per un coeffi- 
ciente adattato ; quindi, salva tutt'al più la presenza di questo termine, nel 
caso delle equazioni del second’ordine qualunque sia l'ordine d’infinite- 
simo di a, per x=0, in 0, e in €n414, Vi figurerà un solo integrale, cioò 


dx I: saio 
1) Pi che potrà essere infinito per «=0; e nel caso delle equazioni 
i; 


di ordine superiore al secondo sì in ®©, che in e,,,Z,, salvo il caso di re- 
lazioni speciali fra i coefficienti ve ne figurerà sempre più d’ uno a meno 
che a, non divenga infinitesimo per €=0 soltanto di ordine inferiore al 


secondo e per modo che gli integrali f 20 e fi da f . siano entrambi 
0 0 


determinati e finiti (*), 


si vede che i primi A degli integrali / de 7 / dx / de Ì Î dx J da J i ... Saranno 
\ (0) 0 0 


tutti infiniti per 2x=0, se a, per €=0 diverrà infinitesimo di ordine uguale o su- 
periore al numero intero . 


da xda x* da 
9 ’ ’ 
Ao Ao Ao 


Risultati simili si avranno per gli integrali i . precisa- 


mente come è detto nel testo. 
Se poi, essendo £& un numero intero, a, per x=0 diverrà infinitesimo di ordine 


uguale o inferiore a 1-+-y con0<p<1, allora avendosi, nell'intorno di @, i Da 
XL ver 


con g numero positivo finito e diverso ‘da zero, con considerazioni simili si giun- 
gerà a trovare che l’(h+4-1)° sì dei primi che dei secondi degli integrali precedenti 
è finito. 

Tutto questo però quando, come si suppone nel testo, a, fuori del punto x=0 
sia sempre diverso da zero e dello stesso segno. 

(#) Osserviamo in modo generale che se f(x) è una funzione di x finita, continua 
e positiva nell’ intorno di e=0, che in questo punto x=0 si annulla e nello stesso 
intorno ha una derivata /'(x) che non cangia mai di segno e al tendere di x a zero 
cresce continuamente (o almeno non decresce) e ha per limite l'infinito, pel teo- 


i 3 : aa x) 2 S 
rema degli accrescimenti finiti avremo Lo = f'(x) essendo x un numero compreso 


fra 0e x (0ex escl.), e quindi sarà f(x)=axf(). 
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558. — Per semplicizzare dunque questi studii, porremo ora la condi- 
zione che la equazione data o sia del second’ ordine, o quando sia invece 
di ordine superiore al secondo il suo primo coefficiente &, oltre a non cam- 
biare mai di segno nell’intervallo che si considera a partire da s*=0, non 
divenga infinitesimo per «=0 altro che di ordine inferiore al secondo e per 


modo che la funzione — sia atta alla integrazione per £= 0, con che per la 
07) 


1 È dx 
ipotesi fatta su & lo stesso avverrà anche per l’altra f —; pure osservando 
4% 


che, volendolo, si potrebbero, trattare con facilità anche altri casi. 


Di qui risulta che quando una funzione continua e positiva %(x) al tendere di 
x a zero tende all’infinito crescendo sempre, o almeno non decrescendo, ed è integra- 


bile nell'intorno dello stesso punto & 


x 

=0, avremo fa (r)de=%x%(x), dal che appa- 
0 

risce che, sotto le fatte ipotesi, per x sufficientemente piccolo dovremo avere xy (xr)< 0, 

essendo sc un numero positivo piccolo ad arbitrio; cioè w (x) dovrà divenire infini- 


tesima di ordine inferiore al primo. 
X 
. dic | 
Per questo, considerandoe l’ integrale | da / — e osservando che colla inte- 
3 i 


grazione per parti si ha 
Toei “da [Pe de i de (* de 
((C3) fan | IRR o fea[ de +e 
a pie x do po Ja dy do Ls do 


si vede subito che se l'integrale fe dx “dee che figura nel primo membro ha un 
x°0 


- 


x 
6 | dx I 
significato lo stesso accadrà dell’ altro / ET quando a,, pure annullandosi per 
o 00 
X=0, fuori di questo punto nell’intorno che si considera sia continuo e diverso 
b 
. i ' 1 i dx 
da zero, perchè per l'osservazione fatta il termine è f — tenderà a zero con È. 


8% 
hasta Loto Mis Palaia Ma °dw 
e sì avrà quindi lim =ldax | ——-x | —. 
d=0 a xo 


Viceversa se, sempre sotto le stesse condizioni per a,, la funzione È sarà in- 
0 
tegrabile nello stesso intorno del punto e=0, siccome per RE bea, positivo si avrà 


b bi b 
xde LA 
/ i a —d>%X E — e a fortiori I CIA dl dalla formola prece- 
gi 00 x 


a 
Os a °0 
dente (a) si dedurrà intanto che anche al tendere di è a zero l'integrale del primo 


b 
membro della precedente (2) sarà sempre inferiore al numero finito 3 i SA : 


o Ao 


TORE TOTO 


i Ser 
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Con queste limitazioni, se indichiamo per semplicità con (x) l’integrale 
—, questa funzione £ (x) potrà ancora divenire infinita per «=0 e va- 
0 


rierà sempre crescendo in valore assoluto coll’ avvicinarsi di x a zero perchè 
a, nel tratto che si considera ha sempre lo stesso segno (*; e nel caso di n=2 
avremo 2,=%(x), mentre per n>2 avremo 2x4 =% (x) e potremo intendere 


LL) 


che le %,,%n3%n )---14%-® siano determinate colle formole x7?= | #(x) de, 


and) — fi da of ()da, cf da ef te... (7 
ONPE,co 


tegrali, per le ipotesi fatte, avranno tutti un STO 


“6 


x)dx, nelle quali gli in- 


bg 
Osservando dunque che coll’impiccolire di è l’ integrale fac f dx ES (supposto 
x A 


a, positivo) va sempre crescendo mentre come abbiamo osservato si mantiene sempre 


inferiore al numero finito 3 I <A si conclude che esso ha un limite deter- 
O0 
a ia "ax i 
minato per è=0 e quindi anche la funzione A è integrabile nell'intorno di 
so 
x=0; talchè si può ora evidentemente affermare che «sotto la fatta ipotesi che 4, 
« pure annullandosi per x=0, fuori di questo punto nell'intorno che si considera 


CARRI CIO I 
«sla continua e diversa da zero, le due funzioni a © a Saranno sempre inte- 
0 0 


« grabili insieme ». 

Tutto questo però sotto la condizione qui ricordata che a, nell'intorno che si 
considera di x=0 sia continua e diversa da zero (o almeno non cangi mai segno), 
che altrimenti, se DA Ae non se dalla («) si vede che dalla piccolezza di uno dei 


due integrali [E SII — non se ne può dedurre quella dell’altro a meno 
dan 8 

che non si sappia che anche Gr Co) è piccolo quanto si vuole, cioè che il pro- 
LARA) 


dotto | 2 ha un limite determinato e finito per x=0. 


* Supposto, come ordinariamente sarà, che il tratto che si considera per x sia 
quello dalla parte positiva e che a, sia zero per 2x=0, ma fuori di questo punto sia 


sempre positivo, l'integrale indefinito Ji = o 9(x), quando al tendere di x a zero 
0 . 


cresce indefinitamente, andrà verso — o. È per questo che sopra si parla sempre di 
valore assoluto di %(x). 
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Quanto poi al valore (6) di ®,, osserviamo che si potrà scrivere sotto la 


forma 


0 zi 6, RCA Da IRIS (2) i. A 6 
n= Dita cst]) dani mMm-2)" dat 
0 


n_2 
nella quale la somma Y vi sarà soltanto nel caso delle equazioni di ordine 
1 


superiore al secondo; e allora in essa gli integrali per le ipotesi fatte avranno 
un significato, e dovranno intendersì limitati, come abbiamo fatto, fra 0 e x 
come quelli di %,,,,,").-,# 5, dovendo sempre essere soddisfatta la (5). 


Segue di qui che i valori di e,_,A, @ 9x,a, che figurano nella solita for- 
mola (2) che dà l’integrale prenderanno ora la forma seguente 


Cs 


x 
n_-Q Acer rai CRAL 
(ada Daria) ni reno ate regni o n 
(0) 


0 


SE En 2 E y E; (4; lg Pa dv En) rrsD €; (CA Tala 9 

Tt(n-2) 4 n ; 1 

e in questa espressione di %»,x, l’ultimo termine, che all’infuori del fattore 

T,-s rappresenta anche (Z,),,, per quanto dicemmo in fine del $ 555 si potrà 
scrivere sotto la forma 


EG M_-1)a,-@ i peo nat ca (n is 1) HA + &) (o ©) 


—3 4 
do 9 t En Ty (1 al in Ga Vi: vi vi 


Xi Ti 


essendo le 93, Q4,... quantità che si determineranno coll’applicazione della 
solita formola di Leibnitz come dicemmo al $ 534, e oltre a ciò il penultimo 
termine dello stesso valore scritto sopra di %x,4,, sempre coll’applicazione 
della formola di Leibnitz potrà scriversi 


al 
4a (- (n a) a", ul: (» di 1) ai nt D 


5 C(X) + eno (ue +AsT +... +, n) £(2), 
Ti 


Ti 
essendo anche le %,, 5 ,...,),_s Quantità finite composte coi coefficienti della 
equazione data e colle loro derivate; e queste come le 93, qQ4,... manche- 
ranno tutte nel caso delle equazioni di secondo ordine, come mancheranno 


2 
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n-2 


allora le somme “ nei valori precedenti di s,_, A, e dr, x,, le quali somme 
l 


del resto, per le equazioni di ordine superiore al secondo, nei tratti che si 
considerano saranno sempre numericamente inferiori a numeri finiti. 
Ponendo dunque per abbreviare 


Nei (a. (7 ipr 9 Mmi x 
vi _ i Ù ? Xi gt h1 d. ; i de 
(9) Prix Ti 2 Eh) r(h-l)a=h=1) da mi (00) sli PREC PE (Q38 + Q4R vi dd . 
; i 
P(X)= Et C+. +e, 
potremo scrivere 
2: 1 n(m- 1) , ; 
dae =Fa,mtenoP(M) (0) tene ah-M-1)a +2 fp) -g(2)} + 
(10) Lao 
5 De -l)ah,- n 
en_-l 4% A ) 


e in questa le quantità P,,,, e p(x,), nei tratti che si considerano, per le 
equazioni di ordine superiore al secondo saranno sempre numericamente 
inferiori a numeri finiti e si annulleranno per #=0 0 x,=0, mentre man- 
cheranno senz’altro nel caso delle equazioni del second’ordine. 

Però, all'infuori di P.ixg; ib yaril termini; di Qr,a, Come il penultimo di 
SORA, per la presenza di (x) o del divisore a, potranno divenire infiniti 


per 2=0 0 2,=0, e anzi l’ultimo termine di 7, lo diverrà sempre se 
% sì annulla per #=0, a meno che non sia 41=(n-1)@% che allora il 
termine stesso mancherà senz’altro, o che la quantità (n-1)a-a, tenda 
a zero con x di un ordine non inferiore a quello di 4; quindi, per la pre- 
senza di questi termini o di quelli corrispondenti in x,,_j e x,, nelle quantità 
Ax, Qr 
aversi degli inconvenienti in questa formola quando vi si supponga x = 0. 


1:%, Che figurano negli integrali della solita formola (2), potranno 


Mm_ 


Però, come già osservammo, la difficoltà proveniente dalla presenza del- 
l’ultimo termine in 7x4, potrà togliersi col processo del $ 495 (pag. 693) cioè 
col moltiplicare la equazione data per un fattore conveniente, perchè con 
questa moltiplicazione l'equazione potrà ridursi a soddisfare alla condizione 
a=(n—1)a4, salvo però allora ad assicurarsi che non cessino di essere regolari 
i varii coefficienti della nuova equazione; e anzi allora il penultimo termine di 
—_ x Ù DS . n vor 1 n ae 2 
92,2, prenderà la forma più semplice s,,_s ( Ag — ST 0") ila) -e(2,)}; 

\ { Xi 
e quanto al penultimo termine di e,_ A, quando porti inconvenienti si potrà 


50 
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sempre farlo sparire prendendo c,_1==0, cioè limitandosi a considerare in 
tegrali particolari invece dell’integrale generale. 

559. — Ciò posto, limitiamoci ora, anche per le equazioni del second’ordine, 
al caso in cui @(x) se non si mantiene finito si mantiene però integrabile per 
x=0), e supponiamo che l’ultimo termine nel valore (10) di 4x,z, manchi per 
essere a, = (n —-1)a,, 0 almeno sia integrabile anche ridotto ai valori assoluti 
nell'intorno di x, = 0; allora sarà facile vedere che, salvo a prendere c,_1= 0 
per non fare comparire più il (x) in A, quando ©(x) non sia finita per 
x=0, la presenza di p(7,,_.) e (€) in dr, non porterà affatto incon- 


m-l'%m 
venienti, e la formola (2) in questi casi rappresenterà sempre l'integrale par- 
ticolare corrispondente a c,_,1= 0 o l’integrale generale della nostra equazione. 


Poste infatti queste condizioni si osservi che, per essere ora 4,Q=1, il 


termine generale della serie v che figura nella formola (2) diviene 
1 


x x Xda Lan-2 Cm_1 
m-+1l i } pai / pari np pi / . 
(11) 28 f de fina sf ft Ax,m-r f Ax dr 10%, dm 5 
0 0 0 0 0 


e intanto nel caso in cui 4, non si annulli mai nei tratti che si considerano 
uscenti dal punto x=0 o quando, pure annullandosi @ per €x=0 (ma non 


in altri punti dell’ intervallo che si considera) l'integrale 9(x)= il 2 si man- 
0 


tenga finito, le A, e 9x.x, pei valori di x nel tratto che si considera saranno 
sempre inferiori a numeri finiti, e allora saremo in uno dei casi in cui questo 
termine sì comporta come quello di una serie esponenziale, e quindi, per quanto 
dicemmo al $ 525, la formola (2) rappresenterà l'integrale della nostra equa- 
zione; e questo sarà l’integrale generale perchè ora non occorrerà prendere 
Ch-="0. 

Quando poi @(x) diventi infinita per £x=0, si osserverà che, per essere 
a, sempre dello stesso segno nel tratto che si considera, la funzione (x) dimi- 
nuirà in valore assoluto coll’allontanarsi di x da zero, e quindi, nei termini 
che compariscono negli integrali relativi a x,, che qui figurano, per essere 
Tim tm 1, Si avrà sempre Je) |<[p(n)] è |p(2n) - 9(22) | <2e(@n)l 
e quindi, poichè supponiamo che la funzione %(x) sia atta alla integrazione 


A 


'm_1 

negli intorni di x=0, l'integrale | | Gx.,_,,#,,|4%, sarà certamente inferiore 
0 

a un numero finito g per tutti i valori di ,,_, fra 0 e x, e questo numero g 


# 
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potrà prendersi tanto più piccolo quanto più x e quindi x,,_, saranno prossimi 
a Zero. 

Supponendo dunque dapprima c,_1==0, con che A, si manterrà sempre 
inferiore in valore assoluto a un numero finito A. per tutti i valori di x nel 
tratto che si considera, è certo che il valore assoluto dell’ integrale 


Ym_1 
Arm dom-1:%m dx sarà inferiore ad Ag. 
0 
Da ciò segue immediatamente che in questo caso di e,_,=0 l’integrale 
Tm_2 ma 


doppio dad) dai dz Ax, Lim Pm sarà numericamente inferiore 
0 0 
a Ag”, e infine l’integrale multiplo (11) che è il termine generale della 


(e) 
serie i che figura nella (2) sarà numericamente inferiore ad Ag”; quindi se, 
1 


come potrà sempre farsi, l’intervallo da considerarsi che parte dal punto x = 0) 
sarà preso talmente piccolo che per tutti i valori di x, x, , %2,...,7, che cadono 


(0) 
in esso il numero g venga ad essere inferiore ad 1, la stessa serie di della 
1 


(2) avrà i suoi termini numericamente inferiori a quelli di una progressione 
geometrica colla ragione minore di 1, e quindi essa sarà ancora convergente 
e convergente in ugual grado nello stesso intervallo; e per questo e perchè, 
sotto le attuali ipotesi, le funzioni Z,,Z2,..., Zn_1 SOno sempre finite e la Z, 


= 


è atta alla integrazione anche ridotta a valori assoluti, ricordando quanto si 
disse nel $ 525 si conclude subito che nel caso attuale la stessa formola (2) ci 
darà l’integrale particolare della nostra equazione corrispondente a c,_j=0. 
560. — Se poi c,_, non sarà zero, A, avrà una parte sempre numeri- 


camente inferiore a un numero finito A, e un’altra s,_10,_1(7,) che cre- 


” 
scerà indefinitamente coll’ avvicinarsi di x,, a zero, e la serie »i che figura 
1 


nella formola (2) si spezzerà in due serie l’una delle quali sarà convergente 
e convergente in ugual grado perchè sarà precisamente quella che si aveva 
nel caso precedente di c,_,=0, e l’altra avrà per termine generale 


XA Xi do Trr2 Zn1 
mn = È = E _ fas DI 
Vi cs fa i da 1a fa sf | fi Cm ma dm si (Cm) Liom_i Tm d%, ) 
0 0 0 0 0 


e in questo nell’ ultimo integrale verranno a comparire i quadrati di %(%,):; 
talchè se si aggiunge ora la condizione che anche il quadrato di @(x) sia 


IMI 


integrabile fra 0 e x, il medesimo integrale per ogni valore di @,,_; fra 0 
e x sarà numericamente inferiore a un numero finito A,, e tutto l’ integrale 
multiplo sarà numericamente inferiore a A,g9”-, e anche questa seconda 
serie sarà convergente e convergente in ugual grado in intervalli convenienti 
che partono da x=0. E così, osservando anche che sotto le nostre ipotesi 
attuali rispetto a 4(x) e a 4°(x) non solo le Z,, ma anche i prodotti A,Z, 
sono integrabili fra 0 e x, per quanto mostrammo nel $ 525, si può dire che 
negli stessi intervalli (il punto «=0 al più escluso) quando anche il quadrato 
di (x) è integrabile fra 0 e x, la formola (2) rappresenterà ancora l’in- 
tegrale generale della nostra equazione. 

561. — Così dunque, nei casì in cui risultino soddisfatte le varie condi- 
zioni enunciate nei due paragrafi precedenti si può essere certi che la formola 
(2) dove A, e 4r,a, Sono dati dalle formole (7) e (10) del $ 558 rappresenta 
l’integrale, generale o particolare secondo i casi, della equazione omogenea 
data, in intervalli che partono dal punto x =0, anche quando & si annulla in 
questo punto senza annullarsi però in altri punti di quegli intervalli. 

Avendo poi riguardo ai detti valori di A, e 4x,e,, e tenendo conto dei 


fattori p(,) e sia a+ a, che in 9x,a, moltiplicano (2) 


e (x), si vede anche come non sia da escludere che, in seguito a speciali 
particolarità che presentino i coefficienti della equazione data, vi siano altri 
casi nei quali la (2) rappresenterà ancora l'integrale della stessa equazione. 

Così ad es. nel caso delle equazioni del second’ordine non occorrerà che 
risulti soddisfatta la condizione che l'ordine d’infinitesimo di a, per «=0 sia 
tale che «(x) risulti integrabile per x=0, se la espressione a"’—a1+-@ che figura 
nel coefficiente di £(x)—g(x,) in gx, e, tenderà a zero con x e di un ordine suffi- 
cientemente grande per modo che risulti integrabile il prodotto di essa per g(@) 
o secondo i casi anche per £°(x), come avviene ad esempio per la equazione 


ely 4 (at pa)y+x y=0 


nella quale p. sia un numero positivo comunque grande e y sia un altro nu- 
mero superiore a p—2 0 a 2y—3. 

562. — Fermiamoci ora più specialmente sulle equazioni lineari del se- 
cond’ ordine applicandovi i risultati ottenuti; e pr ndiamole. senz’ altro omo- 


genee e sotto la forma 


(12) a a,=0, UÙ QoY +ay+ay=0, 


alla quale, come più volte abbiamo detto, possono sempre ridursi moltipli- 


candole per un fattore conveniente. 
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Per queste equazioni i valori (7) e (10) di e,_1À, © 9r,r,, quando per 
comodo vi si cambii c, in —c, diverranno respettivamente c, (x) 4 c, e 
de, 2(x) — 0(x;)}, e la formola (2) che deve dare l’integrale y diverrà 


(18) y=0g@+a+S% f OTTÌ di (6) lert 
0 0 0 


7 


Co) 
più fa. ic, o (€) ai Cs} te (ma) ia: (278) dx, ) 
0 


dx i : : 
essendo (x) = uo de questa formola varrà sempre, anche se 4 sì an- 
(0) 


nullerà per x=0 senza però annullarsi mai in altri punti dell’ intervallo 


che si considera nel quale si a, che a, dovranno essere regolari, purchè 
nell’intorno del punto x=0 la funzione (x) sia finita o almeno sia atta 


alla integrazione o lo sia il prodotto @,,,@(x); con questo però che nei casi 
nei quali 4(x) diviene infinita per x=0, volendo essere certi che non si 
abbiano singolarità converrà limitarsi a considerare soltanto l’integrale par- 
ticolare che corrisponde a c.=0, se non si saprà che anche e*(x) o almeno 
il prodotto a, ,°(x) è atto alla integrazione nell’intorno di x =0. 

E in tutti i varii casi qui indicati se @(x) diviene infinita per x=0, 
l’integrale corrispondente a c, diverso da zero avrà in principio il termine 


c.(x) e quindi diverrà infinito come e g(x) col tendere di x a zero. 


563. — Nel caso poi in cui g(2) e @, (x) sono finiti o almeno sono atti 


XL 
alla integrazione nell’intorno di x=0, quando si ponga sh Ud, de=y(x) 
0 


XL 
e f do. 9(0)dr=7(x), queste funzioni 4(x) e (x) tenderanno a zero certa- 
0 


mente con x; e se in ogni termine della serie che figura nella (13) appliche- 


remo l’integrazione per parti all’ ultimo integrale, basterà assicurarsi che € (x) 
sia finito per x=0 o che se diviene infinito lo diviene in modo che il 
prodotto }c,7 (x) + c.9(7)} e(x) ha per limite zero per #=0, per potere dire 


che la formola (13) si trasforma nell’altra 


0 


Lin—2 Vl 
CTC) + 020(%,, 
vi: si Udo, Zi) P(Xm_o) T L (Cn)) ie f Att) d 
0 0 0, Tm 


14) y=ar@+0+ Yen canta) a a fa) f 
0 0 


Ta 


DI 
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o: A DI 
nella quale g(x), 4(x) e x(x) rappresentano gli integrali if =, f azdx e 
(0) 
0 


x 


ds 2 (2) de, salvo in certi casi a doversi limitare a considerare soltanto 


l'integrale particolare che corrisponde a e. =0, come dicemmo sopra. 

S’'intende poi che la integrazione per parti che abbiamo fatto sull’ultimo 
integrale del termine generale della serie (13) potrà farsi al modo stesso 
anche sull’integrale relativo alla variabile «,,_, che figurerà nel termine ge- 
nerale della formola precedente dopo di avere eseguita la integrazione rela- 
tiva alla variabile x,,; e dopo poi potranno continuare a farsi nello stesso 
modo successive integrazioni per parti per gli integrali relativi alle variabili 
rimanenti. 

564. — Per quanto poi si riferisce alla condizione posta sopra pel pro- 
dotto {cr t(x2) + c:4(2)} €(x), si può osservare che avendosi 4(x)=4,, dove 
a, indica un certo numero compreso fra i limiti inferiore e superiore di 4», 
fra 0 e ©, sarà Y()c(d)= @x g(x); e poichè, per quanto si disse nella nota 
in fine del $ 557 (Pag. 787-88), quando l’infinitesimo di a, perx=0 sia tale 
che (x) risulti finito o almeno atto all'integrazione nell’intorno di x=0, il 
prodotto x(x) tenderà certamente a zero con x, così in questi casi la in- 
dicata condizione relativa al prodotto }c,7(2) 4 c:4(2)} (x) può ridursi al- 
l’altra che il prodotto x(x)g(x) tenda a zero con x; e quando ci si limiti a 
considerare l'integrale particolare corrispondente a c:=0 non sarà neppure 
il caso di occuparsene. 

Quando poi, pure essendo €(x) infinito per x=0, si voglia ciò non 
ostante considerare anche l'integrale pel quale c, è diverso da zero (come 
già sappiamo che potrà farsi in certi casi), allora osservando che per le nostre 

x 
ipotesi si ha ($ 185 pag. 287) x(2)=@ | e(x) dx dove con a, si indica an- 
0 
cora un numero compreso fra i limiti inferiore e superiore di &, fra 0 e <, 
x 
si vede che sarà 7(2)g(e) = @%(2) | e(0) dx; e per questa, quando oltre a 
0 
(x) anche il suo quadrato #*(x) sia integrabile per #=0 si vede subito 
che risulterà soddisfatta senz'altro la condizione che il prodotto x(x)% (7) 
tenda a zero con x, e non sarà quindi più il caso di occuparsi di questa 
condizione, perchè allora per quanto osservammo nella ricordata nota del 
$ 557, indicando con o un numero positivo arbitrariamente piccolo, per @ 
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sufficientemente piccolo avremo sempre xg*(x)<0o e quindi |e(M)|<4-, 
z z Va 

e fatale <avava, e c(c) [ p(a)da<206®. 

0 0 

565. — Alle osservazioni che abbiamo fatto aggiungiamo le seguenti. 

Osserviamo che nei varii integrali che figurano nel termine generale della 
serie (13) i fattori £(x,_.) — £(«,) non mutano mai di segno nelle successive 
integrazioni (**), e se si ammette che nell’intervallo che si considera anche a, 
non cambii mai di segno e s’indicano con ) e A i suoi limiti inferiore e 


(*) Senza ricorrere alle considerazioni fatte nella nota al $ 557, si può osser- 
vare in generale che quando due funzioni f(x) e f, (x) divengono infinite per €=a, 
e sono sempre positive nell'intorno che si considera di a (per es. in quello a destra), 
e in questo intorno sono anche integrabili insieme al loro prodotto, e una almeno di 
esse, per es. f(«), non và mai decrescendo al tendere di x ad a, allora dall’essere 


nX x 

f(@)f()de=f|f@)dx, 

a-tòd atò 
essendo a+ è e x, con a+ 3<7, due numeri compresi in quell’intorno e f un nu- 
mero determinato compreso fra f(x) e f(a+ò), si deduce che si avrà 


f(e)f,()de>f(@)| f,(@)dx 
/ atòd a+d 
e a fortiori sarà 


fi f (x) f1(@)de>f(x)| fi (x)da 
(0) akò 


ovvero 
a+ò 


fa) | fiudr< [fifa + f0) [fila 


DI 


e poichè col prendere è piccolissimo lasciando fermo x, l’ultimo termine del se- 
condo membro si rende piccolo quanto si vuole, potremo anche scrivere 


Fa) f f@de= / fa) fi (@)da, 


Xx 
e di qui risulta che, sotto le fatte ipotesi, il prodotto f(x) / fi(x)dx col tendere 
/ 


di x ad a tenderà a zero. 
Supponendo a=0;e f(2)=fi(0)= 


@(x)|, si ha di qui, come dicemmo sopra, 
X 

che il prodotto %(x) / g(xc)dx tenderà a zero col tendere di x |a zero. 
0 


(#*) Si può aggiungere che questi fattori 9(xs-1) — @(x;) sono anche sempre 
positivi se, come potremo sempre supporre, a, sarà positivo fra 0 e x. 


a RE 


superiore il termine generale della serie stessa nel caso di cc=0, c=1, 
quando (x) sia sempre finita v almeno sia integrabile nell'intorno di «x =0 
sarà compreso fra le due quantità 


% ‘m_-2 a 
Sa SIC e(2,) )} dx, fr 1(C)) es 4( Lg }} UZA I: fn Canta) Lomo i) }} {208 fire Vel (Cm E(2,m)} dX,m 
“0 


n A” { (pe) {da (e) gt) {d] see | R9(m 2) — POM ma fr IP(Cma) "il 


; 0 


“0 


e quindi indicando con 4, ,, un valore di a, compreso fra i detti limiti ) e 
A che dipenderà anche da m, lo stesso termine generale potrà rappresentarsi 
con 
Re, st pl 3% 


m_2 m_l 


sil 
| ia) — sa 0) -] E(n a) — ECM) Ama Va 
0 0 0 0 
e perciò in questo caso l'integrale particolare della nostra equazione corri- 
spondente a c.=0 e c°=1 potrà rappresentarsi colla formola 


(15) y=1+Y Em d, m fi ie(2) tr (2)j da e) (et. 
0 


() 


x 


Lin 2 m_l 
fr tep(d Xyn9) (tm) den tn) —(£,)! dim ° 
0) 


Al modo stesso, quando (x) sia sempre finita o se diventa infinita per 
x=0 resta atta alla integrazione insieme al suo quadrato, per l’altro inte- 
grale corrispondente a c.=1, c.=0 si avrà la formola simile 


aX 


(16) y=r(+Y m Um | ir) (12) {da i) \r(1) — g(c2)} do, I 2 
0 0 0 


ad 


DES XLm_l 
sc Î :E(Cno) — EC m_a)} dama [se (@ A) \p(x Um) — 9(2,,)} d£m . 


0 vo 
566. — Osservando poi che con successive integrazioni per parti, quando 


I a p p a 
7 e £(x) sono finite per d=0 o almeno sono atte alla integrazione, sì hanno 
70 
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le formole 
CIORETSNTZEREO (2) |+ do = i dx, , 
0 | OS pina n 
fina ( da AIAR ue e 
, 0, Va 
° 0 


a Tag 


Xa TL aTi 
x % XL da x 
“” | (2) tray (©) | do ; dx, - È das È d%3, 
ha x3 Ao, x, Ao, ad 40,2, Ao0,%3 
0 «0 CSM I) 


si troverà subito per l’ integrale y che corrisponde a c=0.0= | anche la 
È l At 


formola seguente 


È a Vo ads ad ali n 2m —3 nTom—2 
x XL dx. da x 
I des, 1 ; 3 5 2m—-1 
(17) (i rana 1 n >} Em 12m DEEP [ae da, a lE: AX2,m9 LS * 
1 0, % 0,%3 |. 0, %5 do Tam_1 
0 © (0) 20) 220) 0 0) 0 #0) 


e nel caso in cui g(x) per x=0 è finita, o se è infinita è atta alla inte- 
grazione insieme al suo quadrato 4°(x), allora per l’altro integrale che corri- 
sponde a c,=1,c,=0 con un processo simile si trova la formola seguente 


"d i dg $ ® T2m_-2 ® Lam--1 
L x x. 45 dx % 

\ 1 3 5 ene 2m 

(18) Y =; £ (2) DE dà Em dm dx, ds, 3 
] Ao, x Ao, x3 ; ;4e: %5 Ao, 9,1 el TI0) 


e con nuove integrazioni per parti queste formole potrebbero porsi anche 


sotto altre forme. 
Cambiando in tutte queste formole x in x — a, gli integrali verranno estesi 
da x ad x e le formole stesse varranno in intervalli che partono dal punto «. 
567. — S’intende poi che quando invece della (11) sia data la equazione 
lineare omogenea del second’ordine sotto la forma generale 


(19) dYy'+ay' +ay=0, 
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di dx 
o 
nella quale non sia @=@%, siccome moltiplicandola per > si riduce 
0 
all’ altra 
Ai 
2 di bat 
d e Ao s LU + (47) ) (477) / aes 0) 
dx PA 


che rientra appunto nella forma (12), così le formole precedenti si ridurranno 
relative alla equazione (19) col sostituire in esse ai coefficienti a, e @, respet- 
. (a Ag fa 1 + î . i ea 
tivamente e ® e Fool ° . Bisognerà però avere riguardo alle singolarità 
che potranno presentare per 2=0 queste quantità che nelle formole pre- 
cedenti prenderanno il posto di 4) e @,, onde essere certi che siano soddisfatte 
le condizioni che nei varii casi respettivamente abbiamo poste. 


568. — Considerando poi il caso delle equazioni 
(20) yY + a,y=0 


che rientrano evidentemente nella (12) col supporvi @4,=" 1, e alle quali del 
resto tutte le equazioni omogenee del second’ ordine possono sempre ridursi 
e in infiniti modi colle trasformazioni dei $$ 495 e seg. (pag. 693 e seg.), 
la formola (13) si ridurrà all’ altra notevolissima 


d Xi da 
(0.8) 
(21) y=ctx+c+4 Vem |, (e 2) dx, | 49, a, (1 —£)dx 
LARA 0 ref) 
Ln2 Von1 
2, Ln ere 2 Cm) dm —l Ao, Lin (e; Tn t Co) (Ta pr Tm) dx, ) 
200) 0 


che varrà sempre per l'integrale generale della (20) senz’altra condizione 
che quella che @, sia regolare nell'intervallo che si considera a partire da 
CACZANE 

E quando 4, presenti qualche singolarità nel punto x=0 ma non negli 
altri punti di quell’intervallo la formola stessa ‘varrà ancora nei casi nei 
quali i suoi termini conserveranno tutti un significato e al tempo stesso la 
serie sarà convergente in ugual grado in quell’ intervallo e a, sarà atta alla 
integrazione anche ridotta ai valori assoluti ($$ 524 e 525). 

Nella formola precedente poi all'ultimo integrale (relativo ad «,,) colla 


——r_c 
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tCmal 


integrazione per parti potremo sostituire l’altro | (cm (2,) +29 (,)) de 


0 
essendo d(x,,)=|0,-dc e 7(r)=|xa,dr=xy(r)— |[Y(a)dx 
0 0 
069. — Servendoci invece delle formole (17) e (18), troveremo per la (20) 
i due integrali 
Pd gn 00 genti 


1 


99 5 È AE o FERA n MN 
(22) 9=14 26m im nm) 1 ST Gent n(2m4-1)° 


che varranno sempre negli intervalli che partono da x =0 e nei quali la 
funzione a, non cambia mai segno; intendendo in queste formole che 1 
valori 43,1} 42.2, --- 3 %2,my--. siano valori determinati, variabili ordinariamente 
da termine a termine e compresi fra i limiti inferiore e superiore di a, nel- 
l'intervallo da 0 ad @ 

970. — Mutando x in x —a in tutte queste formole, gli intervalli invece 
di partire dal punto €x=0 partiranno dal punto «, e in particolare le for- 
mole (22) si trasformeranno nelle altre 


=) (e Cile Cd pica A 7A v4te 


Di LITIO N. 7 (€ 
(23) y=1+Na, a Si T(208). ) Y==% o + Dn Uo, m m(2m41)° 


che hanno molta analogia con quelle delle funzioni circolari (o iperboliche); 
e anzi supponendo che nella equazione data (20) il coefficiente a, al crescere 
indefinito di x tenda in un modo qualsiasi verso un valore determinato e finito 
) positivo o negativo, siccome allora per 4 sufficientemente grande le d4,,,, sa- 
ranno tutte prossime a ) quanto si vorrà, si vede che le serie stesse e quindi 
gli integrali della equazione data, per X positivo al crescere di x tenderanno 


a comportarsi come le funzioni circolari cos(Vì (c— a)) e sen Vi (e—0)), e 
per > negativo tenderanno a comportarsi come le funzioni iperboliche 


cosh(V—M(e—a)) e senh(V—) 


VEN = a) 
€ 


).(ct—a)), o come esponenziali reali 


Così restano estesi i risultati del $ 547, non avendo più qui le condizioni 
che allora si avevano pel modo di stasi di 4, verso ) al crescere inde- 
finito di x, e restano generalizzati alcuni teoremi dati dal sig. Kneser nella 
memoria citata al paragrafo stesso. 

571. — Volendo ora fare anche qualche applicazione dei risultati prece- 
denti ci fermeremo un momento a considerare alcune equazioni speciali. 


1.° Prendiamo perciò per prima cosa a considerare la equazione 
(24) xI'+I+xI=0, 


cioè quella della funzione I (o I) conosciuta sotto il nome di funzione di 


BESSEL. 
Per questa equazione che rientra subito fra le equazioni (12), si ha 


. x x 
x dr d 
AE d2 _loga ; fi rde=3; n(0)= vloga=loga—7 
C © () 0 


e tutte le condizioni che si avevano nei $$ 562 e 563 risultano soddisfatte, 
talchè volendo potremo avere per mezzo della (14) anche la formola che dà 
l'integrale generale di questa equazione. 

Fermandoci al caso dell’integrale particolare che corrisponda a cy=0, 
ec, =1 che è il più semplice si trova subito la formola 


ria x6 


x 
20) olo pia emana i 


che dà appunto lo sviluppo notissimo della funzione di Bessel in serie ordi- 
nata per le potenze intere e positive di %. 

L’altro integrale poi potrebbe pure ottenersi dalla formola (14) suppo- 
nendovi cc=1,c=0; ma può ottenersi più semplicemente anche col pro- 
cesso del $ 494 (pag. 690-92) deducendolo dall’ integrale I che ora si conosce. 

2.° Prendendo in secondo luogo a considerare la equazione più generale 


(26) xy + (2v+1)y+ay=0 


con y costante, si osserverà che questa non'rientra nel caso delle equazioni (12) 
altro che quando sia y=0 cioè nel caso già trattato della equazione pre- 
cedente (24), però si porta in ogni caso a rientrare fra le stesse equazioni 
(12) moltiplicandola per x? con che si ha allora @=x”# e ag=x®#; e 
evidentemente quando si voglia che 4 e @, siano finiti anche per x=0 bi- 
sognerà supporre che sia 2y 4120. 


i | : QUE 
Ora per la nuova equazione si troverà (a) = — Sport = 
x 
1 x° 
na) = — Da ada = — Xi quando non sia y=0, e limitandoci ancora 
0 


al caso di c.=0, c,==1 le condizioni dei $$ 562 e 563, quando come ora 


— 803 — 


supponiamo sia 2y---12=0 e non sia y=0, saranno soddisfatte e basterà 
calcolare successivamente gli integrali della (14) per giungere subito alla for- 


mola seguente 


3 4 26 
Weil e eni dI oa 
2(2vy+2)  2.4(2y+2)(2v+4) 2.4.6(2v+2)(2v+ 4) (2v+6) 


HU 
che darà un integrale della (26) quando sia 2y-+12=0 e varrà anche per 
y=0 perchè allora si riduce alla (25). 

È facile poi di vedere che essa varrà anche per qualunque valore di y 
che non sia un numero intero negativo, e quindi, fuori di questo caso, anche 
quando 2y-+ 1 sia negativo, perchè quando y non è intero e negativo i ter- 
mini di questa serie hanno sempre un significato, e la serie è convergente in 
ugual grado in qualunque intervallo, e sebbene allora non risultino sempre 
soddisfatte tutte le condizioni dei $$ 524 e 525, calcolando le derivate y' e_y" 
si trova che la (26) viene sempre soddisfatta da questa funzione y. 


1 
Al modo stesso quando saio <1 si potrebbe trovare anche l’altro 


integrale corrispondente a cc=1, c=0 che però per y positivo diviene in- 
finito per x=0; ma è più semplice dedurlo per tutti i valori non interi e 
negativi di y dall’integrale già trovato (27) col processo testè ricordato del 
$ 494. 

La funzione (27) moltiplicata per x” dà la funzione, conosciuta pure sotto il 
nome di funzione di Bessel, che si indica con I,, giacchè se si pone y=x7”% 


y° 
la equazione precedente (26) si riduce all'altra vu4 1 +(e- E )u=0 che 


è appunto quella delle funzioni I,, delle quali la I o I, considerata sopra è 
un caso particolare, ecc. 
3.° Similmente prendendo la equazione 


(28) k(1—W)K'+(1—84#)EK'—k=0, 


che sì incontra nella teoria delle funzioni ellittiche per le quali % è il mo- 
dulo e K stà a rappresentare uno dei periodi, si potrà applicare la formola 
(14) coll’osservare che in questo caso sarà 


x Tr” 1 do x 
g(1) = log Vice’ d@=—>, r@)=7log(1-2)+3 Bra È 


E così in particolare per l'integrale corrispondente a c.=0, c=1 
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avremo la formola 


xVI=R 


1 ; kVI-=2 ti xVIi=% 
= lo Ss an ghe lo lo 1-x dica 
ife °E VICE fe ue Lite Ai 


nella quale gli integrali si calcoleranno successivamente con bastante facilità; 


k 
9) K=14 pp vISR +} fa etizà si log V1-x° dx, + 
0 


ed essa potrà servire a dare valori molto approssimati di K per piccoli valori 
del modulo &. 

572. — Sempre restando nel caso delle equazioni del second’ordine che 
supporremo ridotte alla forma più semplice (20), noi ora invece di prendere 
per le funzioni ausiliarie 2, e x, le funzioni x,=="1, === che cì condussero 
alle formole (21) e (22) pei valori degli integrali, prendiamo x,= senpx 
e z,= c0spx con p cost., il che per quanto si disse nella nota al $ 555, e 
come anche si verifica subito, dà ancora a,Q = cost. 

Allora introducendo, per comodo, due altre costanti ) e » invece della 
solite c, e c, col porre c.=)p sen pp, c=)p cospy, e osservando che sarà 
Q=—p, Q.=)\psenp(rx—p), dr,e,=Senp(d—%), Fx,a,=(P°_42,5,) SONP(X--2), 
troveremo che gli integrali della equazione 


(30) l+ay=X 


sono dati dalla formola seguente 


x 
(31) y=senp(x—v) + fx senp(x — é) dé + 


I x I xi 
Hi f psenpta +} fresa pl] 


x Xi xa 
1 
+ flor senp(x— 2) da f (0-00 sen p(x, — 2) if. 


qui TA | Tim 
1 
A A ) sen p(x2,, —v)+- x fa sen p (x, — €) dé | (P°— 02,5) SONP(Xy, 1 — Cm) den + 
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e nel caso di X=0 cioè per le equazioni omogenee avremo 


(32) y=)senp(rx—p) 357: 


+ frana sn pe) fia) 


Zm1 
SE fi (P°— Gr, }SONP (LV, — |) SENP(Vm_1- Cm) dem +... 
a 


È fo — 3,5) Sn p(v,—p.) senp(a—2,)dx,+...+ 


e al solito queste formole varranno in tuttii tratti nei quali ax e X sono 
regolari e nei quali si trova compreso il punto a, e anche più generalmente 
quando, pure presentando a, e X qualche singolarità nel punto a ma non 
negli altri punti, si riscontrerà che i termini della serie hanno tutti un si- 
gnificato in intervalli che partono da a e la serie è convergente in ugual 
grado in questi intervalli, e |a,] e X sono integrabili fra a e x ($$ 524 e 525). 

573. — Facciamo anche qui alcune applicazioni di queste formole a casi 
di equazioni particolari che si presentano spesso nell’ Analisi. 

Volendo applicarle al caso delle funzioni sferiche di Legendre X,, per 
le quali si ha la equazione 


di (1-2) i 
(33) Tp por: Prrranoe — n (n+ 1) IA y 


si ridurrà prima questa equazione alla solita forma (20) facendo la trasfor- 
mazione del $ 501 [pag. 698-99] col prendere ora f(@)=Va=V1—@, 0 


da u 
—— =di, cioè ponendo rx=cosé e X,= —, con chè bisognerà 

2 ) = 9 

Vv 1-% Vv sen è 


escludere i punti é=0 e £=x 0 x=+1, e la equazione in « per la for- 
mola (17) del ricordato $ 501 sarà la seguente 


1 1 
u' O n(n-+1) — (sen? É)" sen? &{ EN 


ovvero 


I Rot ANFIA cal ra 
(34) u (+5) ARSA WE 


Applicando quindi la formola (32) a questa equazione col prendere per 


SN 1 T 
semplicità p=n+ piede a avremo la formola seguente data per la prima 


(35) 


Ho 


10 
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volta dal Bonnet 


È 
u=Vsené X, (così) =)senp(é— u) 3 I De A at A A dé, + 


 4n+2 sen? È, 
7 
è (‘senpl@—6) j; (senp&—u)senp(-t) 
, senp(î—G) ,. | Senp(é—p)senp(i,—5 
Ta n+2) f sen? È, da i sen? É, Lario 
a 5 


(4n+2)” sen? È, sen? È, sen’ é,. 
t4 TT tini 


È È Sa Èm_1 : 
IS | sen p(î—è) de i sen p (î,— £») di i { senp(î —p) sen P (Em Èm) dt di 
————_— 1 e N ip DOC —__—__—_ ——— —++—+ 1@»)’%“‘%*%**illaeeeee’’. nm ; 


TT 
5 2 2 2 


1 . 1 : 
dove p=n + gr e in queste le costanti )X e p dovranno determinarsi op- 


portunamente col far sì che il secondo membro venga ad essere precisamente 


la funzione Vsené X,, (cos é) nella quale X,, sia la vera funzione di Legendre. 

Per questo si ricaverà da questa formola colla derivazione il valore di w', 
il che può farsi sempre, come dicemmo al $ 531, e poi servendosi dei va- 
lori della funzione di Legendre X,,(x) e della sua derivata X', (x) per x=0, 
T 


o di x e w' per Jo 


sì otterranno due equazioni che determineranno le 


a 
stesse costanti ) e ». Si troverà allora che ) è della forma —=, essendo 
Va 

sE . Se 2 T 

a una quantità che al crescere indefinito di n tende verso VE eu=——, 
T 4 p 

con chè sostituendo si conclude che la X, (cos €) per É diverso da zero e 
da x al crescere indefinito di n tende a comportarsi come la funzione 


2 sen (p6+ 3) 


Vv 2nasen È 
574. — Volendo invece applicare la (32) al caso delle funzioni I, di Bessel 
considerate sopra al $ 571 per le quali si ha la equazione 


2 ii 
essendo p= CE . 


(36) 


trasformeremo ancora per prima cosa questa equazione col solito processo 
u 


ICE 


del $ 501 prendendo a=f(f)=é,L con che bisognerà escludere 


E DESIO OCHE, TOTI “PE 


il punto «=0; e poichè allora la equazione in v risulterà la seguente A 


(37) w "+|1-5— (2)? u 0 Ovvero 4] PIA i 

4a Di 
prendendo per semplicità nella (32) p="1 e ponendo por abbreviare ‘98 
= Adi nu GOD. e intendendo che « e x siano numeri qua- A 
lunque diversi da zero e dello stesso segno, avremo la formola bi 
: sd 
u= VoL=Asen(o—u)+xp, | EMO enena) a, 4 Ù 

x xi 

ip =Lica ©) de ne ata) ia 


x xi 
sen (X--— X sen sen ( hi A e 7) 
Coi a Dan f. fee e 


essendo ancora ) e y quantità da determinarsi; e in questa il limite « degli 
integrali nel caso che a sia positiva può anche supporsi infinito perchè i 
termini conservano un significato e la serie resta convergente in ugual grado 
fra x e 0, e al tempo stesso risultano soddisfatte le condizioni dei $$ 524 e 


929; e così avremo 
0a ; pi (x 
u=VaxI,=\sen ( —W+e06, SA, da, + 
2. A rl È 
+)? SAI Sei a e 
1 2 


x 


(e 0) 


| x Pa se Pa 
sen (€ —%;) sen (x, — %o) SON (Xn — W) SEN(Cm_1—Cm) 

mb TZ ran SLA CRE i i se e I E 
x xa m_-1 


1 


e questa varrà per qualunque valore diverso da zero e positivo di x. 
Questa formola evidentemente torna a darci il modo di comportarsi di 
_ I, al crescere indefinito di x ($ 546). 

575. — Altre applicazioni di tutti i risultati ottenuti in questo capitolo 
3 potremmo fare sia per altre equazioni speciali di second’ ordine che si pre- 


51 


i toa ec 
rich. f 


(o 


"Cat 


ia È <t Z TE VA ' tanti ; 

hi > s | 7 È "i a PA "ip 
sentano nell’ Analisi, sia per equazioni lineari di ordine superiore, e in par-- 
ticolare per quelle del terz’ ordine per le quali, come mostrammo ai $$ 506 $ 
e seg. [pag. 703 e seg.] colla integrazione di una equazione di Riccati è 


sempre possibile la riduzione alla forma semplice 


Y +agy=X; 


ma le applicazioni che qui abbiamo fatto ci sembrano sufficienti sia per mo- 
strare la importanza dei risultati generali ottenuti, sia per dare una idea del 
modo di valersene nei casi particolari. 


XXVIII. 


Integrazione per serie delle equazioni differenziali ordinarie. 
“Atri metodi particolari d'integrazione. 


—_—___+»_ _ SD 


I 

Integrazione per serie di Taylor. 1394 

576. — Gli studii che abbiamo fatto nell’ultimo Capitolo dànno il modo o 

di trovare infinite espressioni analitiche per serie degli integrali di qualsiasi fo 
equazione lineare. < 4 


Queste serie sono per integrali multipli che si ottengono successivamente d 

con una legge semplice e determinata; e, oltre che a dare valori approssimati si 

| degli integrali possono anche servire a darne alcune proprietà in relazione alla sa 
equazione alla quale si riferiscono, come chiaramente apparisce dalle appli- 


cazioni che qui ne abbiamo fatte e dalle altre che trovansi nelle varie me- 
morie sulle equazioni lineari da me pubblicate negli Annali di Matematica 6 E 
«di Milano (ser. III, vol. II. III. XI. XII. XVII. XVIII). D: 


Le infinite forme però sotto le quali gli integrali vengono dati sono legate 


alla scelta delle funzioni ausiliarie #,, 42, ...,, Che in esse figurano e che A 
comportano tanta arbitrarietà, e non apparisce affatto come bisogni sceglierle Vi: 
e quali trasformazioni debbano farsi per arrivare ad avere l’integrale sotto | $ 
una forma determinata data. la n 
577.— Nelle applicazioni la forma sotto la quale, quando è possibile, si Di 
cerca bene spesso di avere l’integrale, è quella dello sviluppo in serie di P 
potenze che corrisponde allo sviluppo di Taylor o a quello di Maclaurin; e du 
meno in casi specialissimi, quali furono ad es.: quelli delle funzioni di Bessel b: 
I,(x) e I, (x) al $. 571. 1.° e 2.° (pag. 802-803), le formole che abbiamo trovato de. 
non ci dànno gli integrali sotto questa forma. | n 
In molti casi però si riscontra che, considerandovi x come variabile com- Be 
plessa ($$ 532 e 556 [pag. 741 e 785]), gli integrali sotto le forme trovate Sh 


RARI 


risultano funzioni monodrome finite e continue di questa variabile nell'intorno 
di un dato punto pel quale potrà prendersi il più spesso il punto a che figura 
come limite inferiore dei varii integrali, e allora, per le proprietà fondamen- 
tali delle funzioni di variabile complessa, sì potrà intanto senz’altro assicurare 
che lo sviluppo cercato per potenze di x—a è possibile in un intorno circo- 
lare del punto a. Per quanto poi si riferisce alla determinazione effettiva di 
questo sviluppo si osserverà che se non potrà aversi dalle formole generali col 
particolarizzare opportunamente le funzioni %,,%2,...1%n 0 col fare conve- 
nienti trasformazioni delle formole stesse, è certo però che esso potrà sempre 
dedursi da quelle formole, perchè i suoi coefficienti —- che, all’infuori dei 
fattori numerici dovuti ai fattoriali che devono figurare nei divisori, sono le 
successive derivate dell’integrale prese nel punto a—, si potranno deter- 
minare. colle formole che si ottengono applicando le derivazioni successive 
termine a termine alle serie trovate, e poi facendo a=a, tutte le volte che 
queste derivazioni per serie saranno possibili; o anche potranno determinarsi I 
per mezzo della formola (18) del $ 522 (pag. 723) che è quella che servì di 
base ai nostri studii e condusse alle dette formole generali per serie d’inte- 
grali multipli (®. 


(#) Le formole alle quali si accenna possono aversi nel modo seguente. 

Conserviamo le notazioni del Capitolo precedente, e per abbreviare sopprimiamo 
gli indici alle varie funzioni quando senza ambiguità si comprende che la variabile 
che vi figura è la x, e poniamo 


Ax Fw que x 
azar = LAN N De. sel t . 
SI CS ni COTE 


Indicando allora, per semplicità di scrittura, con apici le derivazioni relative ad 
x anche quando applicandola ad es. a funzioni come la #x,x, siano soltanto deri- 
Otr,a, x, 
“de? dx 
del $ 522, colla regola di LEIBNITZ della derivazione sotto il segno, avremo subito 
le formole seguenti 


vate parziali e rappresentino quindi ..., dalla ricordata formola (18) 


Di x 
y E +ftamyada, 
Yy a A' + (2,2) z=e9+/ l'aa Ya, dx, 
a 
Ni x 
y' = A' +[@ Ly va, =r y| + (fx, C)a,=% yY + l'x, x Yx, dx, , 
a 


pe x 
y" —A" +[&, )e,=r y| di [La, ma =v y| + (l'a, Lex o) Îi f l'aa Yz, dx, 
a 


e C) . . . CD C . e ® . . . . . 


40) = Re L{(t2, ma] (PrenrM]+ + Eat) Eyed, 


a VAI 
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In questi casì i coefficienti così determinati condurranno certamente alle 
serie per potenze intere e positive di x — a, che corrisponderanno all’integrale 
cercato, generale o particolare secondochè le costanti c,,c,,C,...,6, che vi 
figureranno saranno rimaste indeterminate o no; ma i valori iniziali di questi 
integrali e delle loro prime n—1 derivate anzichè essere dati anticipata- 
mente risulteranno determinati dalle formole stesse in relazione ai valori che 
saranno stati scelti per le dette costanti. Queste costanti però, quando si voglia, 
potranno anche prendersi subito in modo che i valori corrispondenti di 
Y3Y 4" ,,Y per x=a siano appunto quelli che si vorranno, determinan- 
dole prima colle formole (11) del $ 517 (pag. 718); quindi si può dire che, vo- 
lendo, il problema della determinazione delle serie di potenze che nei casi 
indicati serviranno alla rappresentazione degli integrali delle equazioni lineari 
in serie di Taylor o di Maclaurin, potrà risolversi anche col processo indicato, 
per quanto venga ad essere questo un processo oltre che lungo anche del 
tutto indiretto. i 

578. — Però, anche senza ricorrere a questo processo, potremo spesso 
valerci di un altro processo generale che, astrazion fatta dalle difficoltà pra- 
tiche che può presentare, vale anche per le equazioni non lineari. 

Questo processo che, quando alla integrazione per serie delle equazioni 
differenziali conviene di ricorrere, è appunto quello al quale ordinariamente 
ci si riferisce, si basa sulle considerazioni seguenti. 

Abbiasi una equazione differenziale dell’ordine n 


(1) ae YO 


e si supponga dapprima di sapere già che essa ammette un integrale y=%(%) 
che è sviluppabile in serie di Taylor nell’intorno di un punto a, e che in questo 
punto esso ele sue prime n—1 derivate prendono valori dati 4,3 %yx:34®, 
e la sua derivata n° prenda un valore finito yf che insieme coi valori stessi 
CY VarY ar YUTT di w,Y;4,4Y' 4 soddisfa ‘alla stessa equa- 
zione (1). 

Si ammetta inoltre che il primo membro di questa equazione sia una 
funzione finita e continua delle n 4-2 variabili €, 4,4%", y(, con- 


siderate come indipendenti, in un campo di n 4-2 dimensioni, che potremo 


finchè la detta regola di LEIBNITZ si mantiene applicabile; e in queste quando vi 
sì faccia x =, spariranno tutti gli ultimi termini, e si otterranno le formole che 
determinano successivamente i valori di y,Y,%",Y",...,Y,... per 2=%, ciascuno 
linearmente per mezzo dei precedenti. Questi valori dipendono naturalmente da 
quelli delle costanti c,,C3,..., Cn. 


ii I ST 


Ve 


anche supporre reale, che racchiuda il punto M(%,Y,3 Ya Ya: Y YU), 


e la stessa funzione ammetta le derivate parziali finite e continue di qua- 


df 


lunque ordine in questo campo, e inoltre -—— nel punto stesso M sia diverso 
) dy 


da zero. 
Allora la equazione (1), quando s’intenda che in essa y sia un suo inte- 
grale, con derivazioni successive condurrà alle infinite equazioni 


d 0) AA 9 y' È : 
CAL + ++ + vo, 

ap la a 944 LL 4 Log 
È an 3g! t 37 miri -T3 punt fano, py" = 0, 
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gn gn | I 
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e queste col fare »x—=a determineranno successivamente e in modo unico i 
valori y@tD, y(@t9 ,..., y@t ... delle successivé derivate gt +9... yi... 
dell’integrale nel punto « espressi per a, %,,Ya:Y ax: YU, YI, per modo 
che verremo così a conoscere tutti i termini della serie di Taylor corrispon- 


dente all’integrale. 
Questo perciò risulterà rappresentato dalla formola 7 


SAT PR Ro Ya n UE 
Gi lari ao a+ Le (a gie i n Vai 


e se i valori y,,V,Ya xy potranno restare arbitrari, nel senso che 
essi come il punto a possano essere scelti a piacere in un certo campo, questa 
formola ci darà l’integrale generale della equazione (1) almeno per quella solu- 
zione di essa relativa a y che ci darà y©= y® quando EU = 
ORPAYO Miner WSPITY MTA i RULE 

579. At questo però quando si sappia che sussistono tutte i) varie 
ipotesi che abbiamo fatto. Ma bene spesso queste ipotesi non saranno tutte 
soddisfatte, o almeno non saremo sicuri, in precedenza, che lo siano; e in 
particolare, spesso non si saprà avanti se lo sviluppo di Taylor (3) per l’in- 
tegrale y della equazione data (1) è possibile, o avverrà che non sia possibile 
di soddisfare la stessa equazione (1) con valori dati tutti arbitrarii e finiti di 
Y,Y,Y 3,4" e con un valore conveniente di y® per 2=a, o pei valori 


sii 


"a SMRGT O | | ui 
è che la soddisfino il RO risulterà zero (©), ecc.; e allora il processo indicato A 
| potrà non condurci più nè all’integrale generale nò a un integrale particolare. Bi 
‘ Potrà però avvenire, ed è questo il caso che qui ci preme di considerare, È 
che considerando l'insieme delle equazioni (1) e (2) nelle quali sia stato fatto A 
x=a, si riesca a soddisfarle con valori determinati e finiti %,,%,;Y5Y 00 N, 
di y,y,Y",...,4? (che siano ancora tutti arbitrarii, o non lo siano che alcuni 
di essi o anche nessuno), e con valori speciali y@,y#+,y#19,... delle de- 
rivate seguenti y, y®+D, y(©+2....; ma anche in questo caso non potrà ancora 
affermarsi senz’altro che la formola (3) nella quale Ya, Ya... abbiano i valori 
ora indicati rappresenti un integrale generale o particolare della (1), perchè 
potrà avvenire che la serie del secondo membro non risulti neppure conver- Si 
gente, o che essendolo non rappresenti l’integrale. Di 
In ogni modo però sarà allora il caso di studiare se la serie del secondo fi 

| membro della (3) coi valori trovati per Ya,%,%'a,... risulti convergente e 

rappresenti quindi una funzione finita e continua y di x il cui valore e le cui É 

derivate pel valore a di x verrranno allora appunto ad essere i valori indicati 
Yor Sar Var YU, 4 ,... che figurano nei coefficienti; e quando questo 
riscontro sia fatto, allora bene spesso la stessa funzione y corrisponderà ap- 
punto a un integrale della equazione (1), e per assicurarsene basterà verificare 
se ricavando dalla stessa formola (3), che dà il valore di y, anche quelli di 
| Y,Y YU, Y e sostituendoli nella (1) questa risulti soddisfatta o no; e 
I così in ogni caso, quando la (1) risulti effettivamente soddisfatta in seguito a 
questa verifica, e talvolta, per circostanze speciali risultanti dalla natura della N: 
equazione data, anche indipendentemente dalla verifica stessa ©, potremo 


% (#) Nel caso delle equazioni lineari le; 
1 AYA yy... + anay' +any=X, si: 
d è i LO 
l’essere sin —0 per x=0 corrisponde all’essere a,=0 per questo valore di «, STE 

t 


caso questo che anche negli studii del Capitolo precedente vedemmo potere dare 
luogo a qualche singolarità dell’integrale. 

(## In particolare quando la equazione data (1) sarà una equazione lineare e 
i suoi coefficienti saranno funzioni razionali intere di x e quindi anche di x—c, i 
potremo sempre tralasciare di fare la indicata verifica, perchè la equazione data le: 
verrà certamente soddisfatta dalla funzione trovata y per tutti i valori di x entro | 
il cerchio di convergenza della serie. 

Si comprende subito infatti che ponendovi per y,y/,4",...,y i valori che si 
traggono dalla formola (3), il primo membro della equazione data (1) verrà ad SA 
essere la somma di un numero finito di serie ordinate ancora per le potenze di % 
Xx—a e collo stesso cerchio di convergenza, e potrà quindi ridursi ad una unica 
serie ordinata al modo stesso e convergente nello stesso cerchio; e questa serie 


| nello stesso intorno, e. ne sarà quindi un integrale, 
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senz'altro affermare che la funzione trovata y è un integrale generale o parti 
colare della equazione (1); talchè il problema della integrazione per serie della 
equazione stessa rimarrà ancora risoluto col processo che scaturisce natural- 
mente da queste considerazioni. i 
580. — Questo processo del resto rimarrà perfettamente chiarito coi se- 
guenti esempi: 
1.° Sia da integrare la equazione lineare 


(4) xy'4+2y +-m*xy=0, 
dove m è una quantità costante. 
Le equazioni derivate corrispondenti alle equazioni (2) saranno le seguenti 


ay" +34" + mx) +my =0, 
ay 4 4y" + m°xy' 4-2m%y =0, 
cy 4-5y + m°xy" +-3m?y"=0, 


dalle quali si vede subito la legge secondo cui esse si formano successiva- 
mente; ma se si vorrà avere uno sviluppo dell’integrale per mezzo della serie 
di Maclaurin col prendere cioè pel solito punto €=0, il punto a=0, allora, 
dovendo soddisfare alla equazione (4) per x=0, si vede che non potremo 
lasciare arbitrarii i valori iniziali di y e y' per x=0, ma dovremo prendere 
Y,==0 onde y o y" non siano infiniti. 

Ora con y,==0 le equazioni precedenti risulteranno tutte soddisfatte 


verrà quindi naturalmente a corrispondere allo sviluppo di TAYLOR relativo al primo 
membro della equazione data nella quale s’intenda che y sia la funzione (3) (Cale. 


diff. $ 81, pag. 110). I coefficienti di questa serie, astrazion fatta dai soliti divisori, . 


saranno dunque le derivate del primo membro della stessa equazione per x=c, e 
pel modo con cui le Ya, Ya; Ya... saranno state determinate saranno tutti zero, e 
quindi il primo membro della equazione (1) verrà ad essere reso identicamente zero 
dalla funzione y data dalla (3). 

Più generalmente anche, quando per la natura della funzione f che figura nel 
primo membro delle (1) si possa inferirne che riducendola funzione della x per mezzo 
della (3) e considerandola anche pei valori complessi di x nell'intorno del punto 
x2=a risulta una funzione monodroma finita e continua della stessa variabile com- 
plessa x, allora siccome questa funzione f verrà ad essere zero insieme a tutte le 
sue derivate pel valore « di x, essa per le proprietà generali delle funzioni mono- 
drome finite e continue di variabile complessa sarà sempre zero in tutto l’intorno 
(complesso) di 2 nel quale la serie della (3) è convergente e al tempo stesso la f 
si mantiene monodroma finita e continua; e questo mostra appunto che allora la fun- 
zione. y data dalla (3) soddisfarà alla (1) per tutti i valori reali e complessi di 


I 
. 


e allora la formola (3) si ridurrà alla segnente 


mix mia ma 
9 


(5) | vali + it 


n 


e poichè si riscontra subito che la serie del secondo membro è convergente 


I; S 
qualunque sia x, e anzi si vede che ha per somma %o 


3 —, Così, per quanto 
1 
ma ALNeI 


dicemmo in nota al paragrafo precedente, anche senza stare a verificare che 


questa funzione y=Y soddisfa alla equazione data (4), si conclude 


= 


senz’altro che essa è un integrale particolare di questa equazione. 
( | Ha sen mx 
Trovato ora così un integrale particolare (ra pepe basta scrivere 


g=0 e fare variare la costante C, per trovare l’altro integrale par- 


ticolare per mezzo di una equazione lineare del prim'ordine col processo del 
$ 478 (pag. 671 e seg.), o basta valersi delle formole del $ 494 (pag. 691 e seg.) 
che dànno subito pel secondo integrale 


2 

—_ Ie da 

ite: sen Mx da sen mx Cosma 

Y,=IY, da = ——- Tg ir ito tma=— cer 
Y x sen? mx MA MAX 


e si conclude quindi che l’integrale generale della equazione (4) è dato dalla 
formola 
C, sen mx + O, cos ma 
va POP IR rIREEVL, 


2.° Vogliasi in serie di Maclaurin col processo precedente un integrale 


della equazione lineare 
(6) _ "ty +ay=0 


che è quella di Bessel che già considerammo al $ 571, 1.° (pag. 802) giun- 
gendo appunto allo sviluppo che ora cerchiamo e che allora indicammo con 
I) 0 Im). 

Osservando che le equazioni derivate corrispondenti alle (2) saranno ora 


EVA 
RITINCI È 


D'AMBITO” 
le seguenti 

ay 2y day dy = 

ey 4-3y" 4-ay" +-2y =0, 

eyt +dy Loy" + 3Y'-0, 


la cui legge. di formazione è evidente, si vede che anche in questo caso per 
soddisfare a queste equazioni e alla (6) bisogna prendere lo zero pel valore 
iniziale y di y' per x=0, e quindi prendere 


o 1.3.5% i 
y=—5, Yo=0, rm y=0, ione pri 


e perciò la formola (3) si riduce ora alla seguente 
DD n, PI 
(7) v=w(-5+ pt 


e poichò si riscontra subito che la serie del secondo membro è convergente 
qualunque sia x e, o tenendo conto della osservazione fatta in nota al’ para- 
grafo precedente, o anche calcolando effettivamente y' e y' e sostituendoli 
insieme ad y nella (6) si vede anche che la funzione y così definita soddisfa 
alla equazione data (6), si conclude senz’altro che essa è un integrale parti- 
colare della stessa equazione. 


581. — Consideriamo ora in generale la equazione lineare di ordine % 


@ ogg Vpagf Mp4 an +0=; 


e cerchiamo se e come possa aversi un integrale in serie di Taylor (o di Ma- 
claurin) partendo dal punto «=, nel supposto che nell’intorno di a i coef- 
ficienti 4), 01, 42,...,0, e X abbiano le derivate dei varii ordini fino all’in- 
finito tutte determinate e finite, e ammettendo anche dapprima che il primo 
coefficiente @, nel punto « sia diverso da zero. 

Sotto queste ipotesi, quando siano dati a piacere tutti i valori iniziali 
YarVarYarisY di y,Y;y',.,Y perie=a, la (8) ci darà. subito il 
valore corrispondente y di 7°, e poi derivandola successivamente, con 
l’applicazione della nota formola di Leibnitz per le derivate di un prodotto, 
darà luogo a un sistema di infinite equazioni che rientreranno tutte nella 


forma seguente 


9) Pa ytA+ pa", ytTeDLpa" yltP79+...+ppal” yi") yi 
TP +p;d1 SrIO PRUA + pa?" 
+ o pra ar 
+... +... 
+P00p +p0'p 
+PoApt1 
+px0,  |y" 


ef } 
+ p_1007- n) +p,07., Y 


+09?) +a,_d? DE 


per p=1,2,3,..., intendendo che debbano porsi uguali a zero tutti quei 
coefficienti a, il cui indice # in queste formole risultasse superiore ad n; e 
queste equazioni col farvi x=a determineranno successivamente i valori (tutti 
TIRATO BO PRURORRO yl49... delle derivate y'1D, y#+2, y(#19. ... per r=a. 


(m) 
a 


Trovati questi valori si costruirà la serie Sa (€—a)”, dopo di che, 
n i 


(n) 
fatte le solite ricerche per determinare il suo cerchio di convergenza, ba- 
sterà assicurarsi che la funzione y da essa definita soddisfa alla equazione 


data (8) per potere dire che essa ne è effettivamente un integrale, che sarà 


l’integrale generale se le 4,,%.,:%", 47 saranno rimaste tutte arbi-. 


trarie, o altrimenti sarà soltanto un integrale particolare. 

Il più spesso poi potremo anche fare a meno di questa verifica per assicu- 
rarsi che la funzione y è un integrale della equazione data (8); come — per 
quanto dicemmo in nota al $ 579 — avverrà ad es.: in particolare quando i 
coefficienti @,, 41, 09 )--- Un-1;0, @ X saranno funzioni razionali intere di . 

582. -—— Naturalmente quando i coefficienti @,,@,,@9,---: 0n-1,4, Saranno 
funzioni razionali intere della x, nelle equazioni (9) a partire da un certo 
valore di p finiranno per mancare gli ultimi termini, e il calcolo delle deri- 
vate successive di y per = verrà ad abbreviarsi. 

Anche in altri casi poi i calcoli diverranno più semplici, e in particolare 
uno dei casi nei quali il calcolo di queste derivate finisce per farsi immediata- 
mente è quello nel quale la equazione data è omogenea, e a causa dei valori 
iniziali Y,,Y Ya, Y e dei valori speciali dei coefficienti e delle loro 
derivate, in ciascuna delle equazioni (9), a partire da una di esse per ax =a 
restano soltanto i primi termini e quelli distanti di uno stesso numero s di 
posti da questi, cioè restano solo i termini che contengono y®t?) e y@tr-9; 


+pyay=X, 


DOMERIONO a 


per modo che da quel punto in poi le SILE stesse per = si riducano 
tutte alla forma seguente 


(10) payt)9=T(P.a+p._2@79+ pa... +pd's14+ pos )yntr-®, 


e determinano così successivamente i valori y%tP o y espressi per quello 
che lo precede di s posti y#t?75 o y®-5, e si ha 


yn=-2| (m_n);a+(m_ n) 10° +(m_n)_s08+... + 


+(m_n)a'.1+(m na fyeT® 


ì 


per m=n (#) 
(m) 


Allora la serie Dc 2”) ein potrà intendersi scomposta in s serie distinte 
0 


SEA 1 RISCATTO SS I rn 
0) - 


CA 0: 
tutte della forma D, n consi = ne ear 
queste serie il rapporto di un termine al precedente sarà 
VE) (a—- SURE SA 


Gt [(=1)s+i+1][2—1)s+t+2]..-[As+i]? 
ovvero per la precedente, e a partire da un certo valore di È, 


_(@_a)' (Astin), a +(Astt—n), aa + (Astt—n), sf +...(Astt—n) a", {hstinka, 
4 [(A-1)s+t+1][(2-1)s+t+2]...[2s+t] 


talchè si vede subito che se af) per «= sarà zero le serie stesse saranno 
convergenti in tutto il piano, mentre se per x=a sarà af) =) con À diverso 


da zero le serie stesse saranno convergenti soltanto entro il cerchio di centro 
1 1 


a e di raggio RLIOR 
Evidentemente poi quelle fra le stesse serie per le quali per certi valori 
di » si avrà 


SIERO i (0 De LÌ 


2 (LI) (std n), 04 (std), al (h9tn) 09... +(54t) + (h5+1n)0,=0 


si ridurranno a un polinomio che sarà al più di grado (£—1)s+# essendo # 
il più piccolo valore intero e positivo di % pel quale questa condizione è 
soddisfatta; e in particolare quindi se s=1, avendosi allora #=0 la equa- 


(#) S'intende che pei valori di p o di m—» che fossero inferiori ad s, al posto 
dei coefficienti binomiali ps,ps-1,... 0 (M—2);, (M—n);-1,... con indici supe- 
rioriapoam_—n dovrà mettersi zero. I 


"AL GL 


ll, Mc i sica 
s 


919 ves 
sur: 
zione data verrà ad avere per integrale generale un polinomio che sarà al più 
i a, . I 4 
di grado t-4+-n—1 quando il rapporto ZI sia un numero intero e negativo — rt. 
(Ù 


Se poi essendo s>1 vi saranno, per ogni valore di t, dei valori di % pei 
quali la condizione (11) verrà soddisfatta, anche in questo caso gli integrali 
della equazione data (8) saranno tutt: polinomi dei gradi (£—1)s+t; e se 
per alcuni dei valori 0,1,2,...,s—1 ditla (11) non potrà essere soddisfatta 
da valori interi e positivi di X, ma le serie corrispondenti a tutti o ad alcuni 
di questi valori di £ si ridurranno ancora a polinomii, e questo perchè per un 
certo valore di % si avrà ancora yf%*#%=0 quando si prendano opportuna- 
mente i valori iniziali %Y,,%.,%/,--,4Y€, allora la equazione data avrà 
ancora polinomi integrali, ma questi saranno soltanto integrali particolari. 

583. — S’intende poi che onde le equazioni derivate della (8) finiscano 
per ridursi tutte della forma (10) per x=a con a;(a) diverso da zero, biso- 
gnerà che per x=a i coefficienti @9, 0; 43,-..105 360:34n-130, della equazione 
data, meno @ e al più anche a,, siano tutti zero e abbiano anche tutte le loro 
derivate zero per x = a, meno la derivata s° per @, la (s — 1)? per a,, la (s— 2)” 
per a,,... delle quali tutte o almeno alcune dovranno essere diverse da zero; 
e quindi quando gli stessi coefficienti siano funzioni razionali intere di x, 0 
più generalmente siano funzioni sviluppabili in serie di Taylor nell’intorno di 
Xx=a., essi dovranno essere delle forme seguenti 


a=h(r—-a4k, a=h(x—a), a=h(r—a)?,.. 

oh —o))ai—hi, Ud; 4:=0; 433 = y=0, 
con Roy Ri, hg, hs, hs quantità costanti, alcune delle quali possono anche 
essere zero, mentre % è una quantità costante che deve supporsi diversa da 
zero; e si intende che se s=>n dovremo arrestarci in queste formole a d,. 

584. — In particolare dunque per le equazioni lineari e omogenee del 


second’ordine che rientrano nei casi considerati, cioò per quelle delle forme 
seguenti 


[h(e—a) +rly'+hy=0, 
\oet—af+ky'+ha—a)y'+lay=0, 


| ho (eo) + ki Y+h(e—afy +h(a—a)y=0, 


(12) 


. . . . D C) . . ® . . . CD) . DI . 


e IE 


IIMBI DETTE 


avrà sempre l'integrale y=cost., e quando ni sia un numero intero e né- 
0 


gativo —t avrà per secondo integrale un polinomio intero di grado t+1; 
mentre la seconda avrà per integrali uno o due polinomii interi dei gradi 24%--2 
o 2h—1 secondochè con valori interi e positivi di % saranno soddisfatte una 
o tutte e due le condizioni 


(13) O (2h—2)(2h—3)ho+(2h—2)h1-+h,=0, 


PRI) (QISO) Mo (ON ne 


e la terza delle stesse equazioni (12) avrà per integrali uno o due polinomii interi 
dei gradi 34—3, 3h—-2 0 3K—1 secondochè con valori interi e positivi di 
h saranno soddisfatte una sola o due o tutte e tre (* le condizioni seguenti 


| (82 —3) (BR —4)ho-+(3h—3)hn+M>=0, 
(14) (3h—2)(8h—3)20-+(8h—2)ln-+4,=0, 
(B4—1)(8h—2)lo+(3h—1)h>+hkp=0; 


per modo che variando il coefficiente %, nelle equazioni precedenti, come 
avverrà se esso conterrà linearmente una variabile ausiliaria x che non figura 
negli altri coefficienti f, e A,, le equazioni stesse verranno ad ammettere 
sempre polinomi integrali di tutti i gradi. 

585. — Questa osservazione vale anche per le equazioni lineari omogenee 
d’ordine superiore al secondo delle forme considerate nei precedenti $$ 582 
e 583 nelle quali il coefficiente a, nel caso di s=» o il coefficiente a, per 
s>n contengono una variabile ausiliaria x che non figura però negli altri 
coefficienti. 

In questi casi dunque, l'integrale, che, come anche per le equazioni li- 
neari generali (8), è ordinariamente una serie co? coefficienti funzioni razio- 
nali intere di x (#4), si ridurrà a polinomii in x dei varii gradi per quei valori 
particolari di x pei quali le equazioni (11), (13), (14),... saranno soddisfatte. 


(# Però, siccome qualunque sia 4 il determinante delle equazioni (14) è uguale a 
—?2, le condizioni stesse (14) non possono essere soddisfatte tutte e tre insieme altro 
che quando sia hh, =A,=l,=0, e in questo caso la equazione corrispondente è la 
y'=0 e ha l’integrale y=cx+c, con c e c, costanti arbitrarie. 

(#* Tenendo conto delle equazioni (9) che si hanno in generale per la deter- 


minazione di ya), si vede che la particolarità ora indicata, cioè che i coefficienti . 


delle serie integrali siano funzioni razionali intere di 2, vale per tutte le equazioni 
lineari (8) nelle quali non solo uno, ma anche più dei coefficienti a,,@3,..., Gn—1) An 
e X (dopo il primo) contengono in forma razionale e intera la stessa variabile 2. 


a NOIE IT PO SE E N TT TONE 


— 821 + 


Così nel caso di a-—=0, k=1, h=—1, h=—2, le=x(x-+1), cioè 
per la equazione 


(15) (1-a)y"—2axy'+a(x+1)y=0, 


si potranno avere polinomii integrali razionali interi di tutti i gradi, e coi ter- 
mini tutti di grado pari o tutti di grado dispari, che sono le ordinarie funzioni 
di Legendre X,, all'infuori di un fattore costante; e questi si otterranno, quando 
x varia da — 0 a 0%, ogni volta che x passa per un numero intero positivo 
o negativo o per zero. 

986. — Tutto questo nel caso che per x=a il coefficiente &, del primo 
termine della equazione lineare (8) che si considera sia diverso da zero; ma 
si comprende che si può considerare anche il caso in cui @ si annulla per 
x=o, e anche allora, sempre valendosi delle formole (9) possono aversi in 
molti casi serie che rappresentino integrali della equazione data, e siano con- 
vergenti in tutto il piano o almeno pei valori reali e complessi di x entro 
un certo cerchio di convergenza. 

In particolare dunque quando la equazione data sia omogenea e ci si 
trovi in un caso analogo a quello del $ 582, pel quale cioè in ciascuna delle 
equazioni (9) corrispondenti, a partire da una di esse, per x=a vi restino 
soltanto due termini che siano sempre alla stessa distanza dal primo’ apy®??), 
come ad es., quando vi restino i due che contengono 927" e g/@ta_2-3) 
con » e s numeri interi fissi diversi da zero e positivi, allora potranno farsi 
considerazioni e studii del tutto simili a quelli dello stesso $ 582, e si trove- 
ranno ancora dei casi nei quali le equazioni che si considerano ammettono 
polinomii integrali (*). 

987. — Così avendosi la equazione del second’ordine 


(16) ((@t_ay'+(1+v0)y + ay=0, 


nella quale p.,v e @, sono quantità costanti, siccome per essa le equazioni (9) 
vengono tutte della forma 


(e-a)y9t9L{ptp+we}y®t + (pvta)y®—=0, 
e questa per = si riduce all'altra con due soli termini 


(P+u+va)y0+0 + (pv+a)y®=0, 


(#) Il caso delle equazioni lineari del second’ordine il lettore potrà trovarlo 
studiato assai diffusamente nell’ ultima delle mie Memorie Sulle equazioni diffe- 
renziali linearì pubblicata negli Annali di Milano (Tomo XVII, ser. III, pag. 135 


e seg.) 


pesi trata 
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si vede subito che se py.-+-yvx non sarà zero e non sarà un numéro intero è ° 
negativo, questa equazione col farvi p=1, 2,3,... determinerà i valori delle 
successive derivate y",y",y!V,... e condurrà quindi a un integrale particolare 
della nostra equazione in serie che si riscontrerà subito che è convergente 
in tutto il piano. E quando p.4-va sia zero o un numero intero negativo — p, 
senza che sieno zero respettivamente @, 0 py+ a», allora y, 0 y® dovranno 
essere zero, e in quest’ultimo caso lo saranno anche le derivate precedenti 
YP,..:1Y 21Y a, ® Sì avrà ancora la serie integrale valida in tutto il piano; 
ma questa incomincierà dal termine che contiene y', 0 yf+®, cioè dalla po- 
tenza prima 0 (p+-1)° di x —a. | 

Quando poi si abbia pv+a,=0 per un valore intero e positivo di p, 
l'integrale si ridurrà a un polinomio razionale intero di grado p; talchè se a, 
conterrà un parametro variabile x che non sia contenuto in v, la nostra equa- 
zione col mutare di x verrà ad avere polinomii integrali di tutti i gradi. 

588. — I polinomii integrali che si hanno nel caso della seconda delle 
equazioni (12) del $ 584 quando 4, non è zero sono quelli che diconsi polè- 
nomi di Jacobi perchè trovansi per la prima volta considerati in una me- 
moria postuma di lui sulle serie ipergeometriche, pubblicata nel vol. 56 del 
Journal fiir die reine und angewandte Matk. pag. 149 e seg., e questi si 
riducono ‘alle ordinarie funzioni di Legendre X,, pera=0, k=1,hkh=—1, 
h,=—2, ha=n(n+1); essi poi e quelli che si hanno dalla stessa equazione 
quando X,,=0 come quelli che provengono dalla (15) sono stati tutti chia- 
mati polinomii 0 funzioni di Tehebicheff da Stekloff in una sua memoria del 
vol. 127 dello stesso giornale (pag. 207 e seg.). 

Tutti questi polinomii integrali possono aversi con facilità anche sotto 
forma d’integrali multipli o di derivate dell’ordine » (uguale al grado del 
polinomio) di una funzione razionale intera, come può vedersi nella mia me- 
moria degli Annali di Matematica ricordata nella ultima nota. 


Integrazione delle equazioni col metodo dei coefficienti 


e esponenti indeterminati. 


589. — Quando la ricerca dell’integrale di una equazione 


(1) f(0,Y 4,4, y)=0 


per serie di Taylor (o di Maclaurin) presenta delle incompatibilità, o dà luogo 
a calcoli troppo complicati, per trovarlo si cerca di usare un altro metodo 
che è detto dei coefficienti e esponenti indeterminati e che talvolta riesce. 


PIO È 
Sa Consiste questo metodo nel porre 
È (2) y= Ax + Ago + Aza@ +... 


essendo A,, A», A3,... 4, 4%,43,... quantità costanti da determinarsi; e poi, 

ammettendo dapprima che al secondo membro di questa formola, anche se 1 

è una serie, siano applicabili successivamente le derivazioni, si calcolano le 

derivate y',y".y",...,y” per sostituirle nella equazione data (1), e si cerca 

poi di determinare le varie costanti A, e a, in modo che la equazione stessa 

resti soddisfatta. 

Fatta poi questa determinazione (quando pure si riesca a farla), se si 

troverà che il secondo membro della formola (2) viene ad essere una serie e i 
| non un polinomio, onde essere sicuri che la stessa formola dia effettivamente 

un integrale della (1) basterà verificare se la serie stessa sia effettivamente 

convergente e derivabile come abbiamo supposto. 
590. — Tutto questo del resto apparirà chiaramente dai due esempii se- 
guenti. 

1.° Volendo l’integrale della equazione 


PI I] 
(3) Ì Laga Un 
si scriverà la formola (2), e si osserverà che, ammessa la convergenza del 


secondo membro (quando debba essere una serie) e la possibilità delle deri- 
vazioni prima e seconda, sì avrà 


‘y'=A a (a—1)x%72 4 A3@,(G,—1)x&@72 + Azag(ag—1)a%—2+..., 


ila) i Li a 


e onde la equazione data (3) risulti soddisfatta dovrà essere evidentemente 


A(@(0—1)1 Je -- Ax(as(t— 1) io — Ax(as(a—1 )—1 Jota +... =0. 


Î Questa equazione per essere soddisfatta identicamente richiederà che per 
Ù a, si abbia a(a—1)—1=0 e al tempo stesso sia A,=0, A;=0..., 0 
: che con a,(a—1)—1=0 sia anche as(a,—1)—1=0 con A3=0, A,=>0,... 
i ciò che mostra che @, e @, dovranno essere radici delle equazioni di secondo 
: 1+V5 
grado 0@°—w—1=0, cioè dovrà essere sempre a, = AT prendendo poi 
(ESA ZONA ES 
nel secondo caso FE e quindi 
2 ad) 
sot 
(4) y=Axn+Bx «, 


i 14+v5 o 
con A e B costanti arbitrarie e E sarà l’integrale generale della 


nostra equazione. 
Cale. integr. 52 


lait LIDI 


sea 071 pr 


Questo integrale evidentemente non poteva aversi colla formola di Ma- 
claurin perchè in esso gli esponenti di x sono irrazionali, e uno è anche 
negativo. i 

2.° Vogliasi ora l'integrale della equazione 


(5) y'=0"Y 
nella quale supporremo mm diverso da —2 per non ricadere nel caso prece- 
dente. 

Ammettendo ancora che il suo integrale y debba presentarsi sotto la forma 


(2) nella quale il primo termine dovrà naturalmente supporsi diverso da zero, 
e seguendo il processo indicato, si troverà che deve essere 


Aaa —1)x1-2+Asa(a-1)x%72+Azas(a3—1)c%—24+...=AxMtMpA,g@+MmL Azg04tML..., 


e quindi fissando che gli esponenti @;, 4, @3,... in y debbano essere tutti in 
ordine crescente, o tutti in ordine decrescente, e osservando che a, —2 deve 
supporsi diverso da a, +7m perchè si ammette che non sia m=—-2, si 
vede subito intanto che onde la eguaglianza precedente possa poi aversi ter- 
mine a termine, bisognerà che nel primo membro il primo termine manchi 
e quindi o sia a=0 o sia a=1; e allora la eguaglianza si avrà quando 
gli esponenti degli altri termini del primo membro siano successivamente 
eguali a quelli del secondo, e lo stesso sia dei loro coefficienti. 
Ne segue dunque che con @a,=0 o con a;,=1 converrà prendere 


a—I=4+m, ag-2=4:+m, a,-2=43|:-m,.., 
e al tempo stesso. 
Asa,(a,-1)=A, 9 Az43(43— ] \ AG y Aya,(a,—1)Az Jee-) A,4,(4, 1) — ATI, DICE) 


cioè ponendo m-+2=y, con che y sarà diverso da zero, dovremo prendere 


intanto 
cona,=0 


Ag ==V3 00: — 2A, — VO Ne] TA 


NE Pia A LIRA CATS i A, 


vv 1)! *7 vl 1)2v(@v= 1)!" **Ty6= 2v(2v= 1). (= 1)" 


BECONda: == 
a=v+1, a@a=2v+1, a=3v+1,...,a,=(n_-1)vt1,..., 
A, A; Ai 


Ah,=——_ —- ILE PETTO A Dee Po 1 ZZZ —-—roorteotemteraom etero. 
eni. +21) de v(v+1)2v(2v+1)... (mv +1)" 


RERGOR —l 


"ammettendo che nessuno dei fattori y—1, 2y—1, Sven aT. 
dei denominatori nel primo caso, e nessuno dei fattori y+1, 2v+1, 3y4+1, 
...3 @v+1,... nel secondo caso sia zero. 

Questo porta che, oltre al caso di m.= —2 (0v=0), che si intende sempre 
escluso in ambedue i casi di a,=0 e a,=1, nel caso di a,=0 si debbano 
escludere i valori di m pei quali si ha in generale n(m+2)=1 cioè si deb- 
bano escludere per n. i numeri del gruppo 


sa 1 1 È 
ZA VOLA ii mae PITCAIRN IRTE 
(6) ovvero 
3 d 7 n 
dà TEA REST O Shi Ae 1 


e nel caso di a,=1 si debbano escludere per m i numeri del gruppo 


1 1 1 ] 
— 3, ao sn do) nin RISE, apri VOLI 
(7) ovvero 
MSC, o) CINA POI A 
) Di dii Ain n Det) 


e così evidentemente prendendo A,=1, con yv=m# +2 e m diverso da —2, 
sì avrà una prima formola 
IL” gv gv 


ea ti. Ch v( 


(120 (2v=1) Dei 


y—-1)2y(2y—1)... ry(nv— 
corrispondente al caso di a,=0 per tutti i valori positivi e negativi di ma, 
esclusi però, oltre al valore — 2, i valori del gruppo (6); e avremo una se- 
conda formola 


e +1 1Q+41 i gt 
ee 
corrispondente al caso di a,=1 per tutti i valori positivi e negativi di 72 
esclusi, oltre al valore —2, i valori del gruppo (7); e ora osservando che 
fuori dei casi respettivamente esclusi le due serie che qui figurano sono con- 
vergentissime e ad esse possono applicarsi le derivazioni termine a termine 
per tutti i valori di x ad eccezione del valore x=0 quando y è negativo, 
si conclude che le formole stesse (8) e (9) dànno ciascuna nei casi respetti- 
vamente indicati un integrale particolare della equazione (5). 

. E così pei valori di m diversi da —2 e dai valori (6) e (7) avremo anche 


— 826 — 


l'integrale generale della equazione (5), e questo sarà 
gv 


Tot nt 
ED. Mera Da 


dC dv 
y=Al IT 1) Da Sp La 


dove A e B sono costanti arbitrarie; mentre pei valori di wm del gruppo (6) 
avremo soltanto l’integrale particolare (9) e per quelli del gruppo (7) avremo 
soltanto l’integrale particolare (8), mentre per m= —2 si ha l'integrale ge- 
nerale (4) che trovammo sopra. 

Si può osservare che nel caso di y negativo, e anche nel caso di y posi- 
tivo ma fratto questi integrali non potevano aversi colla formola di Maclaurin; 
e si può osservare anche che la equazione (5) che ora abbiamo integrata è 
quella del second’ordine alla quale si riduce la equazione di Riccati ($ 381 


[pag. 550 e seg.|) 2' + ax°—=bx" facendovi x = Li e cambiando x in Folia cia) 
1) (ab) #F 


Integrazione delle equazioni per integrali definiti. 


591. — Quando non riuscendo ad ottenere l’integrale di una equazione 
sotto forma finita si è costretti a ricorrere con un processo o con un altro 
a una integrazione per serie, se poi non si può trasformare la serie in modo 
da averne la somma sotto una forma semplice, bene spesso difficilmente col 
semplice studio della serie sì possono scorgere le proprietà principali dell’ in- 
tegrale medesimo. 

Una delle forme perciò nelle quali si cerca di trasformare la serie che 
rappresenta l'integrale di una data equazione, o sotto la quale anche senza 
passare per le serie si cerca di avere l'integrale, è quella per integrali defi- 
niti (©, e di questi processi d’integrazione troviamo ora opportuno di dare - 
qualche esempio. 

Riprendiamo perciò la equazione del $ 580, 2.° della funzione di Bessel, 
cioè 


(1) xy' +y' +ay=0, 


(# Il problema della trasformazione delle serie in integrali definiti non è de- 
terminato, potendo infiniti integrali definiti avere lo stesso valore. 

Di queste trasformazioni già demmo alcuni esempî nel Cap. VIII ($$ 107 e seg. 
[pag. 158 e seg.]). Processi poi per queste trasformazioni si hanno dalla teoria delle 
funzioni di variabile complessa (V. ad es. i $$ 62 e seg. a pag. 140 e seg. del mio 
libro sulla « Serie di FOURIER e altre rappres. analit. delle funzioni di variab. reale. 
Pisa. Nistri 1880). 


Sii 


lanciati acini rn 
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per la quale trovammo che un integrale y=I(x) è dato dalla serie 


d° vi x° 
(2) alain anatra 


e ricordiamo la formola 


T 
N ror'edo 1-3: b 1) ____a(2n) 
(0) 


2.4.6...2n 23.467... (nf 


che deducemmo al $ 53 (pag. 94) dalle formole relative agli integrali 


fer xcos”xdx. 


Avendosi dalla formola stessa 


AIA DITA dx d 
26°. (20 72 spia? 
0 


si vede subito che la serie che rappresenta I(x) può porsi sotto la forma 


1 \ i O) osta 
boe fu ffosrai fFertean 


e di qui osservando che la serie fra parentesi è quella che si deduce dalla 
integrazione termine a termine rispetto ad della serie convergente in ugual 


grado 


(ccosw? . (xcosm) 


O) a 


che rappresenta cos(xcosw), si trova subito la formola seguente 


(3) i ii cos(2c080) do, 


che ci dà l'integrale della nostra equazione (1) sotto forma d’integrale de- 
finito. 
Derivando questo integrale e applicandovi alcune integrazioni per parti 
si torna subito a riscontrare che esso soddisfa effettivamente alla equazione (1). 
592. — Una osservazione, fatta già da Eulero e ripresa poi da Jacobi nella 
memoria ricordata al $ 588, conduce a un integrale della equazione del se- 


è n , 9 
È 


Lee Ala 
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cond’ordine i 
(4) (@—a)(0—2)y"+(u+va)y+@ay=0, 
espresso per integrali definiti, intendendo che a, è, p,v e @, siano tutte co- 
stanti. 
Posto 
(5) V=w(1-u)'(1—2u), 
con p,q e r numeri costanti e 7 diverso da zero e da 1, Eulero osservò che 


la espressione 
ut (1—-u)t(1—- au) 


derivata rispetto ad « porta ad un’altra espressione nella quale il fattore 
1-xu vi è alle potenze r — 1e 7 — 2 precisamente come nelle derivate prima 
e seconda di V prese rispetto ad x, e quindi viene naturale di scrivere 


d LA De 
(6) S \urti(1—u)t(1— cu) = A 35 and. 
e vedere se e come si possono determinare A,B e C in funzione della sola 
x per modo che questa equazione sussista. 


Eseguendo la derivazione indicata nel primo membro si giunge subito 
alla espressione seguente 


u?(1 -u)(1-20)"-*(p+1) (1-v)(1-22)—(9+1)u(1-xv)— (1) 24(1—)| = 
= "(12)" (1_wu)"-*|p+1-[pt4+2+(p+r)e]u+(p+g+r+1)e22}, 


. mentre eseguendo le derivazioni del secondo membro si giunge all'altra 


espressione 
u(1-u)(1-xu)"- i Ar(r—1)u°—Bru(1—u)+ C(1--2u)| = 
=u(1-u)(1-xu)"> C—(Br+2C0x)u+|[Ar(r—1)+Brx+Ca°]u? | i 
e quindi si avrà identità fra queste due espressioni quando A, B,C si de- 
terminino colle formole seguenti 
C=p4 1, Br+20x=p+9+2+(p+»)x, Ar(r-1)+Brx+Cx°=(p+q+r+1)x, 


cioè quando, intendendo sempre che non sia nè r=0 nè r=1, si prendano 


PA A a 


Y r ì 


C=p+1, B 


dunque si potrà scrivere con Eulero 


d 


! a 9° V OV 
(7) ESSA (1-2)? (1-2v) |(=x(1-2) 3 +[p+0+2—+2-n] 7 +(0+1)V 


Prendendo ora 


h ) 
= fran fatti 
g g 


con g e » quantità indipendenti da « e da x, o che se contengono « sono tali 


v 
che Ve di si annullino al limite corrispondente, e in ogni caso sono tali 


che gli integrali fs Vadu, fica CA} Je =— du pei valori che si hanno per 


P, 9,7 e per quelli di x che si considerano abbiano un significato, colla de- 
rivazione sotto il segno avremo 


h 
Il È 0 
x(1-2)y +[p+9+2—(p+2—r)x]y into f È 
9 
=r ut (1-) (1-20) i 


e quindi se p e q saranno superiori a —1 e » sarà >I, o se essendo r 
inferiore ad uno e diverso da zero si supporrà x inferiore ad uno, è certo che 


(8) y - few du 


sarà un integrale della equazione 


(9) c1-2y'+[p+9+2—(p+2—7)x]y +(p+1)y= 


e con altre condizioni che si pongano pei numeri p,g,7 e pei valori di x 
da considerarsi onde gli integrali corrispondenti abbiano un significato nei 
varii casi, anche gli integrali definiti 


(10) fra fra fr fra fra 


saranno integrali della (9) come rilevò Jacobi nella memoria citata nella quale 
però egli prese pei numeri p, g, 7 gli altri B—-1, x—B—1, — per riportare 
la (9) alla equazione delle funzioni ipergeometriche 


v(1—-2)y'+(—(+B4 Da)y—agy=0. 


E si può notare che ora propriamente non vi è più bisogno di escludere 


ipa yo > 
Pa À d SL Che Pi ad 
spe gi N Ù o 
RA £ ; 


uPtI(1-w)?t(1-xu)"}du= 


TRE 1 SU la 
» roi a ld 
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il caso di y=0, perchè in questo caso quelli fra i precedenti integrali che 
hanno i limiti 0e100e —ow ele co che hanno un significato si riducono 
a quantità costanti, e la equazione (9) ammette appunto anche l’integrale 
y=cost.; e neppure è da escludere il caso di »= 1, perchè gli stessi inte- 
grali quando hanno un significato sono della forma cx +d (con c e d cost.), 
e per »=1 la equazione (9) ha appunto sempre un integrale di questa forma. 

593. — Così alcuni o tutti gl’integrali della equazione (9) vengono sempre 

i 
espressi, a seconda dei valori di p, 9,7 e x, per l’integrale definito si Vdu o per 
0 

uno degli integrali (10), essendo sempre V la funzione (5); e con facilità si 
vede che questa equazione (9) con valori opportuni di p,g, e 7, che possono 
però essere anche complessi, comprendono tutte le equazioni della forma (4). 

Se si cambia infatti nella (9), e quindi anche in V, la variabile x nella 


DA RE (47 De : A 
variabile # colla formola C=7_7 8 poisì torna a scrivere x al posto di &, 


n 
in V il fattore (1 xu)" si cambia nell’altro (1 —T- n) , e la equazione 


(9) si trasforma nell’altra 


(@_a)(b—2a)y"+}(r+94-2)9—(+)a— (p+2—n)o{y/+r(p+1)y= 


e perchè questa concordi colla (4) basta prendere p,g,7 in modo che si ab- 
biano le equazioni 


(P+9+2)9-(4-r)a=p, r—p—_2=v, r(p+1)=%, 


ciò che è sempre possibile in due modi se (v-+-1)°-+4a°+ 0, e in un sol modo 
e (v-+-1)+4a,=0; perchè, come si vede subito, basterà prendere per 7 una 
radice della equazione 7(r—(v+1))= 4; cioè 


_+1tV04+1f+ (+1 + 40, 

Mn 
D+yò 
b-a' 


e poi col valore che si sceglierà per » prendere p=r7—y-2,g= -—r+ 


In particolare nel caso della equazione 


(1-2))y"—20y'+n(n+1)y= 


con 7 intero e positivo che è quella delle funzioni di Legendre X,, essendo 
a=—1, b=1, p=0, v_=—2 a=n(n+1), avremo 


sp=r,gqg=—r_1, con r=n 0 r=—(n41), 


"I 
3 
i 


POMRGI ee 


e quindi per la stessa equazione si avranno gli integrali 


i 1 i (1%) 
u” Lt ) — u)” 
i are) ee IT, 
0 (1—-%) +1 | Z } 1,541 (1 na ia) +1 


ambedue per x fuori dell’intervallo (—1, 1) con esclusione anche dei valori 
estremi x«=—1 e x=1; essi però non corrisponderanno all’integrale di 
Legendre X,,, ma ad altri integrali. 

594. — Si può anche osservare che quando per la equazione data (4} il 


valore ” risulti un numero intero e positivo, e p e g risultino positivi l’in- 
1 


tegrale | «? (1—w)° (1 _ o è 


.) du che rappresenterà un integrale della 


equazione data sarà evidentemente un suo polinomio integrale di grado r. 
E quando i numeri p,q e 7 risultino tutti numeri interi positivi o nega- 
tivi o anche se alcuno di essi (ma non però r) sia uguale a zero, allora 
l’integrale 
h 
u(1—-u)(1—-2u)du, 


I 


nel quale i limiti g e 4 a seconda dei valori di p,g,7 e x dovranno essere 
0 e lo essere quelli fra gli integrali (10) pei quali l'integrale stesso ha ancora 
un significato, sarà un integrale della equazione data che si potrà sempre 
ottenere sotto forma finita espresso per funzioni razionali di x o per logaritmi 
o per archi tangenti (*. 

595. — Vogliamo ora accennare anche ad una estensione che può farsi 
delle formole di Eulero (6) o (7) per giungere alla determinazione di integrali 
di altre equazioni anche di ordine superiore per mezzo d’integrali definiti. 

Si prenda perciò invece della funzione V data dalla (5) l’altra più ge- 
nerale 


(11) V=(u—a)P(u—@)P ...(u—a,) "(xu—1), 


nella quale, in confronto alla V.che considerammo sopra, abbiamo introdotto dei 


(# Per quanto dicemmo nel Capitolo IV relativo agli integrali delle funzioni 
irrazionali, questa particolarità si avrà anche nel caso in cui dei numeri p,g,7 
uno solo sia fratto, e anche nel caso che ve ne siano due fratti purchè allora cia- 
2î 4-1 

2 


scuno sia della forma En 
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cangiamenti di segno solo per semplicizzare le formole che poi se ne traggono. 
Con un ragionamento simile a quello che facemmo per giungere alla (6), 
in corrispondenza a questa scriveremo ora l’altra equazione 


XTPRRONELV IV. ,d 
(5 +A3gert rent ASS +À, | 


fà) 
(12) A (ua) Pt (uma) rt... (uan) tnt! (cu_1)"*H}= A > 


nella quale potremo sempre intendere che » sia diverso da &—1, perchè 


; A 
î il caso di r=%—1 ci darebbe 0, e questo equivarrebbe a prendere 
5 
: k inferiore di una unità 
è Posto poi per semplicizzare 
È 7 (13) g(u,a)=(u—a)(u—a,)...(u—an)(ru—1), 
si vedrà subito che il primo membro della formola (12) può scriversi sotto la 
| forma 
(14) (u-a)M(vu- a»)... (u-a,)Pa(vu- 1) (p+ el +(ps+1) #(6,9) +...+ 
| u—-a, u—4U 
(Use) p(u,2) 
+ (Pa+1) Toi ED) cu=1°| 
nella quale i rapporti 2IGeD A Fai Sat PiUoa p(14,2) sono le funzioni 
u—- a U — Ag ua, ux-1 | 


intere di u 
(ua) (u—a3)...(u-a,)(xu-1), (u-a)(u-a3)...(u-a,)(cu-1),.. 
(—a)(u—a)..(—a,_)(cu—1), (vu-a)(v1-0)...(U-0,), 
mentre il secondo membro della stessa (12) può scriversi 
(15) (U— a)P(u- ag)... (u— an)? (cu - 1) MA, (2u— 1)" +Ax_1t (wu — 1) + 
+Axo"(7-1)(cu- 1) u?+...+Axr(r- 1)... (r-k+2)(eu- 1) +. 
+ Aor(r-1)...(r -k+1)w Î 
quindi, ordinando per le potenze crescenti di x le due espressioni fra paren- 
tesi che figurano in queste formole, e uguagliando i coefficienti delle stesse 
potenze di w, se n= si otterranno 4+1 equazioni che determineranno su- 


bito successivamente, a incominciare dal coefficiente A, che verrà dato dalla 
formola 


(16) A=(—1 (+1) 0505... nt(pr+1) 108... + AL 


+ (Put1)402...Gn_14+-(—k+1)00,...an%}, 


P scia CE gi 


tutti i coefficienti A,, A,_1, Arg e An, Ao in funzioni razionali intere di 
x di grado % al più, senza che vi sia bisogno di porre condizioni pei numeri 
Pr Pa 3:03 Pr37, 042 ,-:-)0n; mentre se n>& sì avranno sempre le k-+1 
equazioni che determinano ancora successivamente A,, A,_1, Ano. Ax; Ao, 
e più sì avranno altre n —% equazioni che proverranno dall’eguagliare a zero i 
coefficienti di w*t!, w*1? ,..., %” nella prima delle due espressioni fra parentesi 
testòè indicate, e quindi non conterranno altro che le p,,Ps,-:: Pn) 7; 41,42, 
...4n © X, e per essere x variabile si scinderanno ordinariamente in più 
altre equazioni, alle quali dovranno soddisfare le p;, pz ;--- Pn) 73043 da 3-43 n 
onde la equazione (12) sia possibile. 

Ammesso dunque o che sia n<%, o che se n>K i numeri p,, Pa, Pny 7 

h 


2 A; 43,...-0, soddisfino alle condizioni ora indicate, poniamo ora y= f V du, 


g 
essendo V data dalla formola (11) e g e % essendo presi fra i numeri 4,, @, 


SIP STO 
...: A, e 20, 0 anche talvolta uno di essi essendo uguale a 7: e sempre prenden- 


h h h h 
Dal. | A ICIO AE IV GRATI o*VI 
doli in modo che gli integri f vas, f Zan, fs du, ge Wu 
g g 9 g 


abbiano un significato, e nel caso che uno dei detti limiti 9g e A sia uguale a 5 


i V 2 hAVV 
l'esponente » di (cu —1) in V sia tale che V, A = DERE Di 


Li: 5 i 
lino per u=7 cioè r sia positivo e superiore a 4—1. 


si annul- 


Allora si vedrà subito che l'integrale definito 


h h 
(17) y= frin= f una) (u—a2)P2,.... (u—a,)Pa (xu—1)"du, 
9 g 


sarà un integrale della equazione 


(18) AGG Axy" V + Agg +. +Axay +Axy=0, 


dove Ao, Ai, Ag, Ax1) Ax hanno i valori che sì suppongono determinati 


r 


E LT e I e e TT 


come dicemmo sopra, e se i limiti g e / potranno prendersi in più modi 
gli integrali definiti corrispondenti saranno sempre integrali della equazione 
(18) che potranno però corrispondere anche tutti ad uno stesso integrale posto 
sotto forme diverse. 

596. — I coefficienti A,, A,, A3,..., Ax della equazione (18) e al tempo 
stesso, nel caso di n>k, le equazioni alle quali dovranno soddisfare i nu- 


(19) A, (2a,1)'+A,_r(ca,1)'a,+Ax_a(r-1)(ca,-1)"ai+...+A (7-1)... (r-k+2)(xa,—1) at *+ 
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meri pi;Pz,-4Pn, Y @ 404,3 On potranno sempre determinarsi nel modo 
testò indicato; ma queste determinazioni potranno farsi anche con altri sistemi 
di equazioni in base alle considerazioni seguenti. 

Osservando perciò che nella espressione fra parentesi nella (14) il termine 


(p;+1) dae Eee) peru=9d;, e il termine (e h+1) È de: ed, 


u 
per u=! si riducono respettivamente ai due (p,+1) [pun %)]ua, € 
(r-k+-1)[d!.(v, )],_1 ® gli altri allora sono tutti zero; si vedrà subito 
allora che uguagliando 1° espressioni fra parentesi della (14) e (15), e poi fa- 
CONdOMU — solo, u=1 si ottengono #41 equazioni delle 


quali le prime x rientrano tutte nella forma generale seguente 


+Ay(2-1)...(r-k+2)(r_k+1)at=(p,+1)", (0,2) 


con s=1,2,...,22, intendendo che @,,(4,,%) indichi qui la derivata g',(v,%) 
per u=a,; e l’ultima equazione, quando come supponiamo 7 è diverso da 
k—1, è la seguente semplicissima 
— — «(1 persi 
(20) fo (1—a2)(1—42)...(1—a,2)x 
r(r_-1)..(m_—k+2) 


che determinerà subito intanto il valore del primo coefficiente A, della equa- 
zione (18). 

Queste 2-1 equazioni nel caso di n > determineranno i coefficienti 
Ao, A: A2,.3 Ax e condurranno alle relazioni delle quali parlammo sopra fra 
le 01, Pa 3° Pny TY @ 4,,;43,.--:4,; mentre nel caso di n=% determineranno 
completamente tutti i coefficienti A,, A,,A:,...,.A,, e nel caso di n<% de- 
termineranno soltanto n--1 di questi coefficienti, e gli altri si otterranno 
dalle equazioni che risulteranno dall’uguagliare a zero i coefficienti di 
ut, u"t?,...,u* nella espressione fra parentesi della (15) ordinata per le 
potenze di x. E tutto questo, ben s'intende, quando alcune di queste equa- 
zioni non rientrino l’una nell’altra o non presentino delle incompatibilità. 

597. — Così si hanno dunque infinite equazioni differenziali lineari (18) 
per le quali si ottengono integrali per mezzo degli integrali definiti 


h 
4 - fuma (ua)? ...(u—a,)Pr(u—1) du, 
g 


nei quali i limiti g e # devono essere presi nel modo da noi indicato sopra. 
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E si può anche qui notare, come già facemmo pel caso della equazione 
di Eulero al $ 594, che questi integrali quando p;,p:,...,P, e 7 siano tutti 
numeri interi positivi o negativi potranno anche determinarsi sotto forma 
finita per mezzo di funzioni razionali, e di logaritmi o archi tangenti; e 


1 
quando dei due limiti g e /# nè l’uno nè l’altro sia uguale ad I sia 


un numero intero e positivo, comunque siano allora le p;,pz,...,2, l'integrale 
sarà un polinomio razionale intero di grado r al più. 

598. — Particolarizzando i valori di p,,P2;---:9,,7; e & si hanno equa- 
zioni speciali (18) delle quali si trovano integrali con questi processi. 

Così ad. es. supponendo n=1,%="2 con 7 diverso da 1, e cambiando 
a, 8 p, in a e p, si osserverà prima che le formole (16) e (20) ci daranno 
ora 

A,=—(p+1)—(—1)ax, rA=(1-a2)2°, 
e poi coi processi precedenti troveremo 
rA=(p—_r+2)x+2(r—1)ax, 


e si potrà quindi affermare che la equazione 


(1_-ax)ey+i(p—r+2)x+2—1)ax*|y—r}p+1+(r—1)ax}y=0 


ammette l'integrale 
h 
y= flat, 
9 


dove g e % andranno presi nel modo da noi indicato sopra a seconda dei 
valori di p e »; e nel caso di r>1 e p positivo o anche soltanto p>— 1, 


ata den 


al 


potremo prendere y = si (u—a)P(ue—1)" du, come nel caso di p positivo 
(27 


e » inferiore a —(p+1) potremo prendere 


y= fumaria, 0 y= fanatici, 


GAL 1 1 
secondochè z è compreso fra — o e — 0 fra — e 0, ecc. 
a a 


Così per a=0,r=2 avremo per p positivo e anche per p>—1 


1 
E) 
y= | u(ux—1)du, e per p negativo e inferiore a —3 avremo invece 
1 


A 
, 
3 
x 


(0.9) 


n= fi uP(ur—i)° du; talchè osservando che le integrazioni possono farsi 


DIRT 


XL 
immediatamente si trova che per qualunque valore di p non compreso fra 
—3 e —1, la equazione 


cy +pxy —2(p+1)y=0 


ammette sempre l’integrale y=Cx + con C costante arbitraria come si 
verifica immediatamente, riscontrando allora che questo integrale si ha anche 
pei valori di p da —3 a —1 per quanto per questi valori di pda —3 a 
— 1 non possa rappresentarsi cogli integrali precedenti. 

Prendendo anche ad es. n=3, %X=2, coi processi precedenti quando 7 
è diverso da 1 si trova subito 


rA=(1—@2)(1—a,2)(1—a32), 
As=—{(P14+-1)@034-(p.+1)030,4-(p;+1)@0+(—1)a1 02}, 
rA,=—(P1+-1)(0+ 43) —(P.t-1)(04+@a)—(p3+1)(a+4)+ 
+([pr+2—7)a@+(p:.+2—7)ag4.+(p:+2—)aa]e—2(r—1)a40g, 
insieme alla relazione 
PA Pai Pai dii 


che ora deve sussistere fra le p,, ps, 73 € 7; e si può quindi senz'altro affer- 
mare che la equazione 


(21) (1-a2(1—@42)(1—@a2)y" — 
rr Î (Pit 1) (24-43) 4 (P-+1)(@+@)+(2:+1)(@+a)—[(p:4-2—7) a+ 
anali, dz 4 (P:+2—r)aa]x 4 2(#—1)a, ar a32°| Yi 
ri (P14+-1)42034-(Po4 1)aza, +-(p3+ 1)a,ag+(r—_1)@ 403% | y=0 


ha un integrale rappresentato dalla formola 


h 
Y =f sprecata ag neri) du , 
; 


dove 71, 2, ?3,7 sono legati fra loro dalla relazione p, + p34-p3+r=—2, 
con 7 diverso da 1, e g e % devono essere scelti opportunamente nel modo 
indicato sopra a seconda dei valori che avranno p;, pz, P3 e 7. 

In particolare, supponendo a;=0 la equazione precedente si riduce al- 


IL nia & 
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l’altra più semplice 
(22) (1_a2)(1a2)y' — (P:+1)a2+-(p:+1)1+(p:+1)(m+-a,) — 
— (p:+2—nNaae|yY—r(p:+1)a@y=0, 


e l’integrale si riduce all’altro 


h 
Y - fia (u—a,)PuPs(cru—1)" du, 
g 


sempre con p,-P:-+-P3+7=—2, e 7 diverso da 1, eg e A scelti ancora 
opportunamente a seconda dei valori di @,, @, p,, P:, Pz e 7. 

599. — Col cambiare rin x e prendere a,=1, a,=—1, p,=p; e p3=% 
con che dovendo essere p,+p,+p:+7=-2 sarà p,=p,=— (x+1), la equa 
zione (22) si riduce all’altra 


(23) 1—2)y'— 2ay +a(+1)y=0, 
che già si presentò al $ 585 e che per x=%n e per z=—(n+1), con n nu- 
mero intero e positivo o anche zero, diviene la solita equazione delle fun- 


zioni di Legendre X,. 
Questa equazione (23) dunque ha l’integrale 


nel quale g e %& devono ancora essere scelti opportunamente a seconda dei 
valori di x e di x, e questa vale anche per x= 1; e in particolare quindi quando 
% è intero e positivo, cioè nel caso della equazione delle funzioni X,, se « 
sarà negativo e compreso fra — 1e0(—1e0 escl.) potremo prendere g=— 0, 


i È 
o ‘e se x sarà positivo e compreso fra 0 e 1 (0 e 1 escl.) potremo pren- 


i 1 i 
dere 9 = > h=%;ein questi casi l'integrazione sì effettuerà sotto forma finita. 


Caso inverso d’integrali definiti che si calcolano colla integrazione 


di equazioni differenziali. 


600. — Qui poi si presenta l’occasione di fare rilevare che come gli inte- 
grali definiti servono talvolta alla determinazione degli integrali di date equa- 
zioni differenziali, così inversamente le equazioni differenziali servono tal- 
volta al calcolo degli integrali definiti. 


) 
È 
y 
j 
C, 
È 
| 
i 
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Dato infatti un integrale definito nel quale la funzione da integrarsi, oltre 
alla variabile d'integrazione, contenga un altro parametro 8 che possa riguar- 
darsi come variabile, se si considera quell’integrale come una funzione y di 
questo parametro 9, e si determinano le sue derivate colle regole della deri 
vazione sotto il segno quando questa possa farsi, s'intende subito come sì 


possa talvolta giungere a equazioni differenziali fra 9,y, A integrando 


le quali si potrà poi ottenere il valore dell’integrale. 
Ciò del resto risulterà chiaramente dai seguenti esempil. 


1.0) 
e) 


1.° Si, voglia determinare l’integrale si e dx per 8 positivo. 
0 
S’indichi con y questo integrale che certo ha un valore determinato e 
finito e si osservi che pei teoremi della derivazione sotto il segno ($ 127-28, 
[pag. 188 e seg.|]) si ha 


(°°) 


9 n 9 
sz a d SOSIA 
0 0 


ar MEV 3901 
e cambiando in di Loan VI con supporre per questo che 9 sia diverso 


da zero, pure potendo essere prossimo a zero quanto si vuole, si ha anche 


REL) 
2a agi DE J e ‘dx; talchè l’integrale y soddisfa alla equazione diffe- 
Ve), 
renziale BUA 40 
d9 Vo 


Questa equazione integrata ci dà subito logy=—2V9+logC, ovvero 


0} Vera . È . a 
OEATE Vo: essendo C una costante indipendente da 9; e ora poichè il no- 


Do 
. 


ciao r 7 : 
stro integrale il e “ dx per quanto dicemmo in generale sulla conti- 
7 


nuità degli integrali ($ 120 e seg. [pag. 176 e seg.]) è una funzione continua 
di 9 anche per 9=0, la formola 


do 


ui ua 
ia de = Ce "Vo 
0 


do 


varrà anche per 9=0 e si avrà quindi o= fera 
| 0 


Pri LTT 


; 
ì 
"i 
I 
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Ricordando dunque che alla pag. 219 si trovò che il valore dell’integrale 
(0°) 
La 1.,,- SICAI : 
enn*'dx è ; Va, se ne trae che C= 9 Va, e quindi si ha per l’integrale 
0 
| cercato 


00 


ea n 


e Par = Viet)? 
0 


In particolare dunque per 9=1 avremo 


vse! If 
e “di=zVre*. 
0 


(°°) 


2.° Vogliasi l’integrale y= f e-—*cos29xdx che è certamente determi- 


0 
nato e finito per qualunque valore di 8. 


Derivandolo rispetto a 9, il che può farsi ($ 127 [Pag. 188-90]), avremo 


E = —[| e” 2xsen20xde=(e-” sen20x)) —20 | e-© cos 20xde = 
0 0 
= — 20 | e-* cos20x de, 
0 


e perciò y soddisfarà alla equazione differenziale L- + 29y=0, la quale 


integrata ci darà subito y=Ce—-, essendo C una costante; ed ora osser- 


vando che per 9=0 si ha y= e*da=3 Va, e quindi o=3V3, se ne 
0 
dedurrà subito che 
) pa osi 
e7* cos 20r dx = 5 Vre-®. 
0 
Do, I to endx da A 1 
3.° Vogliasi determinare l’ integrale picasa nella ipotesi che 0 e K 
0 


siano diversi da zero. 


Cale. integr. 53 


5 x . ne Lit 
sie Pa - » Pai et 
nia Oi 3 af 2A A Lala v X : 
meli die LATTA da i dd C1 a x 
a A sa A e 
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. . dy cos9x s3 
Derivando sotto il segno si troverà = ap re e applicando l’in- 
0 
(è) 
ì LI " dy 2 x sen dx 
tegrazione per parti si troverà anche DATO P+2} da 
0 


Applicando ora di nuovo la derivazione sotto il segno (cosa che non 
avremmo potuto fare con tutto il rigore, in ordine a quanto si disse ai $$ 127-28 
(pag. 188 e seg.), se non avessimo fatta prima la integrazione per parti) si 


troverà 
ce 0 
d°y 2 x sen9a 2 x° cose 
A) CR 
0 0 
e poichè con una nuova integrazione per parti si ha 
z n od 
£° cos)a FIRE x cosdx\® da TO ii. 
(K°4-2°? ela 0 0 kid dn 
0 
cosa x senIx 
=l =__drx—-0| dx 
k? a kg a ) 
0 ta 0 1 


sostituendo ed osservando che già trovammo sopra colla integrazione per parti 


(0.0) (0) 


coste 2 x sendx i 3 
eu de, si troverà. anche 


pietra 
0 0 


d°y x sen9a 
ig i da. 
0 


Ma supponendo 9 diverso da zero e positivo si ha 


x sendx sendx/ x a T 
Eps e=| <= (ta —i)e=ky-5, 
0 0 
perchè come già trovammo varie volte (ad es. al $112 [pag. 164 e seg.]) per 0 di- 
sendx 


verso da zero e positivo si ha 


T BA OO x 
da=3; quindi si può ora senz'altro 
0 
affermare che l’integrale cercato y quando 08 è diverso da zero e positivo 


CI n 


è d° pi 

dovrà soddisfare alla equazione lineare del second’ordine e Ky+5=0, "RI 

i la quale col porre y=% + 5} si trasforma nell’altra senza secondo mem- ; i 
È bro ti Se) — 0; Bo 


de n 
Questa ha per integrale y,=C,e## + C.e-%? con C, e C, costanti arbi- i 
trarie, quindi per l’integrale cercato quando 8 è diverso da zero e positivo 


x 


avremo la formola 3 i 
y= Pie = pt e+ ae, i 
0 
nella quale però restano da determinarsi le costanti C, e Cs. 
Per determinarle si osservi che insieme a questa formola colla deriva- 
zione si ha l’altra 


dy cos Bx (A 
ari PId de=k(C, ek9 — C,e So) 
0 
i Na 
e quindi facendo tendere 9 a zero in y e in > coll’osservare che allora y 
(ce) 
i tende a zero e dy tende verso l'integrale 1% h k itivo 
ende a Z 76 so l’integ Pigi che per # positi 
; 0 
è uguale a 5h sì ottengono le due equazioni 


+ 0+0=0, — a +0—0=0, 


le quali ci dànno subito C,=0, C,= e quindi per l’integrale cer- 


x 
pri 
cato si ha la formola seguente 


(0.0) 


senBx dx T 


LT RANA e — o—k9 
k> 4a? x 5a (1 € do 
0 


la quale oltre a valere per 9 diverso da zero e positivo come lo abbiamo 
supposto, vale anche per 0=0. 


(e) 
i 0 1 
Per 9 negativo poi, essendo allora Sea de=—5 , si troverebbe 
i 0 
invece 
A N 
n i sen dx Ta Aia) 
| k+a° x 2k? 


0 


ig ne 


XXIX. 


Breve studio sui sistemi di equazioni differenziali simultanee. 


601. — Già dicemmo al $ 315 (pag. 471) che si chiamano sistemi di 
equazioni differenziali simultanee quei sistemi di equazioni nelle quali figu- 
rano le derivate o i differenziali di più funzfoni di una o più variabili in- 
dipendenti, e il numero delle equazioni che compongono il sistema è ordi- 
nariamente eguale a quello delle funzioni incognite; e, pel caso di una sola 
variabile indipendente, già trattammo un poco anche di questi sistemi di 
equazioni nel capitolo XIX (pag. 478 e seg.) sulla esistenza degli integrali. 

Volendo ora fare uno studio ulteriore, per quanto breve, su questi si- 
stemi di equazioni, sempre però pel caso di una sola variabile indipendente, 


incomincieremo col prendere a considerare il sistema di due equazioni 
n ! ri 9g PI 
(1) (2, IRORAIPLE NE ky KR AO, 
! II Jai i) presse 
(2) E(0, YsY5 Y's YP AAA 00 R9)=0, 


nelle quali x è la variabile indipendente, e y e x sono le due funzioni inco- 
gnite, e ammetteremo che siano soddisfatte le condizioni che rendono applica- 
bile la regola di derivazione delle funzioni composte almeno fino a quell’ordine 
di derivazione che sarà necessario di considerare. 

E sotto questa ipotesi, senza soffermarsi sulla questione della esistenza 
degli integrali per y e x che qui ammetteremo senz’altro perchè questa risulta 
già da quanto dicemmo ai $ $ 335-36-37 (Pag. 495-96) (*), esporremo ora 
un metodo generale per la determinazione delle due funzioni y e %; per 


(#) Le considerazioni dei ricordati $$ 335-36-37, per quanto succintamente esposte, 
dimostrano appunto la esistenza degli integrali. Del resto noi le svolgeremo anche 
ulteriormente fra breve ai $$ 605-606. 


ECRRAG PE ; 


quanto questo metodo debba piuttosto considerarsi come un metodo puramente 
teorico, inquantochè, basandosi tutto su un processo di eliminazione, le diffi- 3 
coltà pratiche che ordinariamente presenta lo rendono il più delle volte inap- 
plicabile. 

Questo metodo consiste nel cercare di costruire per mezzo delle equa- | 
zioni date anche altre equazioni che insieme con questa debbano necessaria- | 
mente essere soddisfatte, e che vengano ad essere in numero sufficiente per 
poter eliminare fra esse una delle due funzioni incognite y e x e tutte le sue 
derivate, per modo da ricavarne una equazione differenziale relativa all’al- 
tra funzione soltanto; chè allora questa funzione, astrazione fatta dalle difficoltà 
pratiche, potrà ottenersi colla integrazione della equazione differenziale tro- 
vata; dopo di che l’altra funzione si determinerà con altre eliminazioni senza 
alcuna nuova integrazione, o colla integrazione di una seconda equazione dif- 
ferenziale nella quale essa figuri come incognita, come meglio ora vedremo. 

602. — Ora per giungere al sistema indicato di equazioni fra le quali 
sì possano eliminare una delle due funzioni y e x, p. es. x, e le sue deri- 
vate, deriveremo rispetto a x ciascuna delle equazioni date (1) e (2) un nu- 
mero di volte eguale all’ordine della più alta derivata di x che figura nel- 
l’altra equazione; e così facendo, otterremo dalla equazione (1) altre 9 equa- 
zioni differenziali tutte di ordine più alto, delle forme seguenti 


] ” LLSY AIB Pay 
AI a a E A 
: I si 2 ] U CI\ODA 
(3) F(0, Y VM UTO ARA TI) =0 

. . . . . . . . b] 


; } Vi) m U ] bat 
Li, Y, Y, Y 9 Je di 7 AREA #) % n È Ata _0, 


e dalla equazione (2) otterremo le altre » equazioni 


I " 1 IT: ; TIZIANA 

p(X, Y, IE I i, IA a ME 
I [A] 2 I I) 2) 

a(, DET TERRI A SICA 


(4) | 
IU E I I 


talchè con queste e colle (1) e (2) avremo un sistema di n -+4+9+2 equazioni 
| fra le n-+-qQ+1 quantità 
(5) ZIA A OO I ANIA GI, 


e nelle quali figureranno anche l’altra funzione y e le sue derivate fino a 
quelle di ordine è eguale al più alto dei due numeri m+qg e n+p. È 


Ca, 


ati ;c, TIMONE 
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Almeno per regola generale dunque, le #-4-9g +2 equazioni (1), (2), (3) e 
(4) costituiranno un sistema di tante equazioni quante appunto ordinariamente 
ne occorrono per potere da esse eliminare le »-4+-g+1 quantità (5), giun- 
gendo così a una equazione differenziale nella sola y 


(6) f(2,Y,Y, y",...)=0, 


che in generale sarà dell’ordine 2 eguale, come abbiamo detto, al più alto 
dei due numeri m+qg e n+p; e poichè questa equazione dovrà essere evi- 
dentemente verificata anche dal valore di y che soddisfa al sistema delle equa- 
zioni date (1) e (2) — e che, come abbiamo detto, deve certamente esistere —, 
così per trovare questo valore di y occorrerà integrare la equazione trovata (6), 
salvo a dovere poi, dietro opportune verificazioni, attribuire valori particolari 
ad alcune delle costanti che compariranno nell’ integrale. 

Trovato poi così il valore di y se, tralasciando ad es. una delle ‘equa- 
zioni (1), (2), (3) e (4), elimineremo dalle altre tutte le derivate x', x",,... di x 
per modo da giungere a una equazione della forma 


(1) d(x, Y, Y', URI, x)=0, 


nella quale ora la y e le sue derivate potranno riguardarsi come conosciute, 
allora senza alcuna nuova integrazione potremo avere anche il valore del- 
l’altra funzione x. 

Se poi per fare queste eliminazioni si troveranno difficoltà gravissime, 
o se nell’eliminare le derivate x’, x",... di x verrà ad eliminarsi anche x (*), 
potremo fare altre combinazioni delle equazioni (1), (2) (3) e (4), o anche 
prendere a considerare una di queste equazioni, come ad es. quella delle (1) 
e (2) che contiene la derivata d’ordine più basso in x, considerando così 
una equazione differenziale in x della forma 


07, Y, Y, Y",..3 A, X,%°...)=0, 


nella quale la y potrà intendersi come conosciuta insieme alle sue derivate; 
e questa pure servirà alla determinazione di x mediante la integrazione, ma 
introdurrà nuove costanti che dovranno essere poi determinate conveniente- 
mente, perchè come vedremo fra breve, il numero delle costanti arbitrarie 
che proverrà dalla integrazione del sistema di equazioni date (1) e (2) non 
potrà mai superare il più alto è dei due numeri m4-q e n+p. 


(*#) Però quando questo accada, ciò vorrà dire che si potrà giungere, come effet- 
tivamente talvolta avverrà, alla equazione (6) che serve alla determinazione di y 
anche senza tenere conto di tutte le equazioni (1), (2), (3) e (4), 


Pa i ©. 


DN ee e 
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603. — Tutto questo in modo generale. S'intende però, come del resto 
già abbiamo osservato anche nella nota precedente, che in casi particolari 
potrà anche darsi che per giungere alla equazione differenziale (6) nella sola 
y non occorra tenere conto di tutte le equazioni (1), (2), (3) e (4), e allora 
quando ad es. possano tralasciarsi le ultime delle stesse equazioni (3) e (4), 
la equazione differenziale (6) in y verrà di ordine inferiore al più alto dei 
due numeri mq e n+-p. | 

E anche in altri casi potrà darsi che nel fare le eliminazioni vengano 
a sparire le derivate di y di ordine più alto, e talvolta potranno sparire an- 
che tutte le derivate di y, e in questo caso y si otterrà senza integrazioni 
restando poi a determinarsi l’altra funzione x nel modo sopra indicato. 

Talvolta poi, per rendere i calcoli più semplici, prima di fare successi- 
vamente le varie derivazioni per giungere alle equazioni (3) e (4), potrà tor- 
nare comodo di fare opportune trasformazioni o combinazioni delle equazioni 
date e di quelle che già fossero state ottenute. 

604.— Supponendo ora che si abbia un sistema di 7 equazioni diffe- 
renziali fra la variabile indipendente x e r funzioni 7,, Y2;--.,%,, è chiaro 
che considerando p. es. gli r—1 sistemi, ciascuno di due equazioni, for- 
mati dalla prima di queste equazioni e da una qualunque delle altre, e ap- 
plicando a ciascuno di questi sistemi il processo precedente onde eliminare 
una funzione per es. la y,, giungeremo a formare un sistema di r— 1 equa- 
zioni che non conterranno più la yy, e conterranno tutt’al più le altrer —1 fun- 
zioni Y1, Y2,---, Y,_1@ le loro derivate; e ripetendo poi per questo nuovo sistema 
lo stesso processo di eliminazione si giungerà ad un altro sistema di 7 — 2 equa- 
zioni che non conterrà più neppure la y,_;; talchè evidentemente, almeno in 
generale, ripetendo successivamente questo processo di eliminazione si giun- 
gerà in fine ad una equazione differenziale ordinaria che non conterrà più 
altro che la funzione incognita y, e le sue derivate, e questa equazione colla 
integrazione determinerà la funzione stessa y,. 

Trovata questa funzione y;, s'intende subito come con nuove eliminazioni, 
come nel caso già trattato di due funzioni, potranno ottenersi successiva- 
mente anche le altre funzioni Y,, Y3;-... yy, senza nuove integrazioni o colla 
integrazione di una o più equazioni differenziali ordinarie fra x e una soltanto 
delle stesse funzioni; per modo che, astrazione fatta dalla difficoltà delle varie 
eliminazioni che vi saranno da fare, sì può ora evidentemente affermare che 
la integrazione dei sistemi di due 0 più equazioni differenziali simultanee 
di ordini qualsiansi si riduce sempre a quella di una o più equazioni 
differenziali ordinarie ciascuna delle quali non contenga che la variabile 
indipendente x e una sola delle varie funzioni. 
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605. — Mentre i risultati precedenti ci mostrano che per ogni sistema 
di equazioni differenziali d’ordini qualsiansi la integrazione può farsi dipendere 
da quella di singole equazioni differenziali che contengono ciascuna una sola 
funzione incognita, giova ricordare che per quanto si disse ai $$ 335-36-37 
(pag. 495-96) si ha anche, inversamente, la particolarità che per ogni equa- 
zione differenziale di ordine superiore con una sola funzione incognita la 
integrazione può ridursi a quella di un sistema di equazioni differenziali che 
sono inoltre del prim'ordine. 

Lo stesso allora mostrammo pure che avviene per ogni sistema di equa- 
zioni differenziali di ordini qualsiansi quando per queste equazioni sono sod- 
disfatte le condizioni di Lipschitz, e in particolare quindi quando siano 
applicabili i teoremi delle funzioni implicite, talchè si può anche affermare 
che per qualsiasi equazione differenziale e anche pei sistemi di equazioni 
differenziali di ordini qualsiansi, quando per esse siano soddisfatte le con- 
dizioni della teoria delle funzioni implicite, la loro integrazione si ridurrà 
sempre a quella di sistemi di equazioni differenziali di prim’ordine, e potrà 
farsi coi processi del cap. XIX (pag. 478 e seg.); e per ognuno di questi 
ultimi sistemi esisterà sempre un sistema d’integrali quando siano fissate le 
condizioni iniziali; e questo sistema d’integrali sarà unico e apparterrà sempre 
anche alle equazioni date. 

606. — Sviluppando maggiormente queste considerazioni, fermiamoci in 
particolare sul caso dei sistemi di due sole equazioni (1) e (2). 

Supponiamo perciò dapprima che in queste equazioni i numeri m e p 
siano diversi fra loro, e così i due » e g, e wm sia il maggiore dei due 
primi m e p, e q il maggiore degli altri due » e q. 

Indichiamo poi, secondo il processo dei ricordati $$ 335-36-37, le varie 
derivate 9, y",... gf”, y'*7 di Y con Yi; Yar:--3 Uma; Um, @ le derivate 
Zi Bse 01, RU Ila (001 Ago Rage doge. Rigo ANO LIRA GNAM ne 
zioni fe 9 dei primi membri delle stesse equazioni (1) e (2) siano tali che, 
quando per la prima vi si considerino 7 come funzione incognita e le x, y, 
YY', YI 2,8",... 4 come variabili indipendenti, e per la seconda vi 
si considerino x‘ come funzione incognita e le altre quantità come variabili 
indipendenti, alle stesse equazioni f/=0 e pg=0 siano applicabili i teoremi 
delle funzioni implicite. 

Allora il sistema delle stesse equazioni (1) e (2) ammetterà uno o più 
sistemi di soluzioni 


(Mm) 2° IRPSSCI il ball 
Y FrIS CARIACI PAR AMO 10) | 


(a) , 9 0 (©) VOZsli ft 
À =t(2,Y,Y,Y VOSGI UTI SASA TA A JE 
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che saranno ciascuno perfettamente determinati dalle condizioni iniziali, e 
al sistema delle medesime equazioni (1) e (2) potrà sostituirsene un altro 
di m2-4-q equazioni del primo ordine 


Y=YNY =YY SY 003Y m-eYmr9Y mI(3YY15Y29 Um 85 dr) A 05%); 
AA) AS Agg AA 99 RR gr Lg YU Yry Ya Ypr Ary Rari Kaa): 
pel quale il sistema degli integrali potrà trovarsi coi processi del detto cap. XIX, 
e sarà unico per ogni sistema delle soluzioni indicate y=0 e 2(W=q delle 
(1) e (2) quando sia fissato il sistema iniziale dei valori da attribuirsi ar- 
bitrariamente (ma sempre nel campo delle variabili indipendenti suddette) alle 
quantità Y, Y, yi, ye ia, x,9,..., 20 per e«=%, per modo che questo 
sistema d’integrali verrà a contenere m+-g costanti arbitrarie. 

Nel caso poi in cui sia m=p e n=g si vede subito che il processo 
è lo stesso, salvo a mutare allora le condizioni che dovranno verificarsi in 
ordine alla teoria delle funzioni implicite perchè allora le (1) e (2) invece 
di potersi riguardare ciascuna come una equazione a una sola funzione in- 
cognita, cioè y la prima e x‘ la seconda, dovranno riguardarsi come un 
sistema di due equazioni a due funzioni incognite y e x: e anche gli 
altri casi che potranno presentarsi pei numeri 2, n, p e g si tratterranno 
quasi del tutto al modo stesso. 

Così quando i due numeri mm ed » siano ambedue minori di p e g re- 
spettivamente, supposto ad es. che sia m4+q=%+-p, potremo ad es. proce- 
dere nel modo seguente. 

Deriveremo cioè prima di tutto p—m volte la equazione (1) per otte- 
nerne un’altra che ne sarà conseguenza 


} L) Ù ” —mn\ ___ 
DES, URRA. RIE IAT IRE )=0 


che contenga la derivata y®, e al sistema di equazioni (1) e (2) sostituiremo 
l’altro 


f mn Ù Il “E 
fr-m(%, YYY 1 Us XX, 3.0.3 anto CORI 
! aj IERETI 
p(0, Y, YU YA 2881 0, 


con che il sistema di equazioni del prim’ordine al quale si ridurrà sarà il 
seguente 


7 ] Ea E CRIME 
Y =Y1,Y =7Y2, 03 Y pae Yp-1 Y pr=P(2,YUY23 0 3Yp=a 3%%15%2)--+3%ntoem); 
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che darà luogo a un sistema d’integrali con p+-q valori iniziali arbitrarii 
che però ordinariamente si ridurranno am+gq quando si tenga conto della 
circostanza che onde siano soddisfatte le (1) bisognerà che oltre alle equa- 
zioni precedenti (8) vengano soddisfatte le altre f=0,f=0,f.=0,...fp-m1=0, 
cioè la (1) e le prime p—m—1 che se ne deducono colla derivazione, e queste 
condizioni determineranno p — 2 dei detti valori iniziali in funzione degli altri 
che rimarranno indeterminati e che saranno quindi in numero di p+9—(p—) 
cioè di mq al più, potendo darsi talvolta che si riducano a un numero 
minore nel fare le eliminazioni. ì 

E invece di giungere con derivazioni successive della equazione (1) e 
poi con eliminazioni alle equazioni (8), potremo considerare la (1) come una 
equazione in termini finiti che lega le Y,Y1,Y2--.3 Ymn Ymy %,%13%230 + +3%n-19%n) 


d Y I 
dx 


delle altre delle stesse quantità 4, %1, Yx--- Ymn % %1y %ay00+ %n-1 %ny dopo di 


in funzione 


e quindi, se ad es. m<p, potremo determinare la y,, 0 


che, quando sia m<p, con p—m derivazioni di y, e con successive eli- 
minazioni si otterranno le g#), 9/2... y espresse per le Y, Yi; Y21:--3Yn—b 
% Zig Mage ri ny Xny An41y<-* %ndp_m; © queste si sostituiranno nella (2). E allora 
osservando che n-4+-p—m=<g, e insieme alla (1) tenendo conto della nuova 
equazione che così si otterrà, potremo avere un sistema di equazioni diffe- 
renziali di prim'ordine in Y, Yi, Ya: Ym-1y #3%1) ay <-+3 gi Che colla integra. 
zione introdurranno ancora m-+-g costanti arbitrarie al più. 

Coi processi stessi poi sì tratteranno anche gli altri casi, coll’osservazione 
sempre però che in casi particolari il numero delle costanti arbitrarie potrà 
risultare minore, perchè potrà darsi che onde restino soddisfatte tutte le equa- 
zioni intermedie che nei varii casi serviranno a fare le eliminazioni si renda 
necessario di stabilire fra le costanti stesse alcune relazioni, o potrà darsi, 
come già notammo, che con opportune combinazioni delle equazioni date (1) 
e (2) e di alcune delle loro equazioni derivate si giunga a una equazione 
nella quale non figurino più alcune delle derivate di ordine superiore di una 
delle funzioni incognite (*), e allora sostituendo questa nuova equazione a 
una delle equazioni date (1) o (2) si giungerà ad avere un numero minore 
di costanti arbitrarie. 

Tutto questo evidentemente giustifica. quanto dicemmo in fine del $ 602, 
sul numero delle costanti arbitrarie che provengono dalla integrazione dei 
sistemi di due equazioni differenziali, mentre al tempo stesso mette sempre 
più in evidenza la esistenza e la unicità degli integrali per ogni sistema di 


(#) Questo p. es. avviene pel secondo degli esempi che considereremo più avanti 
al $ 614. 
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soluzioni delle equazioni differenziali date (1) e (2). Similmente poi potrebbe 
trattarsi il caso dei sistemi di un maggiore numero di equazioni differenziali. 


Sistemi di equazioni simultanee del prim’ordine. 


607. — Le varie considerazioni che precedono come quelle dei ricordati 
$$ 335-36-37 portano dunque a dire che, astrazione fatta dalle difficoltà di eli- 


‘ minazione, la integrazione delle equazioni e così quella dei loro sistemi può 


sempre ridursi alla integrazione di sistemi di equazioni di prim’ordine ri- 
solute rispetto alle derivate delle funzioni incognite che ora indicheremo con 
C1, Le,-+-3 ny ridotte cioè alla forma 


da dx, 


, 


dx | 
(1) n: =fi(2,%1,%,.. . LA a = fs(£,,%,. a n eni =f,(0,0,,%,. x Cn), 


ovvero incluse nelle altre 


de da, dx, dui 


i dose e 


dove X, X,, Xo,..., X,, sono funzioni conosciute di x, %,, X2,...,%,; e essendo x 


la variabile indipendente s'intende che X non possa essere zero altro che 
per sistemi di valori speciali di x, x}, %2,..., %, che qui intenderemo sempre 
esclusi, mentre quando per sistemi di valori di queste quantità x, %,, %2,-.-, Za; 
costituenti o no un certo campo a più variabili, sia zero una delle altre fun- 
GODS X,, per es. X, st intenderà che anche dx, debba essere xero. 
Ora partendo da queste equazioni (1) o (2), che in sostanza sotto altra 
forma non sono che quelle dei $$ 333 e seg., ricordiamo che finchè si resta 
in un campo C delle variabili x, x1, %»,...,%, considerate come indipendenti 
nel quale X è sempre diverso da zero, e sì questa X che le altre funzioni 
Xx; X3,..., X, sono finite e continue e hanno le derivate parziali del prim’or- 
dine determinate e finite (*), esiste sempre uno e un solo sistema di fun- 
zioni che soddisfano alle (2) 


ai 00 0 
== (eri Ca RATA): 


SIR) 0 0 0 
PEA NA RIA ATI ATI 


(3) 


ASL 0 0 0 
CAEN IONE EI 


(*) Propriamente per quanto si disse ai ricordati $$ 333 e seg., basterebbe sup- 
porre che le funzioni X,X,,X,,...Xn,0 anche soltanto i rapporti =i 2 pate , 
soddisfacessero alle condizioni di LipsoHIrz, quella cioè di avere i loro rapporti 


incrementali sempre numericamente inferiori a un numero finito nel campo €. 


C 
- 
ta 
i 
: 
1 


ae 


= prec 
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essendo .,°, x,9,..., c,°i valori iniziali di x,, %3,...} &, pere=%7, che, insieme 
a %,, devono corrispondere a un punto (x,, %1°, %3°,..., £,°) che può essere 
scelto arbitrariamente nel campo C; e queste funzioni anche considerate come 
funzioni dei loro valori iniziali «x, <2°,..., %,° hanno le proprietà relative 
alla continuità ecc. che per esse trovammo nel cap. XX (pag. 508 e seg.) 

608. — Queste funzioni, noi già lo dicemmo ai citati $$ 333 e seg. costi- 
tuiscono il sistema degli entegrali generali delle equazioni (1) 0 (2) o il sè- 
stema integrale di quelle equazioni, e possono determinarsi coi processi che 
allora si dettero. 

Ora però è da aggiungere che se, valendosi del processo di eliminazione 
dei $$ 601-602 o con un altro mezzo qualunque, si riuscirà a trovare un 
sistema di n equazioni tra le variabili x, x1, %2,..., %, e » costanti arbitrarie 
C,, Ca,..., C, della forma 


(€, Zi, Lay. +4 Cus C,, Cogo C)==0 


(4) (x, Ci, La, "<‘04 Zny C,, BS +00) Cn) = 0 ) 


) 
Pn(, i; Lay c.c, Cny O, EFRRISTAA €.) —=05 


che definiscano un sistema di valori di x,, %,..., %,, in funzione di x e delle 
costanti arbitrarie C,, C,,..., C,, che verifichino le equazioni (1) o (2) qua- 
lunque siano i valori di queste costanti in certi campi, allora questo sistema 
(4) di equazioni potrà considerarsi come non distinto dal sistema integrale 
(3) tutte le volte che si potranno attribuire alle costanti valori tali che per 
e=% le x, %,,...,%, si riducano respettivamente ai valori x,°,x2,...; 2,9; 
perchè allora — essendo unico il sistema di funzioni (1), che con dati valori 
iniziali di €, 1, %2,..., %, soddisfano alle (1) o (2) — le equazioni (4) defi- 
niranno appunto il sistema di funzioni (3). 

E osserveremo che questo avverrà sempre quando le stesse equazioni 
(4), oltre a dare un sistema di valori per le x, %»,..., x, che verifichino le 
(1) o (2), definiscano per le C,, C,,...,C0, un sistema di valori determinati 
in funzione di x, %3,..., %,, per modo cioè che sia 


Ye, Lis Lay.) Ca)=C 


Y.(x, Zi, Lo). 10) CO 


(5) 


Y..(£, Zi) Lay; r,)= Cn: 


= 801, — 


perchè allora indicando con C;°, C,°,..., C,0 i valori che prenderanno queste 
costanti per a=%,%= 2%, &,=%y,..-;/Xn==%x); le equazioni (4) nelle quali 
per C,, C3,...,C, siano posti questi valori C,°, C3°,..., C,° ammetteranno per 
e=%, le soluzioni iniziali x, =x,°, %w0==%2),..., %=%n, e le funzioni da esse 
definite saranno appunto le funzioni (3) del sistema integrale (*). 

609. — Dalle considerazioni fatte risulta dunque che quando le equa- 
zioni (4) soddisfino alle condizioni indicate o siano tali da condurre alle (5) 
o siano già date sotto questa stessa forma, sì esse che queste ultime po- 
tranno riguardarsi come il sistema integrale posto sotto una forma speciale 
e potremo sempre prenderle in luogo di questo sistema. 

Fermandoci ora sui sistemi integrali posti sotto la forma (5) — che esi- 
steranno sempre perchè anche dalle (3) potrebbero sempre dedursene equazioni 
di questa forma —, osserveremo che ognuna delle equazioni Y,=C, che 
la compongono gode della proprietà che il differenziale totale 4Y°, del suo 
primo membro dovrà essere nullo in forza delle equazioni date (1) o (2), 
cioè quando per dx, dx,, dx,,..., dx, vi si pongono i valori dx, fr dx, fida,..., 
fi, dx, o i valori proporzionali X, X,, X3,..., Xn, 1a equazione che ne risul- 
terà dovrà essere una identità, altrimenti essa verrebbe a stabilire una relazione 
0(x, x, %2,..., %)=0 tra %, 2; %2,..., € priva di costanti arbitrarie, e non 
potrebbe essere soddisfatta dalle funzioni integrali. 

Viceversa, se si troveranno in qualsiasi modo » funzioni W(x, €, da, ...3%n) 
ot) VT, Xi da. 0) cUI differenziali divengano 
identicamente zero in forza delle equazioni (1) o (2), e queste funzioni saranno 
tutte distinte, cioè non legate fra loro da nessuna relazione della forma 
F(Y,, Y.,.. Y.)=0, per modo quindi che il loro determinante 


OY, 0, OY, 


dx, dx, da, 


OY, V, OY, 


dx, dx, dr, 
(*) Si suppone sempre qui che se con dati valori delle C,, C,,...,C, per ec=2° 
‘le (4) sono soddisfatte da x,=x,°%, x3=%x,%,...,%n = n°, le soluzioni che esse danno 
allora per x), %9,..., %, si riducano appunto a x,°, x,%,..., Xn perx=x,; ein partico- 
lare questa .e l’altra condizione posta di definire per le C,, C.,..., C, funzioni deter- 
minate di x, x,, X9,..., ?n Saranno sempre soddisfatte quando, considerando nelle 
equazioni stesse come incognite le %x,, x2,..., cn 0 le C,, C,,..., Cn, risulteranno 


soddisfatte le condizioni della teoria delle funzioni implicite. 
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sia diverso da zero, allora le equazioni 
Y, = VAZZION ‘009 We 


costituiranno un sistema integrale delle (2) perchè, per la teoria delle fun- 
zioni implicite, definiranno certamente un sistema di funzioni %,, Za...) Un 
le cui derivate soddisfaranno alle equazioni (1) o (2), e col prendere oppor- 


tunamente le costanti C,, C.,..., C, verranno ad avere per x=x, i valori 
ArDILERLi St a 
610. — Per questo ogni equazione Y,=C, che così si trovi viene detta 


un integrale del sistema di equazioni date; e così una combinazione qual- 
siasi F(Y,, Y,,... Y.)=cost. di integrali sarà essa pure un integrale perchè, 


dF dF 


dF 
essendo dF= 3, dY, + IV, AV, k... + SW, dY,, anche per essa si avrà 


dF=0 in forza delle equazioni (1) o (2). 
Quando però siano trovati n integrali distinti delle stesse (1) o (2) 


Y,=0,, P.=0,,...; Y.,=0n 


che costituiscano un loro sistema integrale, si può affermare che ogni altro 
integrale x(x, x, %2,..., %n)= cost. che si trovi per queste equazioni non 
potrà essere che una combinazione di questi, perchè posto 


L'E REAIAME 


queste equazioni definiranno un sistema di valori per x}, %2,... %, come fun- 
zioni die, Y,, YV.,...,Y,, pei quali la x(€,2,, %;... %,) Si ridurrà all’altra 
0(x, Y,, Y.,..., Y.); e dovendo il suo differenziale e quindi quello di 6, cioè 


96 00 000 d0 IRA . 
9A da + 3 dY,+ 3V, IV, +... + Ja dY,, essere identicamente nullo in 


forza delle (4) o (5), dovrà essere anche identicamente s — 0 cioeche 


prova che 98 non conterrà la 2, e quindi x sarà una funzione composta colle 
sole funzioni Wi, V,..., Y.. 

611. — Intendendo dunque che le equazioni differenziali date, se già 
non lo sono, vengano ridotte alla forma (2) e, come ordinariamente si fa, 
partendo da queste, per quanto abbiamo dimostrato si può ora affermare che 
se Y(2, 21, xo,..., c,)=cost. è un integrale del sistema di equazioni 


(6) da I E Ar 


CERI I 


la funzione W(x, x, %2,..., Xn) considerata come funzione delle n+4-1 varia 
bili x, x, X2,..., x, riguardate come indipendenti, soddisfarà alla equazione 
a derivate parziali 


OY OY dV dV 
(7) XA 
e viceversa se UW"(x,%,,%:,...%,) è una funzione delle n+1 variabili x, 2,, 
Xa) +...) %, considerate come indipendenti che soddisfa a questa equazione, 
la equazione Y(x, x, %2,...,%,)= cost. darà sempre un integrale del si- 
stema. di equazioni (6), perchè il differenziale di W diverrà identicamente 
nullo in forza delle equazioni (6). 

612. — Per questo teorema la ricerca degli integrali delle equazioni 
(6) potrebbe dirsi ridòtta alla integrazione della equazione a derivate par- 
ziali (7); però dal lato pratico questa riduzione ordinariamerte non presen- 
terebbe alcun vantaggio, dovendo i problemi d’integrazione delle equazioni 
a derivate parziali riguardarsi, almeno in generale, come di un ordine più 
elevato di quelli della integrazione dei sistemi di equazioni differenziali or- 
dinarie, e anzi riducendosi essi, come poi vedremo, alla integrazione di tali 
sistemi; talchè, ove artifizî speciali adattati non si presentino, la ricerca ef- 
fettiva degli integrali del sistema di equazioni (6), nonostante il teorema 
enunciato sopra, ordinariamente dovrà farsi coi processi generali dei $$ 333 
e seg., o cercando di applicare il metodo generale dei $$ 601 e seg., per 
quanto anche questo metodo presenti esso pure gravissime difficoltà pratiche 
il più spesso insormontabili. 

Però il teorema precedente potrà talvolta essere utile perchò in certi 
casi, può darsi che circostanze speciali portino a conoscere » integrali par- 
ticolari Y,, Y.,..., Y, della equazione (7), e allora quando questi siano di- 
stinti le equazioni WY,=0,, Y.=C,..., Y,=C, daranno subito il sistema 
integrale delle equazioni (6). 

Del resto poi, trovati questi n integrali particolari, o integrate le equa- 
zioni (6), rimarrà completamente integrata anche la equazione (7) perchè, 
per la osservazione fatta sopra, ogni altra sua soluzione W(%,, %2,..., %,) Sarà 
una’ funzione degli integrali particolari trovati W,, W.,..., Y,, @ viceversa 
ogni funzione (arbitraria ma derivabile) di questi integrali sarà una soluzione 
della stessa equazione (7). 


Moltiplicatori di Jacobi. 


613. — Nel caso di una sola equazione differenziale di prim’ordine a 


due variabili Mdx +Ndy=0 o £ = A abbiamo veduto ai $$ 396 e seg. 


PROSE TI NE 


VAR RO RI nm > a 
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(pag. 570 e seg.) che esistono sempre infiniti fattori integranti, cioè infiniti 
fattori v tali che moltiplicando per essi la espressione differenziale Ydx—Xdy 
la riducono un differenziale esatto, e questi fattori soddisfano alla equazione 


a derivate parziali se + SL) =0, e godono della proprietà che il quo- 


ziente di due qualunque fra essi, che non differiscano solo per un fattore 
costante, uguagliato a una costante dà l’integrale della equazione data. 
La teoria di questi fattori, che Eulero introdusse per primo. nell’analisi 


pel caso di una equazione - o 2 fu poi estesa da Jacobi al caso dei soliti 
sistemi di equazioni 
(1) de __ de, da, — de dx, | 
RIO CR IE TO 


dando luogo alla teoria dei moltiplicatori di Jacobi. 
Volendo dare un brevissimo cenno di questi moltiplicatori, osserveremo 
che se Y= cost. è un integrale del sistema di equazioni (1), la funzione 


W potrà in infiniti modi porsi sotto la forma v=î essendo M e M, due 


funzioni di x, %,, %2,..., %,, e evidentemente una di queste due funzioni po- 


trà prendersi sempre arbitrariamente. 
Dovendo ora Y soddisfare alla equazione (7) del $ 611, avremo la equa- 


zione 
‘ Ù3} M | 
Aa + X 1 da, i X 2 dx. i a Ateo - X n dr = 0, 


e quindi, osservando che si ha 


d(X,M) 


VITE: Si da, dx, dx, VV 


Mi Li 3(X, M;) 
= ul 


si troverà subito anche 


AX.M) | A(X,M) 
tion i Fri von 


(a (XM) ; 9.) Gta 
“| 9x dr: d%, vr 


Mi 


e si concluderà di qui che se la somma fra parentesi in uno dei due membri 
è nulla lo sarà pure quella fra parentesi dell’altro membro. 


ì, 


ERROR 
Chiamando dunque con Jacobi moltiplicatore del sistema di equazxioni 


(1) ogni funzione M che goda della proprietà che moltiplicando pers} tutte 


le equazioni stesse, i divisori X, X,, Xa,..., X, di de, da,, da,,..., de, sì ri- 


ducono ad altre funzioni X, X,, X,,..., X, che soddisfano alla equazione 


dX dx DI 
o anche se vuolsi chiamando moltiplicatore dello stesso sistema ogni fun- 
zione M che soddisfi alla equazione a derivate parziali 


MX) | IMX) 


(2) dae rta LA pig SOLI 


n) 


+... + Lo, 


e osservando che nel porre la formola «dh sì può sempre prendere per 
| 1 


uno dei due termini M, M, un moltiplicatore del sistema di equazioni (1), 
si potrà evidentemente concludere che ogm? integrale di un sistema di equa- 
zioni differenziali (1) è sempre il quoriente di due moltiplicatori di Jacobi. 

Viceversa poi è facile vedere che 2 quoziente di due moltiplicatori M e 
M, del sistema di equazioni (1), che non differiscono solo per un fattore 
costante, uguagliato a una costante dà un integrale dello stesso sistema di 
equazioni, perchè soddisfacendo essi alle due equazioni 


LEes Ade LAO SORA Lo ) 
9(M,X)  9M;X)) 


) AUX) SOI.) 
dx Lo dx, sh dx, piane LA ia 


UNO M, 
basta moltiplicare la prima di queste equazioni per-e la seconda per — 


M° M° 
e poi sottrarle per dedurne subito l’altra 
M M, M, M 
TT HT AT HT 


X siero DICO + ani UU 


NM 3 
la quale mostra appunto che la equazione == = cost. è un integrale del si- 


M 
stema di equazioni (I; e resta così generalizzata la proprietà indicata sopra che 
dette Eulero pei fattori integranti delle equazioni &£ — C 
Cale. integ. 54 
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I moltiplicatori di Jacobi hanno una parte importante nella teoria delle 
equazioni differenziali, ma noi non possiamo ora fermarci su essi, e ci limi- 
tiamo così ad averli soltanto accennati. 


Sistemi di equazioni simultanee lineari. 


614. — Le considerazioni precedenti sono generali. Nel caso poi dei si- 
stemi di equazioni lineari simultanee è da osservare che quando si applichi 
a queste equazioni il metodo generale di eliminazione dei $$ 601 e 602, 
le equazioni differenziali finali fra la variabile indipendente e una funzione 
soltanto, dalle quali viene a dipendere la ricerca di queste funzioni, saranno 
sempre lineari, e quindi per la loro integrazione potremo applicare i pro- 
cessi che si dettero al Cap. XXVI (pag. 653 e se) trattando delle equazioni 
lineari, 

Così p. es. se si avranno le due equazioni simultanee 


(1) y+3y+a=0,x—y+3=0, 
sì osserverà prima che la seconda ci dà 
y=2x +2, y=2x" +, 
e quindi sostituendo nella prima si ottiene subito l’altra nella sola x 
a'+4x'44x=0, 


che essendo del secondo ordine e lineare, e avendo la equazione caratteristica 
a +4a+4=0,0 (a+2)=0, ha per integrale generale mi C+.) e — 
con C, e C, costanti arbitrarie. 
Determinato così il valore di x, dalla seconda delle equazioni date si ha 
subito, senza nuove integrazioni, y=(C.—C,—C32) e , e si conclude così 
che gli integrali delle due equazioni (1) sono dati dalle formole 


y=(C,—C,+ 032) e 2, a=(0,4+- 022) e 72, 


con ©, e C, costanti arbitrarie. 
Se avessimo avuto invece le due equazioni lineari e del prim ian] 


Y+a—a=0, 2/ +22 +y+2°=0, 


si vede subito che queste combinate fra loro danno luogo all’altra in ter- 
mini finiti y-+2x®=0, per modo che a queste equazioni possono sostituirsi 
le due 


y+2x° =0, Yy +% —e=0, 
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la prima delle quali ci dà subito y=— 2°; e in seguito a questa la se- 
Z 2 
conda diviene x'—=5x, e si ha quindi con y=—22?°, a="5 + € con 


una sola costante arbitraria. 

615. — Aggiungiamo che nel caso speciale dei sistemi di equazioni li- 
neari del prim’ordine si ha un metodo dovuto a D’Alembert, col quale 
senza ricorrere al processo generale di eliminazione dei $$ 601 e 602, la 
determinazione delle funzioni incognite, qualunque sia il loro numero, viene 
sempre ridotta alla integrazione di alcune equazioni lineari del primo ordine. 

Qui però, pure osservando, come ora abbiamo detto, che il metodo si ap- 
plica anche al caso di un numero qualunque di funzioni, per semplicità ci 
limiteremo ad esporlo pel caso di due sole funzioni, ammettendo senz'altro 
che le due equazioni siano ridotte alla forma (*) 


| 4+Py + Qa=V, 


2 
» | x4-P,y4 Q2=V1, 


dove P, Q, V, P,, Qi, V, sono quantità costanti o funzioni conosciute della x. 
Moltiplicando la seconda di queste equazioni per una indeterminata A 
e poi sommandola colla prima si giungerà alla equazione 


(4 +A2)4-(P+AP)y+(Q0+2Q)a=V+XV, 
e se si introduce una nuova funzione incognita # col porre 
y+ia=t,0 y=t—à%, 


allora la equazione precedente si trasforma subito nell’altra 


4 (P+XP,)ft-a[N+(P+XP,)}—(Q+XQ)]=V+XV,, 


talchè, quando si riesca a determinare un valore costante o funzione di x 
per la quantità indeterminata X pel quale si abbia 


(3) I VP? -+(P—Q)—-Q=0, 


(*#) La riduzione a questa forma delle due equazioni lineari e del prim’ordine 
che si avranno da considerare potrà sempre farsi, a meno che non avvenga, come nel 
secondo esempio del paragrafo precedente, che combinando opportunamente le due 
equazioni si giunga a una equazione in termini finiti fra x e le due funzioni inco- 
gnite, nel qual caso però il problema si riduce subito alla integrazione di una 
equazione lineare del primo ordine con una sola funzione incognita. 


Miiio N Li 
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con questo valore di ) la equazione precedente in # si ridurrà subito all’altra 
(4) #4 (P-+XP)t=V+XV, 
che si sa integrare e ci dà 


—f(P+XP,)dx 
(5) i 


J(P+AP,)dx 
ferme dex 4C., 


Ù 


dove C è una costante arbitraria. 

Trovato ora il # e quindi il valore di y+àx, è evidente che valendosi 
della formola y-+Xx=t, le equazioni date (2) potranno ridursi subito la 
prima a contenere la sola funzione y e la seconda a contenere la sola x, 
restando lineari e del prim’ordine; e allora integrandone una, per es. quella 
in x, ciò che potrà farsi con sole quadrature per mezzo delle formole note 
colle quali già abbiamo integrato sopra la (4), troveremo subito il valore di 
x, dopo di che colla formola y=#—% avremo anche il valore di y senz’altre » 
integrazioni. 

616. — Così tutta la difficoltà si ridurrà a trovare un integrale particolare 
della equazione (3) che è di quelle considerate ai $$ 375 e seg. (pag. 544 
e seg.) che chiamammo equazioni di Riccati, per le quali quando si cono- 
sce un integrale particolare si ha subito anche l’integrale generale con sole 
quadrature, dal quale allora possono naturalmente aversi tante soluzioni 
quante se ne vogliono. i 


Tenuto conto di questo, si può osservare che, prese due di queste solu- 
zioni X 0 À, (che talvolta potranno anche essere due integrali particolari tro- 
vati indipendentemente dall’integrale generale), allora insieme alla (5) che 
dà il valore di # che corrisponde alla soluzione X della (3), si avrà il va- 
lore #, di # corrispondente all’altra soluzione A, colla formola 


LET IA DA PX, P.)d 
(O) Ain tro fotine” tl fina 


analoga alla (5); e allora avendosi le due equazioni 


y+\a=t, Yy+Ahz=k, 


avremo subito da queste i valori di y e x colle formole 


7 Lo piani 
0) APREA. (ar 


è i RR dle AMA di ail o 
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senz’altre quadrature, e senza bisogno di ricorrere alla integrazione di una 
delle due equazioni che si possono avere dalle (2) nel modo indicato in 
fine del paragrafo precedente. 

617.— In particolare dunque nel caso in cui i coefficienti P,Q, P, e Q, 
dei primi membri delle equazioni date (2) siano costanti, o anche più ge- 
neralmente siano costanti quelli della (3) o si riducano costanti dividendoli 
tutti per una stessa funzione della x, allora, siccome questa equazione (3) 
è soddisfatta quando per X vi si pongono i valori costanti che sono radici 
della equazione 


(8) PX +P—Q)i_-Q=0, 


si vede che se questa equazione non ha le due radici uguali, si possono 
prendere queste radici pei valori testè indicati di ) e A,. 

Se poi queste radici saranno uguali fra loro, indicando con w il loro va- 
lore comune, potremo prendere questo valore u. per una delle quantità À e A, delle 
quali si ha bisogno nel metodo precedente, prendendo poi per l’altra delle 
stesse quantità X e ), una delle soluzioni che si avranno dall’integrale ge- 
nerale della (3) col particolarizzare in qualche modo la costante arbitraria. 
Del resto, poichè allora la equazione (3) si riduce alla forma X/-+P(X—py)®=0 


Ù 


1 
OVVero = —P, esi ha subito pel suo integrale ar =Px+K ov- 


(A EZIIE 


vero \=y-- STK (con K cost. arbitr.), basterà prendere pel secondo valore 


“A, di A per es. il valore de che corrisponde a K=0; talchè si può ora 
p PIANA PS p p 


evidentemente concludere che quando siano costanti i coefficienti dei primi 
membri delle equazioni date (2) o anche più generalmente siano costanti 
quelli della equazione (8) o si riducano costanti dividendoli per una stessa 
funzione della x, la determinazione degli integrali delle stesse equazioni (2) 
si fa sempre colla massima facilità colla applicazione del metodo che abbiamo 
esposto. 

Così per es. se le equazioni date fossero le due 


(9) y+3y—a=V, z+y+2=V,, 


siccome i loro primi membri sono a coefficienti costanti, si costruirà la equa- 
zione corrispondente alla (8), cioò X?-+-2X-+1=0, che ha le due radici 
uguali a —1, e allora pei due valori di X e À, potremo prendere \=—1, 


lt; e così per le formole (5) e (6) i valori corrispondenti di 


t e t, verranno ad essere i seguenti 
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tene 


all frenato] (rai fore Vizi e*dx +0, 


e quindi per le (7) i valori di y e x che daranno gli integrali delle due 
equazioni (9) saranno i seguenti 


y=(—3x+1)t4+3z8%,, a=3x(t1—t), 


essendo # e #, dati dalle due formole precedenti. 

618. — Infine faremo rilevare che, im casi speciali, particolari artifizî 
potranno condurre a integrare sistemi di equazioni differenziali anche senza 
che vi sia bisogno di ricorrere ai metodi generali che abbiamo dato. 

Così ad es. quando si abbiano da cercare i valori di x, y e x che soddi- 
sfano alle tre equazioni 


ar —(b—c)ya=0, by —(c—-a)xx=0, cx —(a—-b)xy=0, 
@ 
che si presentano in Meccanica, e nelle quali a, 6, c, sono quantità costanti 
e x,y, x sono funzioni incognite di una variabile indipendente #, si potrà 
procedere nel modo seguente. 


S'introduca una nuova funzione incognita 4 colla formola p= I xyadt, 


0 D nya essendo % una costante, e si moltiplichino le equazioni prece- 


denti respettivamente per 2xdî, 2ydt, 2xdt e s'integri fra k e t. 
Si troveranno con cìò le equazioni 


2(0—c) 


e a pia, pa Ele 


densi x? 


_2@-) 
= gt, 


essendo a, f e Y costanti arbitrarie, e quindi per determinare il 4 avremo 
la equazione 


d (2 (0— Act na 
ogni = VCI o La ea pepe e pal, 
ovvero é 
i=k+ i =" SI tIES parco 
Sa 2(a_- ad) 


VO cet 


0946] Det] 


o 


di LTL 


e trovato il 4 con questa integrazione, che richiederà ordinariamente gli in- 


tegrali ellittici, le formole precedenti daranno subito i valori cercati di x, y, x. 

619. — Farò infine notare esplicitamente, per quanto possa anche ap- 
parire superfluo, che tutte le equazioni differenziali che abbiamo considerato 
finora sono state prese ordinariamente come relazioni fra la variabile indi- 
pendente le funzioni e alcune loro derivate, ma potranno anche (come pure 
talvolta fu fatto) essere date invece come relazioni fra la variabile indipen- 
dente, le funzioni e i differenziali di queste quantità, cioè come equazioni 
tutte della forma 


ago rsdedyidann ddp 
3Y, Y 


non dimenticando però allora che quando sì tratta di una equazione fra i 
differenziali di prim’ordine la variabile indipendente può essere lasciata inde- 
terminata, ma quando si tratta di equazioni di ordine superiore bisogna sa- 
pere quale è la variabile indipendente, cioè la variabile i cui differenziali di 
ordine superiore al primo sono tutti zero, ecc. 


SE 
È 
; 

di 
st 


sii, decine tano 


8 pre srb tt 


XXX. 


Equazioni a differenziali totali. 
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620. — Fin qui abbiamo considerato una o più equazioni differenziali 
nelle quali una sola era la variabile indipendente, e le funzioni erano nello 
stesso numero delle equazioni, talchè allora il numero dei differenziali che 
figuravano nelle equazioni, incluso il differenziale della variabile indipendente, 
poteva superare soltanto di una unità il numero delle equazioni. 

Ora tratteremo brevemente del caso in cui si abbia una equazione del 
prim'ordine 


(1) Xdx+Ydy+Zdx=0, 


nella quale vi siano tre differenziali dx,dy e dx, e X, Y, Z siano tre fun- 
zioni note di x, y, x, che ci limiteremo a supporre che siano finite e con- 
tinue insieme alle loro derivate prime nel campo che si considera delle stesse 
variabili x,y e x (*). 

Ripensando a quegli studi del calcolo differenziale nei quali si sono 
presentate equazioni differenziali (superficie ad es. o curve nello spazio), si 
intende subito come, avendosi una equazione differenziale come la (1), que- 
sta in certi casi potrà provenire dalla differenziazione immediata di una equa- 
zione 6(x,Y,«)=0 o da operazioni fatte sulla equazione ottenuta con que- 
sta differenziazione, per modo quindi che ad essa invece di una sola variabile 
indipendente — comesi aveva sempre per le equazioni differenziali considerate 
finora — ne corrispondono due pure indipendenti; ma in altri casi potrà 


(#) Ci fermiamo qui a considerare le equazioni a differenziali totali a tre sole 
variabili, perchè è questo il caso che più comunemente si presenta, ma potrebbe 
trattarsi con facilità anche il caso di più di tre variabili. 


tt, \ 
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darsi invece che la stessa equazione (1) non possa affatto provenire da una 
unica equazione nel modo indicato, ma possa soltanto riguardarsi come una 
equazione che fa parte di un sistema, conosciuto o no, di due equazioni, delle 
quali una sia la equazione stessa e l’altra sia una equazione qualsiasi in 
termini finiti W(x,y,#)=0, o un’altra equazione differenziale qualsiasi, 
come ad es. una equazione lineare e del prim'ordine 


Xdx+Y,dy+Z,dx=0, 


colla quale la equazione data (1) costituisca un sistema di due equazioni 
differenziali simultanee, per modo che vi resti una sola variabile indipendente. 

621. — In altri termini la equazione data (1) in certi casi può avere 
un significato anche quando si lascino come indipendenti due delle tre quan- 
tità x,yY,2, per es. x e y, e la terza x si consideri come una loro funzione 
determinata da una equazione «=(x,y) 0 4(x,y,x)=0 che risulterà poi defi- 
nita dalla equazione (1) stessa; e in altri casi invece, la equazione (1) può 
non avere un significato finchè si voglia conservare la indipendenza fra 
due delle tre quantità x, y,, non potendo essa venire mai soddisfatta da una 
relazione unica fra x,y,% che conservi questa indipendenza; ma anche in 
questi ultimi casi la equazione stessa (1) verrà ad acquistare ancora un signi- 
ficato quando si intenda associata ad un’altra equazione qualsiasi in termini 
finiti o a una equazione differenziale pure qualsiasi, perchè considerandola 
allora come relativa ad un problema al quale corrisponda non già una sola 
equazione differenziale ma un sistema di due equazioni delle quali la prima sia 
sempre quella data (1), se la seconda sarà una equazione in termini finiti qual- 
siasi 9(2,y,z)=0, basterà tenere conto di questa per eliminare ad es. x e dx, e la 
(1) si ridurrà allora ad una equazione differenziale della forma Mdax-+-Ndy=0 
per la quale vi sarà sempre un integrale; e se la seconda equazione sarà una 
equazione differenziale, il problema si ridurrà a quello della integrazione di 
due equazioni differenziali simultanee, del quale già trattammo nel capitolo 
precedente (*). 

Geometricamente parlando adunque (quando i nostri studii si riferiscano 
a superficie o a linee nello spazio) la equazione data (1) può in certi casi 
appartenere a tutti i punti di una superficie di equazione g(x,y,z)=0 ed 
essere soddisfatta quando il punto si muove su questa superficie in un modo 
qualsiasi, esprimendo così una proprietà di questa superficie e di qualsiasi 


(*) S'intende che, come per le X, Y e Z della (1), noi ammettiamo sempre che 
anche tutte le altre funzioni (esplicite o implicite) che qui vengono a figurare siano 
finite e continue insieme a quelle delle loro derivate che occorre di considerare, ecc. 
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linea tracciata su di essa; mentre in altri casi invece la equazione stessa (1) 
può non appartenere a nessuna superficie ma essere soddisfatta soltanto 
quando il punto (x,Y,%) si muove su certe linee speciali nello spazio in nu- 
mero infinito che abbiano tutte una proprietà comune espressa dalla equazione 
stessa (1); e sistemi determinati di queste linee esisteranno su qualsiasi super- 
ficie @(x,y,4)=0, ma per ogni superficie il movimento del punto (x,Y,2) 
non potrà farsi che restando su queste linee determinate. 

Queste osservazioni generali, dalle quali apparisce che le equazioni dif- 
ferenziali (1) hanno sempre un significato salvo però ad appartenere, nel caso 
geometrico, ora ad una superficie ora ad un numero infinito di linee, furono 
fatte da Monge. Prima di lui si riteneva che le equazioni (1) non avessero 
significato — e si chiamavano perciò equazioni assurde — tutte le volte che i 
loro coefficienti non verificavano quella equazione che troveremo fra poco 
come la condizione necessaria e sufficiente affinchè la (1) stessa possa essere 
soddisfatta da una relazione unica fra x,y e x. 

622. — Noi non ci occuperemo del caso in cui la equazione (1) non 
può essere considerata altro che associandola ad una relazione in termini 
finiti o differenziali in x,y e x, poichè si ricadrebbe nei casi già trattati 
che comportano una sola variabile indipendente. 

Ci occuperemo invece del caso in cui la equazione (1) può essere sod- 
disfatta da una relazione unica 9(x,y,4)=0 fra x,y e 2, nel qual caso più 
specialmente la (1) viene detta equazione a differenziali totali, e cercheremo 
la condizione necessaria e sufficiente perchè questo accada, dando al tempo 
stesso il processo da seguirsi per trovare effettivamente l’integrale quando 
questa condizione, che si dirà la condizione d’integrabilità della (1), è sod- 
disfatta. 

623. — Osserviamo perciò dapprima che se alla equazione (1) deve cor- 
rispondere una equazione in termini finiti 9(x,y,z)=0 che definisca una 
funzione x=(x,y) delle due variabili indipendenti x e y finita e continua 
insieme alle sue derivate parziali del prim’ordine p e q nel campo che si 
considera, allora, avendosi da questa de=pdx+9dy, dovrà essere, qualun- 
que siano dx e dy, 


(X+pZ)dx+(Y+q92)dy=0; 


e poichè questa equazione, per essere in essa dx e dy qualsiansi, si scinde 


nelle due | 
(2) X+pZ=0, YHqZ=0, 


che devono essere soddisfatte contemporaneamente dalla funzione integrale 
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(x,y), si comprende subito anche di qui come in molti casi possa non esistere 
una funzione (x,y) di due variabili indipendenti x e y che soddisfi alla 
equazione data (1); perchè questa nel fatto corrisponde non a una sola equa- 
zione ma a due, e per essa non può quindi aversi un integrale (x,y) altro 
che in quei casi nei quali queste due equazioni ammettono una soluzione 
comune. 

Quando una tale funzione (x,y) integrale della equazione (1) esiste, a 
meno che per essa non sia Z=0, il che — quando, come supponiamo, p e q 
non possano essere infiniti — porterebbe allora in forza delle (2) che per la stessa 

1 1 X o 
funzione si avesse anche X=0, Y=0, dovremo avere p=— VA esi 
e derivando la prima di queste equazioni rispetto ad y e la seconda rispetto 
ad x si giungerà subito alla equazione 


A) ee 


la quale coll’eseguire le derivazioni e sostituire per p e g i valori prece- 
denti conduce subito all’altra 


OY 0Z 04 9dX OX IY 
% a ai 
e questa condizione — che dovrà essere soddisfatta identicamente o almeno 


dalla funzione particolare x(x, y) che si ammette che soddisfi alla (1) — si 
presenta dunque intanto come la condizione necessaria per l’esistenza di 
una funzione (x, y) delle due variabili indipendenti x e y che soddisfi alla 
equazione stessa (1). 

Essa poi evidentemente varrà anche pel caso in cui per questa funzione 
z(x, y), quando esiste come integrale della (1), si abbia Z=0, perchè allora, 
come abbiamo già notato, a causa delle (2) e come anche si vede subito 
dalla (1) che si suppone soddisfatta qualunque siano x e y, di necessità do- 
vremo avere anche X—=0 e Y=0, e quindi la stessa condizione risulterà 
subito soddisfatta. 

S'intende poi che quando l’integrale 9(x,9,2)=0 della equazione (1) 
non dia luogo a una funzione (x', y) che soddisfi la equazione stessa, ciò che 
avverrà quando esso non contenga la x ma sia una equazione della forma 
fc, y)=0, allora invece che da x potremo partire da x o da y considerate 
come funzioni delle altre due variabili y e %, o x e x, e giungeremo an- 
cora alla formola (3) che si presenta quindi sempre come condizione neces- 
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saria per l’esistenza dell’integrale della (1), potendo ancora darsi in ogni 
caso che anzichè essere soddisfatta identicamente essa risulti soddisfatta sol- 
tanto in forza della relazione fra le variabili che viene stabilita dall’integrale. 

624. — Per mostrare ora che la condizione trovata (3), quando è iden- 
ticamente soddisfutta, è anche sufficiente per l’esistenza dell’integrale della 
equazione (1), osserviamo intanto per prima cosa che se il primo membro 
della stessa equazione fosse un differenziale esatto rapporto alle tre varia- 
bili x,y,x considerate come indipendenti, la (3) sarebbe subito soddisfatta, 


e allora determinando l’integrale 9(x,Y,4)= Il (Xdx+Ydy+Zdz) del suo 


primo membro coi processi del cap. XVII (pag. 440 e seg.) si avrebbe su- 
bito anche l’integrale della (1) che verrebbe dato dalla equazione 9(x,Y,x)=cost. 

Quando poi il primo membro della equazione data (1) non è un diffe- 
renziale esatto, ma ciò non ostante la (3) è ancora soddisfatta identicamente 
qualunque siano i valori di x,y e x almeno in certi campi (*), ci è facile di 
dimostrare che allora esiste sempre un fattore ) che rende il primo membro 
della (1) un differenziale esatto, e così per la stessa equazione si viene a 


ricadere nel caso ora indicato e pel suo integrale si ha allora la equazione 
I \(Xdx+Ydy-+-Zdz)=cost., per modo che resta così assicurato che in ogni 


caso la equazione (3), quando sia identica, è sempre condizione sufficiente per 
l’esistenza dell’integrale della equazione (1). 

Ora per mostrare che, quando la condizione (3) è soddisfatta identica- 
mente, esiste sempre un fattore integrante del primo membro della (1), con- 
sideriamo la espressione differenziale Xda-++Ydy senza curarci della varia- 
bile x che in essa potrà figurare, e che pel momento dovrà essere considerata 
come un parametro costante; e escludendo il caso in cui X o Y siano-identi- 
camente nulle, osserviamo che la espressione stessa per quanto dicemmo al 
cap. XXII (pag. 570 e seg.) ammetterà sempre infiniti fattori integranti; e 
quando si supponga determinatol’ integrale della equazione Xdx +4 Y dy=0 
sotto la forma «(x,y,)==cost., per uno di questi fattori 4 potremo prendere 


19% 10, 


(4) EEXO Rey agli 


e per questa funzione w avremo naturalmente 


(#) Questi campi sono quelli nei quali X, Y,Z sono finite e continue insieme alle 
loro derivate prime. 


elle {ff fprcra: 


o(uX) _0o(LY) TAI URANIO xi 


dg n Gaz (3g — 30) = da ° dy 


Perchè la stessa funzione w fosse anche un fattore integrante dell’intiero 
primo membro Xdx-+Ydy+Zdx della (1) bisognerebbe che avessimo anche 


(n Y) _ dz) e ino) a GIS) ma poichè questo in generale non sarà, 


"E dv da 
d(LY) o(aZ) (eZ) URL) 


indicheremo con 9g e » le differenze une nina 00 
porremo 
19) RAPE Co e 
dx dY dx dx 


e g e h almeno in generale saranno diversi da zero. 
Queste due formole, a causa delle (4), potranno anche scriversi sotto la 
forma 


Pu 92) d(eZ) Pu 


(5) RE re MENO 2 
e derivando la prima di queste rapporto ad x e la seconda rapporto ad y 
ne dedurremo subito la formola SI = se , la quale ci mostra che la espres- 


sione Rde—g9dy sarà il differenziale esatto di una funzione 60(x,y,) che 
potrà trovarsi coi processi del ricordato cap. XXXII, e trovata questa fun- 
i 0 È) 
zione 0 si avrà HA pe SII 

dY 


dx 
Ora avendosi le tre equazioni 


È om _ eb ‘x96 


lay da) da dy” 
PAGLIA VO AAT 
ea a) Lap Tarta 
CIME N dw 
ae Pr anita ii: 


moltiplicando la prima per Z, la seconda per X e la terza per Y e tenendo 
conto della (3) che si suppone soddisfatta identicamente, avremo Xg--Yh=0, 
mu 00 9 6 
e FIA ar vii 
Ma per quanto dicemmo al $ 611 (pag 852-53), essendo, come suppo- 
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niamo, u=cost. l’integrale della equazione differenziale Xdx+Ydy=0, la 
funzione È chesoddisfa alla equazione precedente xo —_Y A =0 verrà ad es- 
sere necessariamente una funzione di w, cioè col valersi della formola u=u(x,Y,4) 
la funzione 0(x,y,) per mezzo di eliminazioni dovrà ridursi ad una funzione 
f(u) della sola «; e per questo avendosi allora h=f'(v) Li g=—f'() do, 


le due equazioni (5) si trasformeranno subito nelle altre 


SE sh fe) —u2) ala (3 +/(0)—e2) 0, 


Ni . 


le quali ci mostrano che quando la condizione (3) è identicamente soddi- 
sfatta, la espressione - f(u—wZ non potrà contenere x e y, e quindi 


dovrà essere una funzione della sola x che potremo indicare con —q(2). 
Per questo dunque si avrà la formola 


ua=S" 4 fu) +7(2), 
la quale ci permette di dire che, sotto la ipotesi che la equazione (3) sia 
cu 
dx 
per mezzo della formola u=%(x,y,) si ridurrà alla somma /(u) + (4) di due 
funzioni una della sola « e l’altra della sola x che, volendo, potranno anche 


identicamente soddisfatta, la differenza wyZ— — colla eliminazione di @ 0 y 


trovarsi coì processi seguiti per arrivare a questa formola; e per conseguenza 
il primo membro della nostra equazione (1) dopo moltiplicato per w sì ridurrà 
alla espressione differenziale du +[f(v) +7()]d che, essendo nelle due sole 
variabili u e x, ammetterà un fattore integrante funzione .di queste variabili 


che potremo indicare con n quindi si può ora evidentemente affermare che 


esisterà sempre una funzione X tale che moltiplicando per essa il primo membro 
della equazione (1), questo primo membro si ridurrà ad un differenziale 


esatto in v e i |du+ [A +=G)]dx 


volevamo, ci dà subito al tempo stesso anche l'integrale della equazione data 
(1) perchè evidentemente questo integrale verrà ad essere dato dalla formola 


DI du 
I i iu4(v2-S ja 


, ciò che, oltre a dimostrare quanto 


=c0stì., 


du+[f()+ n) { co, 3] i 


CRI 
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nella quale l'integrale che vi figura si determinerà coi soliti processi del 
cap. XXII più volte ricordato. 

E si può notare che per la determinazione dell’ Ana fattore integrante 
) e quindi anche dell’integrale della (1) basterà sapere trovare il fattore 
integrante n di Xdx-+Ydy in x,y e « (x però allora considerato come 


costante), e altro È di du+[f()+z(2)]dx in » e x, essendo /(V)+ 7) la 


differenza pÈ" che risulterà di questa forma in seguito ad una elimi- 


nazione dopo che sarà stato determinato l’integrale u(x,y,z)==cost. della 
equazione Xdx + Ydy=-0, dal quale si avrà pure il fattore 4 colle formole (4). 

625. — Le considerazioni che abbiamo esposto mentre ci mostrano che 
la equazione (3), quando è identicamente soddisfatta (*), ci dà la condizione 
necessaria e sufficiente per la esistenza dell’integrale della equazione a dif- 
ferenziali totali (1), ci dànno dunque anche un processo per la determina- 
zione di questo integrale; però questo processo sarà il più spesso puramente 
teorico a causa delle difficoltà che ordinariamente presenterà la determina- 


zione dei due fattori integranti | un quindi converrà valersi di artifizî 


speciali per trovare lo stesso integrale. 

S’intende però che come siamo partiti dalla espressione Xdx+Ydy am- 
mettendone trovato un fattore integrante w, potremo partire invece dall’altra 
Ydy+Zdx o anche dall’altra Zdx + X.dx, e converrà sempre naturalmente 
partire da quella di queste tre espressioni differenziali che darà luogo a 
minori difficoltà. 

626. — Tutto questo nei casi nei quali due dei tre coefficienti X, Y,Z 
non siano identicamente zero, non essendo naturalmente neppure da parlare 
del caso in cui fossero edenticamente zero tutti e tre. 

Quando poi due di questi coefficienti p. es. X e Y siano identicamente 
zero, la condizione (3) sarà ancora soddisfatta perchè allora sarà anche cer- 
tamente Do i = =0,e l’integrale della equazione (1) esisterà pure e questo 
integrale sarà x=cost. Però in questo caso potrà riguardarsi come integrale 


(#) Considerando ora la equazione (83) quando è identicamente soddisfatta, e di- 
cendo che allora è condizione necessaria per la esistenza dell’ integrale della (1) 
s’ intende che si tralascia di parlare di quegli integrali che quando la (3) non è iden- 
tica possono corrispondere alle funzioni che risultino definite da questa equazione 
e che talvolta (ma non sempre) soddisfano effettivamente alla (1), come faremo 
rilevare fra breve al $ 627. 
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anche la relazione fra 2,y e x che si avrà dalla equazione Z=0 che non potrà — 
essere una identità, per quanto propriamente il resultare allora soddisfatta la 
equazione (1) da queste relazioni non provenga dai legami che essa stabilisce 
fra i differenziali come equazione differenziale, ma dalla natura e forma spe- 
ciale che avranno i suoi coefficienti X,Y e Z. 

E se X e Y saranno zero soltanto in forza di relazioni speciali che si 
abbiano fra x, y e x, allora la x=-cost. sarà sempre integrale della equa- 
zione data per quei valori speciali della costante pei quali X e Y restino zero 
per valori qualsiasi di x e y, e la condizione (3) rimarrà ancora soddisfatta per- 
chè allora per gli stessi valori costanti di x avremo Sy = no. 

E nello stesso caso, se in forza di quelle relazioni speciali fra x,y ex 
per le quali fossero zero X e Y risulterà anche Z=>0 le, relazioni stesse po- 
tranno esse pure considerarsi come integrali della stessa equazione (1), e 
anche in questo caso di Z=0 la relazione (3) sarà sempre soddisfatta. 

627. — Infine aggiungiamo che mentre dalle considerazioni esposte ri- 
sulta che la condizione (3) quando sia identica dà sempre la condizione ne- 
cessaria e sufficiente per l’esistenza dell’integrale della (1), e allora questo 
integrale contiene una costante arbitraria, quando invece la stessa equazione 
(3) non sia una identità la equazione (1) potrà avere ancora un integrale, 
ma questo non conterrà costante arbitraria, e non potrà essere dato che 
dalla equazione stessa (3) la quale, non essendo una identità, darà luogo 
appunto a una relazione della forma Y(x,y,x)=0 e definirà una delle tre 
variabili x,y, in funzione delle altre due; però per assicurarsi che la (83) 
sia effettivamente un integrale della stessa equazione (1) converrà fare le 
opportune verificazioni, e lo stesso integrale non conterrà alcuna costante 
arbitraria. 

S'intende poi che in tutti questi studî vengono escluse quelle soluzioni 
della equazione (1), che pure talvolta potrebbero esservi, per le quali alcune 
delle funzioni o delle formole che vengono a figurare negli studî stessi presen- 
tano qualche singolarità, come ad es. quelle soluzioni per le quali i fattori 


integranti w o— diventassero infiniti ecc.; e per tali soluzioni bisognerà fare 
' p: 


studî e considerazioni a parte. 


628. — Per dare un esempio semplice di integrazione di equazioni a dif- 
ferenziali totali, cerchiamo l'integrale della equazione 
(6) aby—ca)da+b(ca—ax)dy+c(ax—by)da=0. 


Seguendo per questo il processo indicato nel $ 624, prenderemo prima 
a considerare la espressione differenziale a(by—c2)dx+b(cx—ax)dy con- 


SIM > Ya Mg 


siderandovi in essa x come un parametro costante; e osservando che l’in- 
CA— 0% 


tegrale della equazione a(by—e2)da +0(ca — aa)dy=0 è vr gi ASOST, 
Yy— CX 
si vedrà subito che ora sarà = ©—®® RTTETÀ: e avendosi 
by—ca (by — ca) 
du 9 SE 
quindi ora w.Z — 3; LE00, la espressione La Salta sì ridarrà a du, e 
per quanto dicemmo in fine del $ 624 l’integrale cercato della equazione (6) 
È az — ba 
sarà u=cost. 0 es = cost., la costante del secondo membro restando 


arbitraria. 

Osservando poi che il fattore integrante y. diviene infinito quando sia 
by—cx=0, sarà anche da vedere per l’osservazione che facemmo in fine del 
paragrafo precedente se questa relazione possa corrispondere a un integrale 
della (6), e difatti si trova che vi corrisponde. Essa del resto si ha come 


DIgE — ba 1 
caso limite anche dall’integrale7—_, =©08t perchè corrisponde al caso 


in cuì la costante del secondo membro è infinita. 

629. — Le difficoltà. più gravi per la integrazione della equazione a dif- 
ferenziali totali (1) col processo generale del $ 624 quando la condizione 
d’integrabilità (3) è identicamente soddisfatta, si avranno, come abbiamo già 
notato, per la determinazione che occorre di fare dei fattori integranti di 
due espressioni differenziali a due variabili e per una eliminazione che pure 
è necessaria. 

È utile perciò di presentare anche l'osservazione seguente, per la quale 
in dati casi, si giungerà subito alla integrazione della equazione data (1). 

Osserviamo cioè che facendo un cambiamento di variabili colle formole 


(7) o—t(U,0,0), y=Y(ujv;w), a=2(U,0,v); 
la equazione (1) si ridurrà all’altra 


Adu4-Bdv4+Cdw= 
nella TRE sarà 


dY dx du 0Y dx 
A=XSC o viL4 asse, 2) B—xi ° O GI Gi ei ii 
e poichè quando per la equazione (1) sia soddisfatta la condizione d’inte- 
grabilità (3), esisterà un fattore integrante X del suo primo membro, anche la 
nuova espressione Adu-+Bdv4-Cdw ammetterà un fattore integrante che 
sarà lo stesso ) espresso ora per w,v,2 per mezzo delle (7), e invece della 
(1) potremo prendere a integrare la nuova equazione (8) che in certi casi 
potrà essere più facilmente integrata. 


Cale. integr. 55. 
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În particolare quindi questa equazione s’integrerà immediatamente quando 
il suo primo membro venga ad essere della forma 


(1) f(0 0) du +0 (fvw) dv + fr,0)dw)}, 


perchè allora questo ammetterà il fattore integrante *), e l’inte- 


SEE 
6, () f(0,%) 


grale della equazione (8) sarà dato dalla formola 


0(%) pa fio, 0) fs, hO) 1, = co 
fia fu vw) t Foro)” di 


salvo a dovere considerare come integrali anche quelli corrispondenti ai va- 


lori costanti di « che annulleranno 6,(v), e quelli in .v e w pei quali si 
abbia /(v,ew)=0 quando per questi si abbia anche f;(v,w)dv+-fs(v,w)dw=0. 
630. — Questa osservazione in casi particolari può tornare utilissima. 
Così ad es. se la equazione data (1) sarà omogenea rispetto ad 2,Y,%, 


«cioè se X, Y,Z saranno funzioni omogenee dello stesso grado » rispetto alle 
variabili, fatta la trasformazione 


LI 


CUM Une 
avremo 


EZRA 


essendo X,,Y,,Z, le funzioni delle sole v e ww che si avranno dalle X,Y,Z 
sostituendovi. per x,y e x respettivamente 1,v e 2; e quindi la espressione 
data Xdx+Ydy+Zdx si trasformerà nell’altra 


u(X+Yv4Zw)du+u"t!Y,dv+u"+!Z,dw, 


e così per la osservazione precedente si potrà senz’altro affermare che l’in- 
tegrale della nostra equazione omogenea sarà dato dalla formola 


(#) Questo può affermarsi perchè quando si ha una espressione differenziale 
o(UAduktT(v,wdv+r(V,wvdw 


per la quale siamo sicuri che ammette un fattore integrante G, dovremo avere le 
formole 


GG 936 31,720 
demi ner tra oslta sa 


e l’ultima di queste a causa delle due prime, ci darà subito De. —S3, ciò che 
v 


prova che la espressione stessa sarà già un differenziale esatto. 


O 
i 


TO 


Agi 
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0° 
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Yidv+4 Z,dw 


logu+ XFYekZw = cost. 


® Oltre a questo poi si avrà anche l'integrale x=0 quando per x=0 le Y e Z 
si annullino e la X non presenti singolarità, e si avrà pure come integrale 
«la equazione inve rw X,+-Y,v+Z,0=0 quando insieme a questa si abbia 
um VidokZ4dw=0. | 

i E questi integrali si avranno subito espressi per x, Y e x sostituendo ad 


% 
3 Uu,v e w respettivamente x, È 07 


a SERE a a 


SIATE, ESS 
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Brevi studi sulle equazioni a derivate parziali 


Considerazioni generali. 


631. — Come abbiamo detto altre volte, le equazioni a derivate parziali 
sono quelle nelle quali figurano derivate parziali di funzioni di due 0 più 
variabili indipendenti, sia del resto che anche queste funzioni vi compari- 
scano effettivamente o no. 

Nel caso dunque di una sola funzione x di » variabili indipendenti 
Xx yCoy +++, la forma generale delle equazioni a derivate parziali sarà la 
seguente 


da dx di dx 9% ESSO )=0 
i PS 


LC Lo ® 00 X, SE Pa | a o 0. FS 00. 
r( MI I RO 


e l'ordine di questa equazione sarà dato da quello delle derivate di ordine 
più alto che vi compariscono; e nel caso poi di più funzioni x, #, %, ... invece 
di una sola di queste equazioni se ne avranno pel solito tante quante sono 
le funzioni, e ciascuna di esse potrà nello stesso tempo contenere più fun- 
zioni e le loro derivate. 

Sistemi inoltre di più equazioni a derivate parziali potranno aversi, in 
certi problemi, anche quando si abbia una sola funzione incognita; come ad 
es. nel caso in cui si abbiano da trovare funzioni che siano integrali comuni 
a più equazioni, o superficie che abbiano ad un tempo varie particolarità 
dipendenti da equazioni a derivate parziali, ecc. 

632. — Il problema di calcolo integrale che le equazioni a derivate Ali 
conducono a proporsi quando si ha una o più di tali equazioni con una o 
più funzioni incognite, sarebbe naturalmente quello di trovare le equazioni 
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in termini finiti che loro dànno origine, o in altri termini trovare le fun- 
zioni che insieme alle loro derivate parziali soddisfano alle equazioni stesse; 
però malgrado gli studî estesi che si sono fatti, il numero dei casi nei quali 
il problema, posto in questo modo, della integrazione delle equazioni a deri- 
vate parziali ha potuto effettivamente risolversi, anche quando si tratta di 
una sola equazione, è limitatissimo. Inoltre, anche in quei pochi casi i metodi 
che si sono dati per risolvere i detti problemi sono il più spesso accompa- 
gnati da difficoltà pratiche tali da farli restare non di rado puramente teorici ; 
talchè la teoria della integrazione delle equazioni a derivate parziali, anche 
tenuto conto dei più moderni resultati che si sono ottenuti, specialmente dal 
lato pratico può dirsi finora incompletissima. 

Si aggiunge poi che, posto il problema nel modo testè indicato, quando 
coi metodi che si conoscono si è giunti a trovare l’integrale più generale 
di una data equazione a derivate parziali, bene spesso la conoscenza di questa 
integrale (che, invece di contenere costanti arbitrarie come nel caso delle 
equazioni differenziali ordinarie, contiene funzioni arbitrarie) non riesce quasi 
di alcun vantaggio in quei problemi di Analisi, di Geometria, di Meccanica, 
di Fisica matematica ecc. nei quali si presentano equazioni a derivate parziali, 
quando le funzioni che allora sono da determinarsi, oltre a soddisfare a 
quelle equazioni devono soddisfare al tempo stesso ad altre condizioni, come 
p. es. a speciali condizioni ai limiti; poichè in questi casi la determinazione, che 
pure converrebbe fare, delle funzioni arbitrarie portate dalla integrazione onde 
rendere soddisfatte tutte le condizioni proprie della questione che si tratta, 
presenta essa pure il più spesso difficoltà che l’Analisi non ci dà il modo 
di superare. 

633. — È perciò che, — pure attribuendo sempre una importanza grandis- 
sima al problema d’integrazione delle equazioni a derivate parziali anche 
sotto il punto di vista sopra indicato, specialmente per quelle questioni nelle 
quali non si richiede poi la determinazione delle funzioni arbitrarie portate 
dalla integrazione —, si è presa a trattare l'integrazione delle equazioni a de- 
rivate parziali anche sotto un secondo punto di vista interessantissimo. 

Anzichè proporsi cioè di determinare prima tutta la categoria di funzioni 
che soddisfano a date equazioni a derivate parziali senza alcuna limitazione 
a priori, riservandosi di togliere dopo mediante le ulteriori condizioni delle 
quali sopra si è detto la tanta generalità che le soluzioni ottenute compor- 
tano, per giungere così alle funzioni che corrispondono alla questione speciale 
che si deve trattare, si sono posti altrimenti i problemi d’integrazione delle 
equazioni a derivate parziali; cercando cioò di determinare — indipenden- 
temente dalla conoscenza di tutte le grandi classi di funzioni che soddisfano 


a quelle equazioni — soltanto quelle funzioni speciali o classi di funzioni 
che oltre a soddisfare alle equazioni medesime soddisfano nello stesso tempo 
ad altre condizioni date, per modo così da escludere fino da principio tutte 
quelle soluzioni integrali che fossero estranee alla questione che si ha da 


trattare; ed è ponendosi in questa via che sì sono potuti risolvere molti 
problemi interessantissimi dell’Analisi, della Geometria, della Meccanica e 
della Fisica matematica. 

Gli studî rivolti in questo senso però appartengono più specialmente 
all’alta Analisi, come propriamente all’alta Analisi può dirsi che appartengono 
anche la maggior parte di quelli pure estesissimi che già si hanno intorno 
alla integrazione delle equazioni a derivate parziali anche pel caso in cui ci si 
attiene al primo punto di vista indicato sopra; e noi, rimandando per tutti 
questi studî ai trattati e memorie speciali, ci limiteremo qui ad esporre 
soltanto pochi risultati d’ordine generale che, per quanto possano dirsi ormai 
vecchi, non cessano però di avere ancora una particolare importanza; e sono 
tutti relativi soltanto al caso in cui si ha una sola equazione a derivate 
parziali e si tratta d’integrarla attenendosi al primo dei punti di vista sopra 
indicati, quello cioè della determinazione di tutta la categoria di funzioni che 
soddisfano a quella equazione. 


Equazioni che contengono soltanto derivate 


relative a una stessa variabile o che si riducono a queste. 


634. — Avendosi una equazione della forma 
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che, oltre alle variabili indipendenti x,,%,,...7, e alla funzione x (che pos- 
sono anche mancare), contenga alcune derivate parziali di x prese però tutte 
rispetto a una stessa variabile x,, s'intende subito che la sua integrazione 
potrà farsi come se fosse una equazione differenziale ordinaria, consideran- 
dovi come parametri costanti tutte le variabili all'infuori della «,, perchè 
allora è appunto in questo concetto che le derivazioni parziali rispetto ad «, 
devono intendersi eseguite nella funzione integrale. 

Le costanti però che dovranno comparire nell’integrale così determinato 
basterà che figurino come costanti nella derivazione rispetto ad x,, e quindi, 
onde l’integrale stesso abbia tutta la generalità che può comportare, al posto 
delle costanti arbitrarie bisognerà porre altrettante funzioni arbitrarie delle 
altre variabili 1,42, ...}%,_1)0r41)0:n: 
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Così p. es. trattandosi della equazione a due variabili x e y 
0° dx 
di adorata, 


ovvero 27+yp=0 quando si usino le solite caratteristiche di Monge p, 9,78 e 4 
per rappresentare le derivate prime e seconde di x, si osserverà che quando 
sì consideri y come costante si ha con una prima integrazione 


dx HM 
log p= log 37 = —yloga+logg(y), ovvero p= 3 = (Ya, 


essendo %@(y) il simbolo di una funzione arbitraria di y; e di qui, conside-. 


rando sempre y come costante, per y diverso da 1 si trova 


MTA 


essendo {'(y) il simbolo di un’altra funzione arbitraria; e da questa si avrà 4 
VALSA 


gol 
635. — Vi sono poi anche dei casi in cui le equazioni date sebbene 


anche quando y=1 sostituendo però allora log x a 


contengano derivate prese rispetto a più variabili si riducono facilmente al 
caso precedente con più integrazioni successive, ciascuna relativa ad una 
sola variabile, come apparisce chiaramente dai seguenti esempì. 

1° Se si avrà la equazione 


dx da 
(1) Sad Ernici ovvero s4+xp="0, 
si osserverà che ponendola sotto la forma + px=0, si cade subito nel caso 


precedente, e quindi con una integrazione rispetto ad y si avrà intanto 


d% dx 
logp=log3= = —&y+logp(w), ovvero p=3= 90) ev. 


essendo (x) una funzione arbitraria di #4; ed ora, essendo ancora tornati 
nel caso precedente, con un’altra integrazione rispetto ad «x sì troverà 


:YO)+ [eleva 


essendo g(x) e Y'(y) i simboli di due funzioni arbitrarie; talchè l’integra- 
zione della equazione data (1), essendo ora ridotta alle quadrature, può dirsi 
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effettuata, per quanto l'integrale che comparisce in x non potrà determi- 
narsi altro che volta per volta dopo di avere assegnato un valore speciale 
(qualsiasi) alla funzione arbitraria 4(w). 
2.0 Similmente se si avrà ad es. la equazione a derivate parziali del 
quart’ordine 
dx 


datdy È NE 23 cage 


(2) 


per ricadere nel caso del paragrafo precedente basterà osservare che questa 
può porsi sotto la forma 


9% or 
8a dr=24%, 
dY dY 
dx : 
dovegi= 3} € allora, osservando che questa equazione può anche scri- 
XL 
versi sotto la forma 


ai : Po 200 2rt_ax= 


2 


e prendendo r— x come funzione incognita, si vede che siamo nel caso di 
una equazione differenziale ordinaria lineare e senza secondo membro, la 
cui equazione caratteristica a@—3a--2=0 ha per radici 1 e 2; e si conclude 
perciò subito che 


2 


r—axa=%(x) e” +Y(x) e? ovvero 2490) e" + W(e) e? 


essendo (x) e Y (x) i simboli di due funzioni arbitrarie. 
Di qui allora si trae subito 


sa 
e quindi 


= Treo far sta (2)de + e? ff VOLA VI (4), 


essendo 6(y) e x(y) nuove funzioni arbitrarie, e si può anche scrivere 


= PI) e" Lala) e" 40M) + (9) 


TI E TO VITO PE I 
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rappresentando coi simboli X(x) e p(#) le funzioni arbitrarie. { de | 0(0) de 


LI 


e j dx [ YW(x)dx; talchò si ha così l’integrale della (2) con quattro funzioni 
arbitrarie. 


Equazioni a derivate parziali del prim'ordine in generale. 


Integrale generale. Integrale completo. 


636. —. Ricordando che, come si vide nel calcolo differenziale al $ 189 
[pag. 259 e seg.], la eliminazione di una funzione arbitraria fra una equa- 
zione in termini finiti a due o più variabili indipendenti e le sue equazioni 
a derivate parziali immediate del prim’ordine dava origine a una equazione 
a derivate parziali pure del prim'ordine 


(7) fi, %; LARE e =—|)= 
) VAL NORCROR,) €05) b) b) DICI 2 
dx, dx dx, 
diremo ora inversamente che una relazione in termini finiti 


(2) pisana 0 


fra le variabili indipendenti «,,%3,...,0, e la funzione x costituisce /’inte- 
grale generale di una equazione data (1) quando la funzione x(x,,%2,...3%n) 
che s'intende che possa dedursene, oltre a verificare identicamente la equa- 
zione stessa (1) è tale che attribuendo ad una delle variabili indipendenti, 
p. es. alla «,, un valore determinato 4, scelto a piacere, il valore che ne 
risulta per x è uguale ad una funzione data ad arbitrio G(x,,%2,...,%,1) 
delle altre w—1 variabili indipendenti; e si dimostra che, almeno finchè si 
resta in dati campi colle variabili %,,%2,...,%, e #, questo integrale esiste ed 
è unico (*). 

E quelle scluzioni speciali della (1), quando vi siano, che non possano 
provenire dall’integrale generale si dicono soluzioni singolari della stessa 
equazione (1). 

637.— Ricordando poi che si trovò pure che anche colla eliminazione 
di n costanti arbitrarie fra una equazione in termini finiti a 7 variabili 


(#) Nel caso della equazione f(x,Y,%,p,9)==0, quando si ‘considera come rela- 
tiva ad una superficie, si viene a dire che si può dare arbitrariamente su un piano 
x=@ 0y=f parallelo ai piani coordinati yz o x una curva arbitraria z=G (y), 
o z=G(x) per la quale la superficie deve passare, e allora la superficie o l'inte- 
grale esistono e sono perfettamente determinati. 


cai dia = a 
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indipendenti e le sue n equazioni a derivate parziali del prim'ordine che se ne 
deducono colla derivazione immediata, si giunge ad una equazione a derivate 
parziali del prim’ordine, chiameremo con Lagrange entegrale completo di una 
equazione a derivate parziali del prim’ordine (1) ogni relazione in termini finiti 


(3) PW) T2,-- Cnn Wy dA 0 


fra le variabili indipendenti, la funzione e n costanti arbitrarie 4,,49,...;4,134; 
quando la funzione x da essa definita soddisfi alla equazione data qualun- 
que siano le costanti, per modo quindi che eliminando queste costanti fra 
la equazione stessa (3) e le sue 7 equazioni a derivate parziali immediate 
del prim'ordine 


oo eo OP Ugo AIDA) 


(4) anna miri 1 a 


sì torni ad ottenere la equazione data (1). 

638. — Questa distinzione fra l’integrale generale e l'integrale completo 
di una equazione a derivate parziali del prim’ordine era naturalissimo di 
farla in vista dei due modi differenti coi quali può darsi origine alle equa- 
zioni a derivate parziali del prim’ordine, colla eliminazione cioè della funzione 
arbitraria, e colla eliminazione delle costanti arbitrarie. 

È poi degno di nota che, come dall’integrale generale che contiene una 
funzione arbitraria si possono sempre evidentemente dedurre infiniti inte- 
grali completi della stessa equazione (1), così inversamente dall’integrale 
completo di questa equazione, che contiene soltanto » costanti arbitrarie, sì 
può sempre dedurre un integrale che contiene invece una funzione arbitraria 
e che come vedremo, coincide, almeno ordinariamente, coll’integrale generale. 

Questa proprietà importantissima, in forza della quale dalla conoscenza 
di un integrale particolare con » costanti arbitrarie di una equazione a de- 
rivate parziali del prim’ordine (1) si passa ordinariamente e con sole eli- 
minazioni all’integrale generale con una funzione. arbitraria, si dimostra 
con un metodo dovuto a Lagrange che fu già esposto da noi nel calcolo 
differenziale nel ricordato $ 189 [pag. 259 e seg.], e che in sostanza non è che 
un metodo di variazioni di costanti arbitrarie. 

Nella formola (8) cioè, che si suppone essere un integrale completo della 
equazione data (1), secondo il processo che allora esponemmo si ammette 
che una delle costanti @,,@2,..., 4,14, p. 08. la 4,, divenga una funzione 
arbitraria g delle altre n—1, cioò si pone 


(5) Gn = Agia e) 


dY 
dx, 
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e dopo, ammettendo che le quantità stesse 4,,42,...,0,_, Cessino di essere 
costanti e diventino anch’esse funzioni di x,,%3,...,&%, @ 4, s'intende che queste 
funzioni vengano determinate — in relazione colla funzione che via via 
verrà scelta per @(4,,4,...,4,1) — in modo che le equazioni a derivate 
parziali immediate della (3) restino ancora le equazioni (4), con che allora 
avviene appunto naturalmente che la formola (3) anche in questa nuova ipo- 
tesi continui a darci, almeno ordinariamente, un integrale della (1) il quale 
invece delle » costanti arbitrarie conterrà una funzione arbitraria. 

E precisamente, siccome quando le 4,,4,,...,@,_, Sono variabili e @, è 
dato dalla (5), le equazioni che si ottengono derivando parzialmente la (3) 
rispetto alle variabili x,,%»,...,%, rientrano tutte nella forma seguente 


Wiz (IT\da) (IV\/da da CRA 
+1artaet at E] a 


dove abbiamo posto le derivate fra parentesi per indicare che esse sono de- 
rivate complete, per modo cioè che si ha in generale 


GU) AV | Ada, (da,) da, | da,da 
Aa en ar TOTO ACTA O 


RI È da. 


essendo ora le derivate dei secondi membri le solite derivate parziali, così 
le condizioni perchè queste equazioni siano ancora le (4) sono date dalle 
n-—-1 equazioni 


3v av ay 
(6) fa (Sa) =® fs: (0 


e quindi « quando la formola (3) ci dà un integrale completo della (1), la equa- 


« zione che risulta dalla eliminazione delle 7-1 quantità @,, @,, ..., @,_, fra 
« le » equazioni 


UE FEO ECG ARIANNA 


(7) | RASTA CL UO 
NA TECA I EER IAA LE: sia 
1 IY Oy O da, DT c ERE 
« dove in generale si ha (3) = 5a, + FCI , per ogni forma speciale 


«che si attribuisca alla funzione 9(@,,@2,...,@,_,) per la quale queste 
« formole non presentino qualche incompatibilità, darà I’ integrale cercato 
« della equazione (1) »; e per quanto le eliminazioni non possano propriamente 
effettuarsi altro che dopo fissata volta per volta la funzione %, pure, essendo 
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questa del tutto arbitraria, è evidente che l'insieme degli integrali che così 
si otterranno avrà la generalità corrispondente alla presenza di una funzione 
arbitraria. Del resto poi quando, senza esigere che l'integrale venga dato 
da una equazione unica fra x,y,, ci si contenti di riguardare l’ integrale 
stesso come dato dal sistema di equazioni (7) nelle quali @,,4,..., @n 
figureranno come quantità ausiliarie, la funzione arbitraria vi comparirà 
sempre coi simboli ordinarii. 

È da notare poi che, in certi casi, per quanto le eliminazioni nelle 
formole (7) non possano farsi altro che dopo di avere particolarizzato la 
funzione %, pure artifizî speciali permettono di dedurne l’integrale della equa- 
zione data rappresentato da una sola equazione che contiene una funzione arbi- 
traria, come risulterà chiaramente dal primo degli esempi che daremo fra breve. 

Ed è da notare inoltre, come del resto già dicemmo anche nel calcolo 
differenziale, che talvolta per la funzione %(4,, 0, ...,0,-1) certe funzioni speciali 
dovranno essere escluse onde resti possibile di determinare effettivamente 
le funzioni @,, @, ...@n1 Colle n—1 equazioni (6), il che per la teoria 
delle funzioni implicite porta sempre alcune restrizioni, nè per fare questa 
determinazione potrebbe sostituirsi a una delle (6) l’altra equazione che figura 
nel sistema (7), cioè la Y=0, perchè allora i valori di @,,02,...,@,, ridur- 
rebbero questa una identità ed essa non corrisponderebbe più a un integrale. 

639. — In particolare dunque nel caso, che è il più comune, delle equa- 
zioni a derivate parziali del prim'ordine /(x,y,,p,9)=0 con due sole varia- 
bili indipendenti x e y, trovato un integrale completo 


Wiarysata:0)—=0 


con due costanti arbitrarie a e è, si porrà b=%(a), essendo 9(a) una fun- 
zione arbitraria; e allora l’integrale corrispondente alle (7) verrà dato dal 
sistema delle due equazioni 


Ye, Y,%,94, g(a))=0, 


= + rrono. 


(8) 


le quali nel caso delle superficie, ci mostrano che per ogni forma particolare 
24) della funzione (4) la superficie integrale rappresentata da queste due 
equazioni si potrà riguardare come la superficie inviluppo delle infinite su- 
perficie integrali rappresentate dalla prima equazione Y(x, y, 4, @, g0(4))=0 
e corrispondenti ai varii valori di @ considerati allora come costanti. 
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E s'intende, come già notammo in generale in fine del paragrafo pre- 
cedente, che dovranno escludersi quelle funzioni particolari per (a) per le 


quali la seconda equazione (Fa) 0 risultasse indipendente da a. 


640. — È poi da osservare che, o seguendo un processo che nasce spon- 
taneo dalla considerazione delle equazioni (8) ma richiede la integrazione 
di una equazione differenziale ordinaria del prim’ordine per la determina- 
zione di g(a), o seguendo un altro processo che richiede soltanto alcune 
eliminazioni, salvo nell’un caso e nell’altro a fare opportune verifiche, l’integrale 
rappresentato dal sistema di equazioni (8) condurrà ordinariamente all’ %7- 
tegrale generale definito al $ 636. 

Pel primo di questi processi, volendo per es. che per x«=a si abbia x=G(y), 


: OUARRIO I ut 
si osserverà che le oi - nella seconda delle (8) stesse sono due funzioni 


della forma Y,(x,y,2,0,9(a)) e Y.(7,y,4,0,£(a)), e si vedrà subito che in 
questo caso dovranno aversi le due equazioni 


(9) Y(a,y, GY), a,9(A)=0, P(a,y, GY) @, (a) + Yo (2,7, GY) 4, 9(a))p(A)=0; 


e eliminando fra queste la y, si giungerà ad una equazione della forma 


(10). bla, g(a), g(a)}=0, 


che integrata determinerà la funzione (a) che soddisfa a questa equazione; 
dopo di che posta nelle (8) per g(a) questa funzione per Ja quale s’intenda 
allora che @ debba poi avere il valore in x,y, che per la seconda delle (8) 
stesse corrisponderà alla funzione medesima, si avranno due equazioni (8) tali 
che eliminando fra esse a sì giungerà a una equazione in x,y, che, salvo il 
caso eccezionale di singolarità che vengano ad incontrarsi nei calcoli, e salvo 
anche le opportune verifiche (*), ci darà un integrale pel quale si avrà a«= G(y) 
per c=a. 


Pel secondo processo poi, sempre ammettendo che per = le equazioni 


(8) debbano darci x=G (y), si osserverà che quando queste equazioni (8) con 
una conveniente funzione g(@) diano luogo ad un valore per a che non 
presenti singolarità, la prima di esse differenziata ci darà 


(#) Queste verifiche saranno necessarie perchè, essendo la equazione (10) soltanto 
una combinazione delle due equazioni (9), non si può assicurare che colle funzioni 
(a) che soddisfaranno alla stessa (10) risulteranno soddisfatte separatamente anche 
le (9); e si comprende anzi che per questo si richiederanno ordinariamente alcune 
condizioni per le quali risulterà determinata la costante arbitraria portata dalla 
integrazione, della quale non si ha traccia nel secondo processo. 


PE. LV 


(11) 


e da questa, a causa della seconda delle stesse (8) che non è altro che la 


(30. si vede che avremo l’altra 
ca 
] OY OY, 
(12) DI 5g 0) =0, 


la quale ci mostra che la funzione @(a) dovrà essere tale che, insieme alla 
equazione 


(13) Ya, Y, G(7), 4, g(a))=0, 


si abbia anche quest’ultima equazione (12). 

Eliminando dunque y fra queste equazioni (12) e (13) si giungerà a una 
equazione della forma 9(@, @(4))=0 che ordinariamente conterrà g(4), e ser- 
virà quindi a determinare senza alcuna integrazione i valori che potrà avere 
questa funzione 4(a). E ora quando si verifichi (*) che effettivamente con 
questi valori di (4) possono sussistere le due equazioni (8) nelle quali sia 
fatto x=G (y) senza che il valore di 4 al quale queste daranno luogo presenti 
singolarità, è certo che le (8) stesse nelle quali per ©(@) si ponga uno dei 
valori così determinati daranno luogo a un integrale che per e«= ci darà 
== (99 

Questo processo, non richiedendo alcuna integrazione ma soltanto delle 
eliminazioni, sarà certo ordinariamente più comodo del primo; ma non è 


(#) Anche in questo secondo processo le verificazioni sono necessarie per la 
ragione stessa per la quale le abbiamo richieste pel primo; nè si può d’altra parte 
senz'altro affermare che risultando soddisfatte con una data funzione %(a) le due 
equazioni (12) e (13) si avrà necessariamente la (11) e con questa anche (ge 
a meno che non si sia prima sicuri che col valore preso per @ (a) le equazioni (12) e 
(13) dànno luogo a un valore per a che non presenta singolarità; e ciò tanto più 

, i 
> HT a Gy) =0 e (i) =0, la (13) non potrà servire 
per la determinazione nè di a nè di y, e per questa determinazione converrà valersi 
della (12), e tener conto quindi anche delle derivate seconde quando si voglia appli- 
care la teoria delle funzioni implicite. 

Questo secondo processo da servire per la determinazione di e(a) senza bisogno 
di alcuna integrazione, mi è stato suggerito dal Prof. E. E. Levi della Università 
di Genova che, come il Prof. Nicoletti della Università di Pisa, rivede con tanta 
cura le bozze di questo libro ; per il che, poichè l’occasione mi si presenta, io esprimo 
qui ad entrambi la mia viva gratitudine. 


che coll’essere ad un tempo 
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escluso che in certi casi presentino maggiori facilità le eliminazioni e la inte- 
grazione che sono richieste dal primo processo; ed è per questo che abbiamo 
trovato opportuno di darli tutti e due. 

Queste considerazioni, per le quali l'integrale che si deduce da un 
integrale completo coi processi indicati sopra dà luogo all’integrale gene- 
rale, possono farsi anche nel caso del paragrafo precedente in cui le variabili 
sono più di due; ma allora la equazione che col primo processo deve servire 
a determinare la funzione g(4@,,49,...,4,_1) per far sì che si abbia x=G(%1,%2,...fn_1) 
per %,==a, non sarà una equazione differenziale ordinaria, ma sarà una equa- 
zione a derivate parziali che si troverà in modo simile. Col secondo pro- 
cesso invece la equazione che determina @(4,, 4, ...} @,_;) Sarà ancorà una 
equazione in termini finiti che si otterrà con sole eliminazioni. 

641. — Per mostrare subito l’utilità dei risultati precedenti, daremo gli 
esempi che seguono. 

1.° Abbiasi da integrare la equazione 


(14) x=px+qy, 


che ricordando la equazione del piano tangente alle superficie si vede subito 
che è quella delle superficie per le quali i piani tangenti passano tutti per 
un punto fisso che è stato preso come origine delle coordinate. 

Osservando che fra queste superficie ci sono evidentemente tutti i piani 
che passano per l’origine, si può senz’altro affermare (come del resto si 
verifica subito) che la nostra equazione ammette l'integrale x=ax+by(*) 
che è un integrale completo perchè in esso le costanti « e d possono pren- 
dersi arbitrariamente; quindi potremo dire subito per le (7) che il sistema 


delle due equazioni. 
(15) a=a2+-g(a)y, t+p'(a)y=0, 


dove @ è il simbolo di una funzione arbitraria darà l’ integrale cercato della 
(9), dovendo però escludere il caso di g(a)=a4+ f con 2 e f costanti qual- 
siasi, perchè in questo caso nella seconda equazione non verrebbe a figurare «. 

E siccome anche senza eseguire propriamente la eliminazione di a fra 
queste due equazioni, dalla seconda di esse — quando sia escluso, come ab- 


biamo detto il caso di g(a) =a@4-+f con a e f costanti —, si vede subito 
È , mentre la prima ci dà x«=x/@+ (4) J 


che @ e (a) sono funzioni di — o di = 
“ 


ì 


(#) S'intendono esclusi i piani 72 e 22,0 x=0 e y=0, che corrisponderebbero 
a valori infiniti di a e % respettivamente, e non lasciano x e y indipendenti. 
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si conclude che per qualunque forma di @, esclusa quella testà indicata di 
i ) RIA 
o(a)=20-+4f, si avrà sempre imen({), essendo x il simbolo di una fun- 


zione arbitraria; e sotto questa forma si vede che essa ci dà subito l’inte- 
grale generale senz'altro. 
2.° Vogliansi ora le superficie nelle quali la normale fà un angolo co- 
stante con una retta fissa che per semplicità prenderemo per asse delle x. 
Ricordando le formole che dànno i coseni degli angoli della normale a 
una superficie cogli assi coordinati, si trova subito che la equazione a de- 
rivate parziali delle superficie cercate sarà la seguente 


(16) pP+g=oet, 


essendo a una costante; talchè per avere le superficie stesse bisognerà in- 
tegrare questa equazione. 

Incomincieremo perciò col cercare un suo integrale completo, e per que- 
sto osserveremo che fra le superficie stesse vi sono evidentemente infiniti 
sistemi di piani, e quindi la equazione (16) dovrà essere soddisfatta da alcune 
equazioni di primo grado che conterranno anche delle costanti arbitrarie. 

Si dedurrà subito da ciò che la equazione 


x=ax+Va?—a?y+b, 


dove @ e » sono costanti arbitrarie è un integrale completo della (11), e 
quindi, secondo la teoria generale esposta sopra, si può dire che il sistema 
di equazioni 


17) a=ar+Va”_a?y+o(a), 0=0-_——y+g(0) 


dove % è una funzione arbitraria darà l’integrale cercato della (11) che, per 
quanto abbiamo detto nel paragrafo precedente, potrà considerarsi come l’in- 
tegrale generale della stessa equazione. 

Le superficie cercate dunque, all’infuori di quelle che corrispondessero 
a soluzioni singolari (non comprese cioè nell’integrale generale), per le quali 
converrebbe fare una ricerca a parte, sono le superficie sviluppabili che per 
ogni forma speciale (4) della funzione (a) sono l’inviluppo del piano va- 
riabile z=0X+Va—a*y+ o,(d), talchè la questione che ci siamo propo- 
sti può dirsi completamente risoluta. 

3.° Vogliansi anche le superficie le cui linee di curvatura di un sistema 
sono tutte in piani paralleli fra loro. 
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Prenderemo, per semplicizzare, il piano «x parallelo ai piani di queste 
linee di curvatura, e allora lungo ciascuna di queste linee dovrà essere 
dy=0, talchè ricordando che nel calcolo differenziale al cap. XXXIV 
($ 487, pag. 644-46) si trovò che la equazione differenziale delle linee di 
curvatura di ogni superficie x=(27,y) è la seguente 


{(1+9)s—p9t} dy°+}(1+9)r—(1+p9){} dxdy+ |pgr—(1+p)s} de=0, 


dove p,g9,7,s,t sono le solite derivate parziali di primo e second’ordine di x, 
basta stabilire che questa equazione deve essere soddisfatta da dy=>0 per 
concludere subito che la equazione a derivate parziali delle superficie cer- 
cate è la seguente 


(18) par—(1+p9)s=0. 


Questa equazione è del second’ordine, ma se si osserva che essa può 


i e e DO TO E O Tona 
Erg ONT 


subito al prim'ordine con una integrazione rispetto ad x, e si avrà quindi 


porsi sotto la forma , si riduce 


(19) VI+p°=qY(y), 


essendo Y' il simbolo di una funzione arbitraria. 

Ora per applicare il processo dei paragrafi precedenti, bisognerà inco- 
minciare dal trovare un integrale completo di questa equazione; e per questo 
osserveremo che, dovendo essere sempre da=pdx+qdy, se si potrà sod- 
disfare alla (19) con un valore costante o funzione della sola x per p e con 
un valore costante o funzione della sola y per 9, il secondo membro di 
quest’ultima equazione da=pdx+-qdy con questi valori di pe q sarà un 
differenziale esatto e ci darà subito x con una integrazione che porterà un 
altra costante e che sarà quindi un integrale particolare della (19). 

Ora se il primo membro di questa equazione (19) non deve contenere 
y e il secondo non deve contenere x, non si potrà evidentemente renderla 
Vita 
I (9) 
stante arbitraria, e questo potrà sempre farsi; quindi, integrando la equazione 
d:=pdx+-qdy, avremo subito un integrale particolare della (19) che sarà 


soddisfatta altro che prendendo p=a, q= > pure restando a una co- 


a=a0X-+V14 a? ( Tot nel quale 5 sarà un’altra costante arbitraria; 


e questo, contenendo due costanti arbitrarie a e d, sarà appunto anche un 


integrale completo della stessa equazione (19). 
» 
Cale. integr. 56, 
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Applicando quindi ora i risultati del $ 639, e indicando con 6(y) l’in- 
tegrale I i si trova subito che l’integrale cercato della (19) è dato dal si- 
Y 
stema delle due equazioni 


A 


(20) a=ax+VI+a’04)+%9(0), via 


e per quanto abbiamo detto nel paragrafo precedente si può affermare che 
esso corrisponde all’integrale generale. 


04) + ?'(a), 


E così il sistema delle stesse equazioni (20) dove 8 e @ sono funzioni 
arbitrarie e fra le quali dovrà essere eliminata a ci dà le superficie che 
cercavamo nelle quali le linee di curvatura di un sistema sono tutte piane 


e situate in piani paralleli al piano xx, salvo ad esserci anche alcune altre 


di queste superficie che corrispondano a soluzioni singolari della (19), non 
comprese cioè nell’integrale dato dal sistema di equazioni (20), e per le quali 
occorrerebbe fare studì più dettagliati. 


Equazioni del prim’ordine lineari rispetto alle derivate. 


642. — Continuando gli studî intorno alle equazioni generali a derivate 
parziali del prim'ordine a due o più variabili, noi potremmo fare vedere come 
il problema della loro integrazione, almeno teoricamente, può considerarsi 
ora come risoluto in generale, inquantochè con differenti metodi che dimo- 
strano al tempo stesso l’esistenza e l’unicità degli integrali generali, l’inte- 
grazione di quelle equazioni si riduce alla integrazione di un sistema di equa- 
zioni differenziali ordinarie. 

Non faremo però questi studî generali che ci porterebbero troppo in 


lungo, e ci limiteremo ad esporre il metodo speciale d’integrazione che si 


ha per le equazioni del prim’ordine che sono lineari rispetto alle derivate 
della funzione. 

643. — Ricordiamo perciò che se %,, %,,...,, sono n funzioni deter- 
minate delle » variabili indipendenti %,, x, ...,%, e di x, e # è una fun- 
zione di queste variabili che per ogni forma speciale di una funzione arbi- 
traria g risulti determinata dalla equazione g(w,, w3,..., ,)==0, nel calcolo 
differenziale ai $$ 197 e seg. (pag. 272 e seg.) dimostrammo che se fra le 
n equazioni che si ottengono da questa colla derivazione immediata rispetto 
alle singole variabili indipendenti x,,,..., %, si eliminano le derivate par- 


dp dp dp 


ziali 37, 3-)--:) = di g, si giunge a una equazione in x a derivate par- 
du,’ du, du, 
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ziali, pure del prim’ordine e lineare rispetto alle derivate di x, nella quale 
della funzione @ non ci è più traccia; cioò si giunge ad una equazione della 
forma 


dx dx d% 
Sion + Soa 


dove X,, X,... X,, e Z sono funzioni determinate di x, x2,...:%n, 4, che 
dipendono soltanto dalle %,,%3,...,%,. 


Da ciò segue naturale la domanda se inversamente ogni equazione a 
derivate parziali del prim’ordine e lineare rispetto alle derivate 


(1) Xi + ++ az 


dove X,, X,,...-X,,Z4 sono funzioni date delle x,,.%2,...,%,, %, possa sempre 
essere soddisfatta da una relazione fra x), %2,...) %,,% della forma 


(2) CU) 00 
dove @ è il simbolo di una funzione arbitraria, e %,,%,,...,%, sono fun- 
zioni determinate che dipendono dalla natura delle X,,X.,...,X,,Z,0 in 
altri termini se la equazione (1) ammette sempre un integrale della forma (2); 
e a questa domanda si risponde affermativamente procedendo come segue. 

644. — Si osservi perciò che quando si abbia la (2), colla derivazione 
se ne deducono subito le formole seguenti 


du,\da, du,\dX, 1 


do (du, DI du, du, dx dp 
(8) Hi de ra ua + Sa)+ + una d%, 


du, dus\d%, 


e quindi moltiplicandole respettivamente per X,, Xs,..., X,, Se la (1) dovrà 
essere soddisfatta dal valore di x che si suppone definito dalla (2) dovremo 
anche avere l’altra 


109 (du du, d x dp dU, du» dA dp (du,  dUndX 
[op (0; l CAZ Cino UR 
( dx 5) +5£ (5 dx cet + sala: se) o 
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dU, 


dp UU, 
SR LR +S7 vate e) da 


dalla quale risulta subito che onde essa possa sussistere qualunque sia la 
funzione 4 che figura nella (2), le funzioni «,, %,..., %, dovranno essere 
tali che per esse si abbiano le equazioni seguenti 


du, du, du, 


2: pr esi pand TA pie =0, 


du, 9 da 


ce 
Fasi proce sE D3° 


it 


xs 4 as suite PASS +2 i 


Ora dalla teoria delle equazioni differenziali simultanee si ha ($$ 609 a 612) 
[Pag. 851-53] che quando per w,, %9,..., %, si prendono n funzioni 2mndipen- 
denti che eguagliate ciascuna ad una costante diano un sistema integrale del 
sistema di equazioni del prim’ordine 


(5) Ta ignazio 
considerate come equazioni differenziali simultanee ordinarie, e nelle quali 
una qualunque delle 2-1 variabili sia presa come variabile indipendente, 
queste funzioni %,, %3,..., , soddisfaranno alle condizioni (4) e viceversa; 
talchò si può ora affermare che se, qualunque sia la funzione g, la fun- 
zione x che si suppone definita dalla (2) soddisfa alla equazione a derivate 
parziali (1), le funzioni w,, 0, ...,, dovranno soddisfare alle equazioni (4) 
o, il che è lo stesso, dovranno essere n integrali indipendenti delle equazioni 
differenziali simultanee (5). 

Viceversa, se nella equazione (2) le funzioni w,, %,...-, %, saranno de- 
terminate nel modo ora indicato, e se con queste funzioni essa definirà una 
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funzione x di x,, 2, ... } %,, allora questa funzione x, a meno che pel valore che 


per essa si avrà dalla (2) non venga ad aversi È =0, soddisfarà alla equa- 


zione (1); perchè, avendosi per essa necessariamente le (3), moltiplicando 
queste respettivamente per X,, X,,..., X,, e sommandole, con avere riguardo 
alle (5) che ora si supppongono soddisfatte e coll’osservare’ che sarà 


dp du, | dp du dp du, dp 


du, dx TERA da las; io PL: 


se ne dedurrà subito la formola seguente 


S08; 
Se XS + +. + Li=0, 


6 


la quale quando non sil o (*#), ci mostra appunto come volevamo che 


questa funzione x soddisfarà alla equazione (1). 

645. — Si aggiunga ora che, fatta eccezione (quando vi siano) delle rela- 
zioni fra x, X3, +..3 %,, che annullino contemporaneamente X,, X3,...,X,, Z 
(le quali relazioni propriamente non sono da considerarsi come integrali 
della (1)), ogni soluzione di questa equazione sarà compresa nella formola 


(2) se in questa le w,, %2,...,%, sono n integrali indipendenti del sistema 
di equazioni (5) e delle equazioni (4). 
Supposto infatti che F(,, €, ...,%,, 4)==0 sia un integrale qualsiasi 


della equazione (1), siccome per la funzione 4 che essa definirà si avranno 
le equazioni 


OF da OF dx OF, 0Fox 


i 0, Satan sita IRPI 


D+ dai 


e x soddisfarà anche alla equazione (1), se ne deduce subito che F(x,,%2,...1%n3%) 
soddisfarà alla equazione 


dF dF OF dF 
Ki Pot + + 1A, 


(#) Se si fosse zero identicamente la (2) non conterrebbe z e quindi non po- 
. . È) x LI . 
trebbe definire questa funzione; ma 5 può venire zero anche in conseguenza del 
valore di 2 che fosse definito dalla stessa equazione (2) e qui, oltre al primo di questi 
casi che è naturalmente da escludersi, noi escludiamo anche il secondo, pure po- 
tendo darsi che la funzione 2 definita allora dalla (2) sia ancora un integrale della 
equazione (1). 
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e quindi la formola F(x,, %3,..., ©, 2)= cost. darà un altro integrale delle 
equazioni simultanee (5) e, per quanto dicemmo al $ 610 (Pag. 852), a meno 
che X,, X»,..., X,, Z non divengano tutte nulle insieme, ciò che noi esclu- 
diamo, la funzione F stessa si esprimerà per %,, %s,...} Un. 

646. — Da tutto questo segue dunque che, fatta astrazione dalle relazioni fra 
X1, Ca, ««-, Cn, % che annullassero contemporaneamente tutte le funzioni 
X,, Xa, 00, Xn, Z e dalle funzioni speciali 9 per le quali la (w,, %2,...} Un) 
risultasse indipendente da x, o definisse una funzione x per la quale in- 
d” 
dx 
più generale della equazione (1), e si può quindi ora affermare che: « aven- 
« dosi una equazione a derivate parziali del prim’ordine lineare rispetto 
« alle derivate 


sieme a g=0 si avesse anche-—- =0, la formola (2) darà sempre l’integrale 


dx dx dx 
(6) rel oy  n 


« se si troveranno » integrali indipendenti u=-cost., u=cost., ..., v,==cCost. 
« del sistema di equazioni differenziali del prim’ordine 


(7) cc nn 


« considerate come equazioni differenziali ordinarie simultanee nelle quali 
« può essere presa per variabile indipendente una qualunque delle n-+1 
« variabili 1, %2,) ...} %,, #, 0 anche, il che è lo stesso, se si troveranno # 
« Integrali particolari indipendenti %,, %,, ...,, della equazione a derivate 
« parziali 


n= 


«a n-+1 variabili indipendenti x,, %2, ...; %,, 2, ogni integrale della equa- 
« zione data (6) sarà compreso nella formola 


(9) GONO Ai, 


« dove 9 è una funzione arbitraria; e questa formola qualunque sia la fun- 
«zione g darà sempre un integrale della stessa equazione (6), fatta solo 
« eccezione per quelle funzioni speciali 4 che coi valori trovati per %,, %2,...,%» 
« risultassero indipendenti da x o definissero una funzione x per la quale 
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Pag o) 
« insieme a p=0 si avesse 30, essendo 


dp dp dv, , dp dw dp du, 
da = du dr +7 da nici si da 


S’intende che quando uno o più dei coefficienti X,, X., ..., X,, Z per es. 
X,, X,... fossero zero, per gli integrali delle equazioni corrispondenti (7) 
bisognerebbe prendere x,= cost. , x,= cost. ecc., e delle funzioni w,, %s, a 
, una sarebbe uguale ad x,, una uguale ad ,, ecc. 

E in particolare quando il secondo membro Z della (1) sarà zero, uno 
degli integrali delle equazioni (7) sarà x= cost. e allora x potrà riguardarsi 
come costante in tutte le stesse equazioni, e una delle funzioni %w,, %2,..., %, 
sarà %. 

647. — In particolare dunque, trattandosi di una equazione lineare a due 
variabili indipendenti « e y, che allora si rappresenta ordinariamente con 


(10) Pp+Qg=R, 


essendo P, Q, R funzioni date di x,y, 4, bisognerà trovare due integrali 
indipendenti u= cost., e v= cost. delle equazioni simultanee 


de dy da 
(1 1) \ pi peer Q ui R ) 
o due integrali particolari indipendenti v e v della equazione a derivate 
parziali a tre variabili indipendenti «, y, 


S UFO 
(12) ++ Ri 
e poi stabilire fra « e v la relazione 
(18) p(4, ©)}=0, 0 u=Y(), 


essendo % e Y i simboli di due funzioni arbitrarie, colla esclusione al solito 
di quelle funzioni g o Y per le quali queste equazioni venissero indipendenti 
da x o definissero funzioni x tali che insieme ad esse si avesse anche 
do du . do dv du MIO 
I A Va 

648. — Si deve infine aggiungere che nell’integrale (9) la funzione ar- 
bitraria g può in generale venire sempre determinata, almeno teoricamente, 


| 
} 
Bit 
n 
Po ‘al 
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in modo che il valore di x dedotto dalla equazione stessa si riduca ad una 


funzione arbitraria G(x,, %2,..., Xi) di Lx) Ley --.3 Cn, Quando si fa x,=4,, 
e perciò la formola stessa dà l'integrale generale quale è stato definito 
al $ 636. 

Si osservi infatti che se per x,=a, si deve avere x=G(%,, 2, ..., %n_1) le 
Ur), Uz, «+. } , che sono funzioni determinate di x,, %2, ...} Xn1, n ;% SI ridur- 
ranno funzioni di x), %2, ...} %,_1, Cioè sì avranno le » equazioni 
Ce SIONI OE ANO BOU E O 


e eliminando fra queste le variabili x,, %2, ..., %,_1 Sì giungerà, almeno ordi- 
nariamente, a una equazione speciale della forma Y(w,, w,..., u)=0 la 
quale, quando sia presa in luogo della (9) lasciandovi allora per %,, %2, ... 3 2%, 
i loro valori trovati per mezzo delle (7) in funzione di x), %3, +... 3%, è, godrà 
della proprietà di essere soddisfatta da #x=G(x,, %2, ..., %,_;) quando x,=4,, 
ciò che dimostra appunto quanto abbiamo enunciato; dovendo però anche ora 
avere riguardo al caso speciale in cui la Y'(%,, %3,..., ,) risultasse indipendente 


QU . OY 
da x o insiemea Y=0 venisse ad aversi a =0,0 si presentassero delle 
. 


incompatibilità nelle eliminazioni. 

649. — Diamo ora alcuni esempî della teoria che precede. 

1.° Vogliasi ancora l’integrale della equazione lineare px+4-gy=%, che 
noi abbiamo già considerata al $ 641. i 

Il sistema di equazioni differenziali simultanee (11) corrispondente sarà 
il seguente 


de __dy de 

RA EZA 
del quale due integrali saranno evidentemente i due = cost. el = così 
che sono respettivamente integrali delle due equazionì = = h e di + È : 
quindi secondo la teoria generale del $ 647 l'integrale generale della nostra 
equazione sarà dato dalla formola x = È) ox=r% () , come trovammo 


anche al ricordato $ 641. 
2.° Vogliasi l’integrale generale della equazione p+2xq=??. 
Il sistema di equazioni simultanee corrispondenti sarà il seguente 
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1 ra 
del quale due integrali sono y—xî= cost. DA cost.; quindi l’integrale 


generale sarà dato dalla formola 


DIR di 
7 te=94-2), 0 a= = 


3.0 Vogliasi l’integrale generale della equazione pa°+qgy=="0. 
Il sistema di equazioni simultanee corrispondenti sarà il seguente 


de __dy dx $i) 
GRAN ATRIA 
: 3 È Mando dy i 
| del quale un integrale sarà x= cost. e l’altro verrà dalla equazione 3 DE 3 È: 


nella quale x si dovrà considerare come una quantità costante, e sarà quindi 


5 — log y= cost; e l'integrale generale cercato della equazione data «Col 


pa 4+qy==0 verrà dato dalla formola na — logy=%(x), con £ funzione ar- È 
bitraria. 3 
4.° Vogliansi le superficie nelle quali la normale incontra sempre una retta 

fissa che per semplicità prenderemo come asse delle «. 


Ricordando che le equazioni della normale a una superficie sono le se- AI 
guenti È 


X-x _Y-y_ _1—-% È 
p ia q TT “0 


ed osservando che per le superficie cercate queste equazioni devono essere ° 
soddisfatte da X=0, Y=0, si trova che la equazione a derivate parziali delle i 3 
superficie stesse è la py—gx=0; e quindi basterà integrare questa equa- È 
zione per ottenere le superficie che si cercano. 

Ora le equazioni simultanee corrispondenti a questa equazione sono le ‘I 


. di d d SOSIA \ 
seguenti # ca a = na ; quindi poichè un loro integrale è x= cost. e l’altro 
. dx dy , 
dovendo soddisfare alla equazione DI posse i LE) xda+ydy=0 è i 


x°--y°=cost., si conclude subito che le superficie cercate sono quelle per si: 
le quali x=g(x° + y°), cioè sono le superficie di rivoluzione attorno all’asse x. 


Processi speciali per la integrazione di alcune equazioni 


a derivate parziali del second’ordine. 


Equazioni di Eulero-Laplace. Altre equazioni. 


650. — Fra gli artifizî che talvolta si usano per giungere più facil- 
mente ad integrare certe equazioni a derivate parziali, quello che più spesso 
viene adottato: consiste nel fare un opportuno cangiamento sia di tutte o 
di alcune delle variabili indipendenti, sia anche della funzione per modo 
) | che la equazione data venga a ridursi ad un’altra che si sappia già o si possa 
più facilmente integrare. E a tale scopo talvolta si lasciano indeterminate le 
formole di trasformazione, per determinarle poi in modo che la equazione 

trasformata venga ad assumere una forma che più si presti all’integrazione. 


i 
5A 
i Nel caso p. es. di una funzione x di due variabili indipendenti x e y, 
: se sì ha una equazione a derivate parziali di un ordine qualsiasi p. es. del | 
secondo I 
o 
(1) f(@,Y,%,P,94,7,8,9)=0, | 


volendo cangiare soltanto le variabili indipendenti x e y e introdurne due 
nuove « e ®, si osserverà che se 


2) e=x(4, 0), y=Y(4,1) 


sono le due formole note o ignote che servono a fare questo cangiamento, 


Soi un aan n in agi < ., 
(RO 


le derivate parziali della funzione incognita x prese nella primitiva ipotesi di 

x e y variabili indipendenti, cioè le p, g, 7, s,%, si esprimeranno per quelle 
prese nella ipotesi di « e v variabili indipendenti, colle formole che si det- i 
tero anche nel calcolo differenziale 


__da dx du dt dv __ 9% dx du 0x0 v 
Mi = 3: du da = SERIE pi: ceneri lio 


vVve= ——-— 


da du 


dx Sao) dx dudv al 3) dx du drv 
dx 


3 dr dudv da de +5 dude |! dvd 


dx  dr0udu dx (dudv  , dudv Mia dx du da dv 
— dxdy ddcdy dud dxdyY Loy dy dx dtdrdy |! dudcIy ' dvdxrdy 


da! 0°2/0u dx dudv z/dv dx 9d°u dr 0d°v 
i—=—-:= {| - a 
dy si» PIADENA +; A) nia du dy DE dudy’ 


I 
| 
I 
I 
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du du du 
Ped y de 
ad « e a v, 0 devono trarsi dalle equazioni 


dove devono essere tratte dalle (2) supposte risolute rispetto 


Badu, 28% PIRCEICIRELEE 
—_ duda |! dvdx dudy | dvdY” 
sar IR __dydu , dydv 

dude | dvda° \\ \dudy dv0dy' 


ecc., talchè evidentemente la equazione data si ridurrà ad un’altra della forma 


AO x 88 da da Pa Pa) _ 
TOS GW dv de dd DET 


e se le funzioni trasformatrici x(w, ©), y(w, v) che figurano nella (2) saranno 
date a priori potrà avvenire che la nuova equazione nella quale compari- 
dx dx 0% 
) du dv) de gir 
vece le stesse funzioni x(v,v) e y(v,v) saranno rimaste indeterminate s’in- 
tende come abbiano talvolta a potersi determinare in modo che la nuova 
equazione riesca più facilmente a integrarsi. 

651. — Così ad es. volendo integrare la equazione del second’ordine 
r—a°t=0 che si presenta nel problema delle corde vibranti, prenderemo le 
formole di trasformazione (2) sotto la forma 


scono le incognite x sia più facilmente integrabile, e se in- 


, 0u=y+ax,v=y—-a2, 


e Vi 
ao) 


e allora si troverà subito 


dx dx 
Pu 90 Ia t d 

2a TE 0° x 
DAI SA RIA Spe 
alia LI Ra MA 


2 
e quindi la equazione data si trasformerà nell’altra 4 a? È - 
u dv 


deco; e ora siccome questa può scriversi sotto la forma LAS 
Vera I q p dv \du ; 


con una prima integrazione si trova subito 3a Pl) essendo e(v) il sim- 


—0, ovvero 


ì 
n 


bolo di una funzione arbitraria; e da questa integrando di nuovo, e cambiando 


elia 


J g(u) du in e(u) si ottiene l’altra a=%(v)+Y(1) dove anche W(7) è come 


e(«) una funzione arbitraria; ed ora riponendo per « e v i loro valori si 

trova subito pel valore di x espresso per x e per y, cioè per l’integrale della 

equazione »—a?#=0 delle corde vibranti, x=%(y+@2x)+Y(y—ax), con, 

o e Y funzioni arbitrarie. 

652. — Come già abbiamo detto, talvolta per giungere ad integrare date 

equazioni a derivate parziali, oltre a cangiare le variabili indipendenti si 
cangia anche la funzione, e una delle trasformazioni più utili e più adot- 
; tate è quella di Legendre che già abbiamo data nel calcolo differenziale 
ai $$ 218 e seg. (pag. 301 e seg.), e che consiste nel porre u=px+9Y—2, 
e prendere poi per variabili indipendenti p e g invece di « e y, e per fun- 
zione v invece di x. 
Questa trasformazione, come già dicemmo anche nel calcolo differenziale, 
non può usarsi quando x deve soddisfare alla equazione del second’ordine 
rt—s°'=0 o all’una o all’altra delle due che se ne deducono del prim'ordine 
q==cost. e p=%(9), perchè allora p e q non restano indipendenti; ma, a parte 
questa difficoltà, alla quale del resto poi si rimedia cercando separatamente 
le soluzioni che corrispondessero a questi casi, con questa trasformazione 
equazioni assai complicate si riducono talvolta ad altre più semplici, e in 
particolare alcune che contengono il binomio r#—s? relativo alla funzione 
incognita x si riducono ad altre relative ad « che non contengono il bi- 
nomio corrispondente A | A ii 

dp°da° \dpdq 
Così p. es., come già notammo nel calcolo differenziale al $ 220, se si 


Pl ge PIT, 


avrà la equazione del second’ordine 


Rr+Ss+T#+M(rt—s)=0, 


dove R, S, T e M sono funzioni di «,%,,9,9, siccome colla trasforma- 
zione di Legendre si ha come trovammo nel calcolo differenziale 


du du du du 
ap: 391 bilie lo > 
Ca d° du 
q op dq UR dp° 


ba 


ssa d° I, ‘TAR ‘at du \} 
SITATABATET, dpdg È 3 9 p° Da 3 
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ert—s= ERE la equazione stessa si ridurrà all’altra 
TOTTI È 3) 
du O o°u 
Ri api soon ipa =0, 


nella quale R,,S,,T, e M, rappresentano ciò che divengono R, S, T e M 


, 5 : 1964 du du a du — 
quando in esse in luogo di x,y, vi si pongono — 


dp dq ql adi 139 que i 
essendo ora p e g le variabili indipendenti e « la RI incognita: e 
questa equazione trasformata ha appunto sulla equazione data il vantaggio che 
SPudtu (du | Len . 

A corrispondente all’antico binomio 


non contiene il binomio 3 
pP 


rt—-sÈ. 

Oltre a questo poi si può aggiungere che se i coefficienti primitivi R, $, 
T e M non contenevano 2, y, x, questi coefficienti rimarranno inalterati 
nella trasformazione, e la equazione trasformata oltre a non eontenere l’in- 
dicato binomio non conterrà neppure le derivate parziali del prim’ordine 
della nuova funzione incognita «, e conterrà soltanto le nuove variabili in- 
dipendenti p e 9g e le derivate del second’ordine della funzione «, talchè la 
equazione stessa oltre a mancare dell’indicato binomio, sarà anche lineare 
rispetto alle derivate seconde di w. i 

Anche soltanto da questo si comprende dunque come la trasformazione 
di Legendre potrà in alcuni casi essere effettivamente utile per la integra- 
zione delle equazioni a derivate parziali in due variabili indipendenti; e 
quando valendosi di questa trasformazione si sia potuto trovare l'integrale 
u=B(p, q) della equazione trasformata, l'integrale corrispondente della equa- 
zione primitiva si avrà sia eliminando p e q fra le tre equazioni 


meet a=px+qY_0(P;9), 
sia considerandolo. come dato da queste tre equazioni nelle quali p e q 
figureranno soltanto come variabili indipendenti. Dopo bisognerà cercare a 
parte le soluzioni speciali che potessero soddisfare ad un tempo alla equa- 
zione data e alla equazione rt—s°=0 o alle altre g=cost. 0 p=% (9), 
perchè, come abbiamo detto, queste soluzioni non possono ottenersi quando si 
applica la trasformazione di Legendre. 

Gli studii importantissimi del Ze sulle equazioni a derivate n hanno 
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condotto ad altre trasformazioni molto notevoli, fra le quali quelle dette #ra- 
sformazioni di contatto che sono una larga estensione della trasformazione 
di Legendre; ma anche per queste noi dobbiamo rimandare ai trattati e me- 
morie speciali che ne trattano diffusamente. 

653. — Fermandoci ancora sulla trasformazione di Legendre, per mo- 
strarne la utilità con un esempio l’applicheremo ora per la integrazione della 
equazione 


(3) s+pq(@rt—s°)=0. 


Valendosi delle formole precedenti, questa equazione colla trasformazione 
“u 
el, —Mignelatiguale) 


b p, perchè ora p e gq sono le va- 


di Legendre si riduce subito all’altra più semplice 


potendo scriversi sotto la forma ( nr 


riabili indipendenti, con una prima integrazione relativa a p conduce subito 
19u 


2 
all’a sor =5 +%(9), essendo (9) una funzione arbitraria; e questa, 


con una nuova integrazione relativa ora a g e col cambiare I qeg(gq)dq in 6(9), 


2,2 ) 
ci dà subito utt + T(p)-+-6(g), essendo 7(p) una funzione arbitraria 


di p come 6(g) lo è di q. 

Di qui si deduce dunque senz’altro che, quando si faccia per ora astra- 
zione dagli integrali che diano rt—s*°=0 dei quali ci occuperemo poi a 
parte, l’integrale della equazione data (3) può considerarsi come dato dal 
sistema delle tre equazioni 


a n'(p), 


pi #6 do dis 


dove p e q devono riguardarsi come variabili indipendenti che dovranno eli- 
minarsi quando si voglia l’integrale sotto la solita forma g(2,y,2)=0. 
Gli integrali poi della equazione (8) pei quali si abbia »#—-s*=0 si tro- 
vano con tutta facilivà perchè, osservando che questi a causa della stessa 
equazione (3) devono dare “=0, si vede che dovranno essere compresi nella 
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formola *=g(x)+W(y) essendo e(x) e Y'(y) due funzioni da determinarsi, 
e siccome da questa si ha "=%g"(x) e #=U"(y), e dovrà essere ora r#=0, 
si conclude che delle due funzioni (x) e Y'(y) una dovrà essere lineare l’altra 
restando arbitraria, e quindi gli integrali ora cercati saranno quelli dati dalla 
formola xa=@x+ Y'(y), e quelli dati dall’altra formola x = by4-e(x) dove g(2) 
e Y'(y) sono due funzioni arbitrarie, e a e 0 sono due costanti arbitrarie 
esse pure. 

654. — Fra le equazioni a derivate parziali del second’ordine a due va- 
riabili indipendenti, meritano uno speciale esame quelle studiate da Ex/ero 
e da Laplace che non contengono r e # e sono lineari rispetto ad s, p,g9 e 2, 
cioè quelle della forma 


(5) s+Pp+Q9+Nz=WM, 


dove P, Q, N e M sono funzioni di xe y soltanto; perchè in casi molto 
estesi la integrazione di queste equazioni si riduce a quella di due equazioni 
differenziali ordinarie lineari e del prim’ordine, le quali s’integrano comple- 
tamente. | | 

Avendosi infatti la equazione (5), questa evidentemente potrà porsi sotto 
la forma 


| 


e questa ponendo 
dx 
si trasformerà nell’altra 
dz OP 
talchè se le funzioni N, P e Q saranno tali che fra esse sussista la relazione 


Son 
(8) N-PQ-=0, 


la funzione Z dovrà soddisfare alla equazione 
dZ 
(9) 37 + QZ=M, 


che potrà integrarsi subito consderandola come una equazione differenziale 
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ordinaria del prim’ordine e lineare, e ci darà quindi subito 
: — [Qda fQda 
(10) a=e@ fue dx +e(4) 


essendo @(y) una funzione arbitraria. 
Conosciuto poi così Z, colla integrazione della equazione (6) che lega 
x a Z e che può essa pure considerarsi come una equazione differenziale 


ordinaria lineare e del prim’ordine, avremo 


— JPdy 
(11) Z=e 


[Pay 
fee CESSI 


essendo Y'(x) un’altra funzione arbitraria, e» così l'integrazione della equa- 


zione (5) in questo caso di N—PQ— È —0 sarà completamente effettuata. 


Similmente se si osserva che la equazione (5) può anche porsi sotto la 
forma 


(12) i+ 0) pe sani la PQ- SIE alt. 


si vede subito come precedentemente che quando si ponga 
(13) è L EZZII 
dx 1) 
essendo Z, una funzione incognita, se sarà soddisfatta la condizione 
(14) N-PQT—_ —=0 


analoga alla (8), l'integrazione della nostra equazione (5) si ridurrà prima 


Z 
a quella della equazione s + PZ,=M e poi a quella della (13); e così 


[Pdy 
i Me dy+Y(a 
e poi per l’integrale x della equazione (5) avremo 


— fQdx /Qdax 
fu de+9(Y) ’ 


(16) st 
essendo Y'(x) e (Y) due funzioni arbitrarie. 


avremo prima 


— JPdy 
(15) = 


Li 


sia ‘a Ter Pei er ne n È vit "ie dA ann ii dt e tanti I 
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Questo processo per la integrazione della equazione del second’ordine (5) 
è dovuto ad Eulero, e serve nel caso in cui è soddisfatta una almeno delle 
due condizioni (8) e (14). 

655. — Pel caso poi che nessuna di queste due condizioni sia soddisfatta, 
il processo precedente non può più servire; però Laplace, completando 
il processo medesimo, ha mostrato che anche allora, con altri artifizî, si può | 
ancora in alcuni casi ridurre la integrazione della equazione (5) a quella di 
due equazioni differenziali ordinarie del prim’ordine e lineari, come nel pro- | 
cesso di Eulero. 


S'indichi perciò con a la quantità N—PQ— È che ora si suppone di- 


3 versa da zero, e si osservi che siccome la (5) conduce in ogni caso alla 
equazione (7), quando si faccia la posizione (6) avremo le due equazioni 


Golino 
(17) cd 
dY VISI: E 
con È 
OP 


(19) a=—— 4L—---3-, 


e quindi anche 


a, _Q adZ 18 
dY dY dY ady =dYy dd  adrWY 


sostituendo nella seconda, si ottiene subito l’altra equazione 


| I | Q M 
3 PZ SA SR da 
$ WI o, +95 HR POT sata 4= —MP par" 
$ 


sii QUEI 


É che quando si indichino con P,, Q,, N, e M, i suoi coefficienti, cioò si ponga 
P, 


dloga 
Oy 9 


QQ N=PQ+ 7 — OE 4a, IMP +37 MI 


Cale. integr. 57 
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diviene 


OZ 


dZ IZ 
3xdy anita +Q wy +NnZ=M, 


(21) 

cioò è anch’essa della forma (5); quindi quando per questa nuova equazione 
dP 1 

risulti soddisfatta la condizione Nichi dina —=0 che corrisponde alla 


(8) e che a causa delle (20) può anche scriversi sotto la forma 


9Q 9P d*loga 
(22) O a DES, MI 
alla equazione stessa (21) verrà applicabile il metodo di Eulero del paragrafo 
precedente e avremo quindi Z colla applicazione successiva delle formole 
(10) e (11) al caso della equazione (21), dopo di che otterremo subito x 
dalla (19). 

Quando poi questa condizione (22) non risulti soddisfatta, non essendolo 


mai neppure quella corrispondente alla (14) perchè si ha N. — P,Q1— Senti 


il processo di Eulero non risulterà in nessun modo applicabile alla equazione 
(21); però allora potremo cercare se sia o no soddisfatta la condizione analoga 
alla (14) corrispondente alla equazione 


o EG aEr ah) 


\ 


che si troverebbe in modo analogo alla (21) quando invece di ridurre la (5) 


alla forma (7) si riducesse alla forma (12) e si ponesse N—P Q — Do —=Ppyecc.; 


e se neppure la nuova condizione verrà soddisfatta, allora potrà ripetersi di 
nuovo il processo di Laplace ora indicato applicandolo alle nuove equazioni 
(21) o (23); e ben s’intende che in alcuni casi potrà avvenire che si giunga 
infine ad una equazione trasformata alla quale sia applicabile il metodo 
di Eulero. 

Così in questi casi, cioè quando nelle operazioni successive si finisce per 
trovare soddisfatta la condizione corrispondente alla (8) o quella corrispon- 
dente alla (14), la integrazione della equazione data (5) si ridurrà sempre 
a quella di due equazioni lineari semplici del prim’ordine che contengono 
una sola derivata parziale. 
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In ogni modo quando non si arrivi ad una equazione del second’ordine 
(21) o (23) per la quale risulti soddisfatta una almeno delle due solite con- 
dizioni corrispondenti alla (8) o alla (14), la integrazione verrà ridotta a quella 
di un’altra equazione del second’ordine (21) o (23) pure della stessa forma 
della (5), e questa nuova equazione potrà talvolta presentare particolarità 
speciali che la rendano più facilmente integrabile; e dopo, integrata questa, 
si avrà subito l'integrale della equazione data senz’altre integrazioni. 

656. — È appunto colla applicazione ripetuta di questi processi che il 
Darboux e altri, partendo da equazioni a derivate parziali della forma (5) 
pel caso di due variabili indipendenti, e di forme simili pel caso di un nu- 
mero qualsiasi di variabili, sono giunti a risultati interessantissimi, mettendo 
così in particolare evidenza la importanza di quelle equazioni e delle tra- 
formazioni di Eulero-Laplace (*). 

657. — Per dare qualche applicazione dei processi precedenti, prende- 
remo a integrare la equazione 


SOR D1:9 
(24) Si TIENE 
e l’altra 
PIA 
20 s=—. 
(25) ST 
Confrontata la prima di queste equazioni cioè la (24) colla (5), si vede 
1 Il ma Dir 
che avremo er cao, N=0, M=0, e quindi la condizione (8) 


= 


verrà subito soddisfatta, come è pure soddisfatta la (14), e così per la (10) 


avremo Z= PI e per la (11) avremo subito per l’integrale cercato della 
stessa (24) 


(26) ARE LEN i 


avendo cambiato per semplicità I (4) dy in €(y), e intendendo che Y(x) e 


€(y) siano due funzioni arbitrarie. 


(*) V. ad es. DaRBOUX. Legons sur la théorie genèrale des surfaces. Deuxiéme 
partié. Chap. II, III, VI, VII e VIII. 

Può vedersi anche la mia memoria. Sopra una classe di equazioni a derivate 
parziali di second’ordine con un numero qualunque di variabili nelle Memor. della 
R. Accad. dei Lincei serie 5. vol. IV-1901. 


ddl Quel en Ain MA A n e nn AMA i ia 


sai za n a er 


Ae Brno n ita L 


Confrontando invece la (25) colla (5), si vede che per questa equazione 

1 1 
avremo RP LITE Sane 
saranno soddisfatte nè la condizione (8) nè la condizione (14); però la quan- 
tità indicata con a nel processo di Laplace del paragrafo precedente sarà 


N—=0, M=0, e quindi per essa non 


— one e risulterà quindi soddisfatta la condizione (22). 
Ne segue che alla equazione (25) è applicabile soltanto il processo di 
Eulero-Laplace del paragrafo precedente, e quindi per averne l'integrale 


basterà prima integrare col metodo di Eulero del $ 654 la equazione 


AR ta e 
DCS) dro rin 
cui ora si riduce la (21), e poi valersi della formola 
Si SCR) @+y)'9 
(27) z= + LI S - 


cui si riduce ora la (19), per avere x. 
Col metodo di Eulero del $ 654 la integrazione della equazione (26) si 
riduce a quella delle due 


che corrispondono respettivamente alle (9) e (6) avendo cambiato x in Z e 


Z in f e si avrà quindi dalla prima Z=(x+%)%(y) e poi dalla seconda 


AES 
3 


bitrarie, e così sostituendo nella (27) si avrà subito per l’integrale cercato 
della (25) 


i (C+ ey ly +v(0 | essendo Y(x) e #(y) due funzioni ar- 


feto o) dy+E@) è + (@+-9) 


fe+armuti eo 


e cambiando per semplicizzare #(y) in Do (y) e Ye) in — Ye), e ese- 


guendo alcune integrazioni per parti, si troverà sotto forma più semplice 
per l’integrale della (25) 


(28) —Y@+)—t2 


2) +5) | 


essendo Y(x) e #(4) due funzioni arbitrarie. 
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658. Aggiungerò che il metodo di Eulero-Laplace può essere utile an- 
che per la integrazione di equazioni che non abbiano la forma (5) ma ab- 
biano invece l’altra 


(29) Rr+Ss+Tt+Pp+Qg4+Na=M, 


dove R,S, T,P,Q,N e M sono funzioni di x e y soltanto, perchè può darsi 
che si conosca un cangiamento di variabili adattato col quale la equazione 
stessa si riduca alla forma (5), dopo di che si potrà vedere se l’integrazione 
può farsi applicando il metodo indicato. 

Così p. es. se si avrà la equazione 


(30) r—a't+Pp+Qq+Na=M, | 


a d uv ut v | 
dove 4 è una costante, ponendo come al $ 651 x-=——,y= SL ,,0 è 
20 2 3 


_ u=yYy+ax,v=y—ax, questa equazione si trasformerà nell’altra A 


IENE M, 


i 1 9 1 
i (31) s— ga(a: +0) + me. —@) 
os 


—__ n — _— 


dv 40° = 4a’ 


dove M,, N,, P,,Q, sono i valori trasformati di M, N, P,Q;e dipenden- 
temente da questi valori il metodo di Eulero-Laplace potrà condurci a tro- 
vare l'integrale x di questa equazione (31) e quindi anche quello della 
«equazione data (30). 
i È con questo processo che si trova che la equazione ; 


se 
+. p—t+pr+qy+(1—! ma 


ya 
ha per integrale x= e 4 


g(e+y) +Y(a—-y) , essendo ge {' i simboli 


di due funzioni arbitrarie. 

659. — Oltre al metodo di Eulero-Laplace che, come abbiamo veduto, 
serve in molti casi per la integrazione di equazioni della forma (5) o che si 
riducono a questa forma con un cangiamento di variabili adattato, si ha 
anche un processo più generale dovuto a Legendre che nel caso delle equa- 
zioni già ridotte alla forma (5) è ancora quello di Eulero-Laplace, e nel 
caso delle equazioni più generali (29) ha il vantaggio che non richiede la 
loro preventiva riduzione alla forma (5); ma in sostanza non è che una sem- 


plice estensione di quella di Eulero-Laplace al caso delle stesse equazioni (29). 


frana >" 
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Mediante questo processo la integrazione della equazione data (29) viene 
riportata o almeno si cerca di riportarla a quella di due equazioni a deri- 


vate parziali del prim'ordine 


ri A5 ae 
(32) 
| act + asi pra bX+ 


che sono ancora lineari come nel processo di Eulero-Laplace, ma sono 
complete nel senso che, invece di contenere ciascuna una sola delle deri- 
vate parziali del prim’ordine di x o di Z, le contengono, o possono conte- 
nerle tutte e due. 

La determinazione dei coefficienti &,8,Y,%,f., 11; e v delle equazioni 
lineari (32) alle quali si vuole ridurre la integrazione della equazione data 
(29), deve naturalmente essere fatta in modo che questa equazione (29) ri- 
sulti dalle (32) colla eliminazione della funzione ausiliaria Z; e perchè que- 
sto accada bisognerà che ricavando dalla prima di queste equazioni (32) i 
valori di = e S e sostituendoli insieme a Z nella seconda si ritrovi la 
equazione (29) o questa equazione moltiplicata per una funzione X di x e y. 

Questo evidentemente porta che quei coefficienti debbano determinarsi 
mediante le equazioni 


d A) 
aa, =\R, BBI=XT, a B+aB1=AS, av: +21 Ri 
(33) 
Bn +a a +rase SE gna @, irta + amiN =, 


nelle quali potrà anche prendersi X\=1;e poichè evidentemente quando, 
supponendo che la equazione data contenga 7 o # p. es. r (cioè R sia diversa da 
zero) (*), si prendano p. es. A=1, e a=1 0 «;=1, potremo determinare 
subito successivamente le altre quantità a, a, B, Bi, 1,1, & e v con sem- 
plici risoluzioni di una equazione di secondo grado (per la determinazione 
di B e 8,) e di altre tutte del primo grado, così — salvo qualche rara in- 


(#) Si esclude con questo che la equazione (29) possa essere della forma (5); ma 
questo può farsi senz'altro perchè quando essa fosse della forma (5) e si avesse 
quindi R=T=0 con S diverso da zero, per le prime delle (33) « e f, 0 @, e f do- 
vrebbero essere zero e 4, e f 0 2 e f, dovrebbero essere diverse da zero, e si rica- 
drebbe subito nel metodo di Eulero-Laplace, 


PNE, 
CRE PA 
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compatibilità che potrà provenire dalla quarta e quinta delle stesse equa- 
zioni per la determinazione di y e {1 — la equazione (29) potrà riguardarsi 
come risultante dalla eliminazione di x fra le due equazioni del prim’ordine 
(33), quando in esse i coefficienti siano presi come saranno stati così de- 
terminati. 

Così essendo, s'intende subito che quando il valore di y risulterà uguale 
allo zero, per effettuare la integrazione della equazione (29) basterà eseguire 
prima la integrazione della seconda delle equazioni (32) che sarà appunto 
lineare e del prim’ordine e non conterrà che la funzione ausiliaria Z, e dopo 
di avere trovato colla integrazione questa funzione Z basterà eseguire la 
integrazione della prima delle stesse equazioni (32), che sarà pure lineare 
e del prim’ordine e darà appunto colla integrazione. l’integrale cercato x 
della equazione data (29); talchè nel caso in cui risulti wy=0 il problema 
della integrazione della equazione stessa (29) potrà riguardarsi come risoluto 
colla integrazione delle due equazioni lineari (32). 

Se poi nella indicata riduzione delle equazioni (29) alle due equazioni 
(32) il valore di y non risulterà uguale allo zero, allora seguendo un pro- 
cesso del tutto simile a quella di Laplace del $ 655, dalla seconda delle 
(32) ricaveremo il valore di x espresso per Z, cioè 


(34 e a 


| i ORA sat 
e con questa derivando calcoleremo i valori di 3 037 e poi sostituiremo 
Y 
insieme a x nella prima delle equazioni (32), giungendo così ad un’altra 


equazione in Z 


o°Z o°Z 0° Z 07 OZ 
(35) ERO PeR ARP REP EPA cir E 


che sarà ancora della forma della (29), e potrà darsi che questa si sappia 
subito integrare, dopo di che col valore trovato per Z si potrà subito cal- 
colare l’integrale x della (29) per mezzo della (34). 

Se poi questa equazione (35) non si saprà subito integrare, potremo ap- 
plicarle ancora il processo precedente, riducendola cioè a due equazioni del 
prim’ordine simili alla (32) coll’introduzione di una nuova funzione ausi- 
liaria Z,, e potrà darsi allora che si trovi che il valore corrispondente di w. 
viene ad essere zero, e sì riesca quindi a determinare il valore di Z, e poi 
quello di Z, e infine per mezzo della (34) quella di x. Invece quando 
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il nuovo valore di pw non sia zero, potrà essere opportuno di tornare an- 
cora ad applicare il processo precedente che ci condurrà ad una nuova equa- 


zione come la (35) ecc. 
660. — Il metodo esposto potrà applicarsi anche alle equazioni della forma 


(36) Rr4Ss+T#=(M+Axt+By+Na)(rt-s), 


dove R, S, T,M, A, B e N sono funzioni di p e q soltanto invece che di 
x © y, perchè colla trasformazione di Legendre ($ 652) queste equazioni si 
riducono subito alla forma 


! 
(37) R5— Si +IS rr — (A+Np E (B+Na); ont Nu=M, 


che rientra appunto nella forma (29) perchè ora p e q figurano come varia- 
bili indipendenti. 
In questo caso però bisognerà trovare a parte, quando vi siano, le so- 
luzioni della equazione data (36) per le quali si avesse anche rt—s°*=0. 
661.— Diamo un esempio del metodo d’integrazione esposto nel.$ 659 
prendendo a integrare la equazione 


(38) xr—-ytt+ap—yq=y. 


Osserviamo perciò che in questo caso le equazioni (33) vengono subito 
soddisfatte prendendo, con \=1,a=a=%,B=y,Bi=—-%,71= rta 0, 
y==y,e quindi le equazioni (32) si riducono alle seguenti 


29 dz OZ i 
o or “da 7 dy SEA) 


e la integrazione della (38) si farà subito per mezzo di queste. 
Osservando che coi metodi del $ 647 la seconda di queste ci dà subito 
pel suo integrale Z=—y+ (xy), che per comodo può anche prendersi sotto 


la forma Z=—y+-29'(xy)xy, si vede che allora la prima ci dà cogli stessi. 
metodi 

x 
(89) =—y+e(0)+t (7), 


dove 4 e { sono i simboli di due funzioni arbitrarie, e quindi si conclude 
subito che questo valore (39) di x ci dà l'integrale cercato della, equazione 
data (38). 


PRE re e e i dee 
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662. — Avendosi poi la equazione 


(40) gr—pt+(g—px+qy)(rt—s)=0, 


si vede subito che colla trasformazione di Legendre si riduce all’altra 


che, per essere ora p e gq le variabili indipendenti e « la funzione, combina 


precisamente colla (38), e ha quindi per integrale u=—9Q+%(p9) + v(e), 


per modo che si può senz'altro affermare che, fatta astrazione dalle soluzioni 
della equazione (40) per le quali si avesse anche r#—s*=0 e che dovranno 
determinarsi a parte, tutti gli altri integrali della stessa equazione (40) sa- 
ranno dati dalle formole 


r=19 (+7 È). 


9 Fane lp(P 
(41) ni RAR let (È), 


i—petayta—sl) = (h), 
dove © e W sono i simboli di due funzioni arbitrarie, e p e 9 figurano ora 
come variabili indipendenti. 

La determinazione poi delle altre soluzioni della equazione (40), cioò di 
quelle che soddisfano alla equazione 7rt—s°=0, le troveremo subito nel 
seguente $ 665 come applicazione di quello che allora esporremo. 

663. — In tutti questi studî sulla integrazione delle equazioni a derivate 
parziali, pei problemi che abbiamo potuto risolvere o almeno trattare più 
facilmente, abbiamo dovuto quasi sempre ricorrere ad opportune trasforma- 
zioni o ad opportuni artifizî, e questo in sostanza è quello che il più spesso 
abbiamo dovuto fare anche per le altre parti del calcolo integrale. 

Lo stesso avviene anche per altri casì di integrazione di equazioni a de- 
rivate parziali, e noi ne daremo ancora un esempio prendendo ad integrare la 


| equazione 


(42) rt—-s°=0, 


alla quale, come dicemmo al $ 652, non si applica la trasformazione di 
Legendre, e che come sappiamo dal calcolo differenziale ($$ 478 e seg. 


4 
D) 
li 
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[Pag. 635 e seg.]) è la equazione cui soddisfano tutte le equazioni a=(@ , y) 
delle superficie sviluppabili; e con ciò noi verremo anche a dimostrare in- 
versamente che le superficie per le quali si ha questa equazione (42) a de- 
rivate parziali sono soltanto le superficie sviluppabili. 

Per giungere a fare questa integrazione osserviamo prima che la equa- 
zione (42) può scriversi sotto la forma 


e questa per un teorema noto ci mostra che o deve essere g=a, con a co- 
stante arbitraria, o deve essere p=%9(9), dove la funzione £(9) può supporsi 
arbitraria perchè qualunque essa sia la equazione precedente risulterà sod- 
disfatta. | 

Ora nel primo caso di 9=@ si avrà subito evidentemente 


(43) a=ay+Y(2), 


e qualunque sia la funzione Y'(x) questa formola ci darà intanto un integrale 
della (42). 

Nell’altro caso poi, quello cioè di p=%(9), si osserverà che se si. pone 
come nella trasformazione di Legendre u=px+gy—, differenziando si 


avrà du=xdp +ydg=| y+e e'(9) ‘da, e questo porterà subito che w 
sia una funzione Y'(g) di g,ey+%(9) sia la derivata Y'(9) di questa 


funzione (*), cioò avremo le due equazioni 


a=9(Q)x+gy—-Y (9) 
0=%g' (Qrx+y—Y'(9) 


(44) 


nelle quali anche la W'(g) resta arbitraria perchè la prima di queste equa- 
zioni, a causa della seconda che ne è la derivata rispetto a 9g, colla derivazione 
rispetto ad x ci dà sempre p=g(9) qualunque sia Y'(g); escludendo però il 


(4) Quando per due funzioni f e 9, di due o più variabili si ha df=Wd0, la f 
dovrà sempre essere una funzione r(0) di 6, e W dovrà essere la derivata (0) di 
questa funzione, perchè supposto ad es. che le variabili indipendenti siano le due 


5) 
X ey avremo verdi SE, do 


a vec 33 e da queste trarremo subito la equazione 


dosi da questa df= 7'(0) db se ne deduce subito Wat (6). 
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caso che (9) e Y"(9) divengano insieme due quantità costanti, perchè allora, 
a causa della seconda equazione, x e y non sarebbero più indipendenti, come 
è necessario che siano perchè valgano le varie considerazioni che abbiamo fatto. 

Così sono trovati tutti gl’integrali della equazione (42); e questi vengono 
dati alcuni dalla equazione (43), e i rimanenti dal sistema delle due equa- 
zioni (44). 

Essi poi corrispondono tutti a superficie sviluppabili, perchè per essere, 
come abbiamo già notato, la seconda della (44) la derivata rispetto a g della 


prima, le superficie rappresentate dalle stesse equazioni (44) sono l’inviluppo 
del piano mobile x=%(9)x +9gy— Y(g) che, quando sono fissate (arbitraria- 
mente) le funzioni (9) e Y(g), varia continuamente al variare di 9, ed è 
sempre un piano per ogni valore (costante) che si dia a 9g. 

Le superficie (43) poi per ogni valore che si dia alla costante @ e per 
ogni funzione {(x) che si prenda per Y(x) sono esse pure superficie svi- 
luppabili, e sono precisamente superficie cilindriche perchè tutti i piani 
paralleli al piano yx (corrispondenti cioò ai varii valori di x) tagliano la 
superficie secondo la retta x=ay+ cost. che è sempre parallela alla retta 
fissa di equazioni x=0,4=@y del piano y%. 

664. — Pel caso poi che non si sappia trovare l'integrale generale di 
una equazione data a derivate parziali, ma per la questione che si tratta 
basti avere soltanto degli integrali particolari, o anche quando avendo trovati 
tutti gli integrali di una data equazione si vogliano avere quelli fra questi 
che appartengono anche ad altre equazioni, trovo opportuno di mostrare 
come talvolta questi integrali particolari possano ottenersi con facili consi- 
derazioni, 

Così p. es. se si avrà una equazione della forma 


(45) P=(rt—s)"Q, 


dove » è un numero diverso da zero e positivo, P_è una funzione soltanto 
di p,g9,7,s e t che è omogenea di un certo grado m rispetto alle tre ul- 
time derivate, e Q è una funzione che non diviene infinita quando rt —s*=0, 
si potranno ordinariamente trovare con facilità, come osservò Poisson, gli 
integrali particolari della equazione data (45) pei quali si ha al tempo stesso 
rt—s°=0, e che evidentemente saranno pure gli integrali della equazione 
P=0 che soddisfano alla stessa condizione; o il che è lo stesso si potranno . 
trovare quelle, fra le superficie alle quali potrà intendersi che corrispondano 
la equazione (45) o anche l’altra P=0, che sono superficie sviluppabili. 
Si osserverà per questo che, secondo quanto abbiamo detto nel paragrafo 


TA ei ce a Mead 


lean TIT i decida 


= Là pd SA. 
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precedente, o dovrà essere p=%(9) o essere x=4Y+Y(x), essendo 4 una 
costante e e(9) e Y(x) funzioni da determinarsi, e bisognerà considerare sepa- 
ratamente questi due casì. 

Ora nel caso di p=%(9) avremo 


s=yp(9)t, r=sp(d)=tl(d1, 
quindi sostituendo questi valori di p, 7 e s nella funzione P, che noi sup- 
poniamo omogenea e di grado w rispetto alle quantità r,s,t, essa sì ri- 
durrà ad un prodotto #* di # per una funzione P, di 9, (9) e @/(9); e onde 
avere le soluzioni comprese nella formola p= (9) che soddisfano al tempo 
stesso alla equazione (45) (e all’altra P=0) bisognerà che si abbia #*P,=0. 

Escludiamo ora il caso di #"—=0 perchè con m negativo o nullo e # finito 
sarebbe impossibile, e con wm positivo dandoci #=0 richiederebbe che anche 
r e s fossero zero, e quindi cadremmo nel caso di x=ay+bx+c che è 
un caso particolare di quello di x«=@yY+Y(x) che abbiamo detto di con- 
siderare a parte. 

Allora, per avere, fra le soluzioni contenute nella formola p==%(9), quelle 
che cerchiamo, bisognerà determinare le funzioni €(9) per le quali si ha 
P,==0; quindi, tolto il caso in cui questa equazione presenti qualche incom- 
patibilità, la funzione (9) risulterà determinata pienaniente o all’infuori di 
una costante arbitraria, da questa equazione che sarà tutt'al più una equa- 
zione differenziale ordinaria del prim'ordine in (9). 

E trovato così il valore di g(g) si otterrà subito l’integrale della equazione (45) 
(o dell’altra P=0) corrispondente a questa funzione (9) valendosi delle 
formole (44) del paragrafo precedente col sostituirvi per (9) la funzione tro- 
vata; e in queste formole Y(g) resterà ancora arbitraria. 

Pel caso poi di x=ay+Y(x), si osserverà che da questa formola si ha 
p=Y (x), q=a,r=Y"(), s=t=0; e quindi sostituendo questi valori nella 
espressione di P che figura nella (45), e valendosi della equazione P=0 
che ne risulterà, quando non presenti incompatibilità potremo determinare 
la funzione W(x) e occorrendo anche la costante 4, e avremo così anche gli 
integrali della forma x«=aY+-Y(x) che soddisfano alla equazione data (45) e 
al tempo stesso all’altra P=0. 

Questa equazione P=0 sarà tutt'al più una equazione differenziale del 
second’ordine rispetto alla funzione da determinarsi Y(x), ma in certi casi 
sarà identica o diverrà tale per valori speciali di « qualunque sia Y(x), e 
non conterrà affatto questa funzione nè le sue derivate Y'(2) e U"(x), per 
modo che talvolta YW(x) negli integrali x=ay+Y(x) rimarrà del tutto ar- 
bitraria, 


TE 7 
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665. — Non si deve poi lasciare di notare in particolare che le equa- 
zioni del $ 652 alle quali si applica spesso utilmente la trasformazione di 
Legendre, quando non contengono -x, y, x nei coefficienti sono precisamente 
nel caso della equazione (45); e il metodo che ora abbiamo dato per trovare 
gli integrali di questa equazione che soddisfano alla equazione rf—s°=0 


. serve a trovare appunto quegli integrali che applicando la trasformazione di 


Legendre bisogna lasciare da parte. 

Così appunto nell’integrare al $ 662, valendosi anche della trasformazione 
di Legendre, la equazione (40), noi lasciammo da parte le soluzioni di que- 
sta equazione che soddisfano alla equazione rt—s°=0 riservandoci di trovarle 
più tardi; e ora valendoci delle ultime considerazioni potremo trovare su- 
bito anche queste soluzioni, le quali verranno ad essere al tempo stesso 
anche le soluzioni della equazione g?r»—p°#=0 che soddisfano alla stessa 
equazione r#f—s°=0. 

Osserveremo perciò che la equazione (40) rientra fra quelle della forma 
(45) considerate nel paragrafo precedente, e potremo quindi applicare il pro- 
cesso del paragrafo stesso determinando gli integrali pei quali si ha p=%(9) 
e gli altri pei quali si ha x=ay+Y (2). 

Venendo ora nel primo caso ad aversi P,=9°g"(9)—g°(9), si vede subito che la 
funzione (9) corrispondente agli integrali che cerchiamo deve essere deter- 


minata dalla formola 9°e*(9)—g*(9)=0 ovvero, se 4(9) non sarà zero, 2 (9) Veli 


AC 
e perciò log (9) =+log qg + log c, ovvero g(9)=c9 0 PA) = essendo € 


una costante arbitraria, e venendo ora per c=0 a comprendersi anche il 
caso testè escluso di 9(9)=0. 

Supponendo ora dapprima €(9)=cg, le (44) ci daranno subito per l’in- 
tegrale corrispondente 


=(cx+y)aq—Y(g), con 0=ca+y—Y"(9), 


e poichè quando (9g) non sia una costante, il che è da escludere, la seconda 
di queste ci mostra che g deve essere una funzione di ca +y, si conclude 
che per l’integrale cercato della (40) o della 9° np °t=0 che corrisponde 
a ®(g)=<cq si può prendere 


(46) a=n(cax+y), 


essendo a il simbolo di una funzione arbitraria. 


Supponendo poi o()=7 , l'integrale corrispondente della (40) o della 
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gr p*t=0,a causa sempre delle (44) sarà dato dal sistema delle due 
equazioni 


| Ha Za qy— (a); 
(47) i 
OE ia 


dove Y è una funzione che resta del tutto arbitraria. 

Infine poi per gli integrali della forma x=a@y+ Y(), coll’osservare che 
allora si ha p=U"(x), qg=a, r=U"(x), t=0, si vede che dovrà essere 
aY"(x)=0; e perciò col prendere a=0 si avranno gli integrali della forma 


(48) a=UY(x) 


dove Y(x) resta una funzione arbitraria; mentre con a diversa da zero, do 
vendo essere allora {"(x)=0 si avranno gli integrali della forma 


(49) a=ay+bx+4-ec, 


dove 4, dè e c sono costanti arbitrarie; talchè si può ora affermare che gli 
integrali della equazione (40) o della g?r—p°#=0 pei quali si ha anche 
rt—s°=0, sono quelli dati dalle formole (46), (47), (48) e (49) nelle quali 
le funzioni 7 e Y dove compariscono sono funzioni arbitrarie, e le a, d e e 
sono costanti arbitrarie. 


OO 


Equazioni Integrali. 
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Generalità. — Equazioni integrali di seconda specie. 


666. — Già da molto tempo in vari studii di celebri analisti si presenta- 
rono equazioni funzionali nelle quali la funzione incognita di una o più 
variabili figura sotto segni integrali; e già casi di risoluzione di queste equa- 
zioni erano stati trattati fino da Abel nel 1823. 

Ma tali studi corrispondevano ordinariamente a speciali problemi d’in- 
versione d’integrali definiti e come tali erano soltanto considerati, perchè 
si limitavano alla ricerca di funzioni per le quali un integrale definito che 
le conteneva doveva prendere un valore dato; e se talvolta era capitato di 
studiare casi di equazioni nei quali la funzione incognita, oltre che sotto 
l’integrale, compariva anche fuori dell’integrale, fosse questo a limiti fissi 
o a limiti variabili, gli studî erano stati fatti sempre caso per caso, senza 
fare rilevare espressamente che essi non erano in sostanza che l’applicazione 
di un processo generale valido per tutta una categoria di equazioni fun- 
zionali del genere indicato. 

Tali sono ad es., oltre al lavoro di Abel del 1823 e agli altri pure di 
Abel sulle funzioni generatrici, quelli di Liouville collegati coi suoi studii 
sul calcolo, che egli cercava d’introdurre nell’analisi, delle derivate d’indice 
fratto, e i lavori di Joachimstal, di Schlòmilch, di Beltrami e di altri e anche 
alcuni miei pubblicati nel 1880 nel vol. 17.° degli Annali delle Università 
Toscane, come anche quelli che trovansi nel cap. XX (pag. 508 e seg.) di 
questo volume sugli integrali considerati come funzioni anche dei loro valori 
iniziali, e quelli delle mie memorie sulle equazioni differenziali lineari pubbli- 
cati nei vol, II, III, XI, XII, XVII, XVIII, serie III degli « Annali di Ma- 
tematica di Milano » e ora qui riportati al cap. XXVII (pag. 714 e seg.) sugli 
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integrali delle equazioni lineari, e in sostanza anche gli studii di Picard 
sulla integrazione per approssimazioni successive delle equazioni differenziali. 

667. — Lo studio sistematico in modo generale e approfondito di tali cate- 
gorie di equazioni funzionali incominciò propriamente solo coi lavori del Vo/- 
terra che egli designò ancora col titolo di « imverstone degli integrali definiti » 
pubblicati negli Atti dell’Accademia di Torino e poi nei Rendiconti dell’Ac- 
cademia dei Lincei e nel vol. 26. II.* serie degli Annali di matematica di 
Milano, e più specialmente colla memoria di Fredholm del 1900 pubbli- 
cata negli Att. dell’ Accademia di Stocolma, e con le altre pure di FHredholm 
pubblicate negli Acta mathematica e nei Comptes rendus nel 1902, e colle sei 
memorie di Hilbert pubblicate negli Atti dell’Accademia di Gottinga, nelle 
quali Hilbert riprendendo un suggerimento dato da Du Bo?s-Reymond nel 
1888 (Crelle’s Journal fiir die reine u. andg. Mathematik vol. 103, pag. 228), 
introdusse il nome di « equazioni integrali » per le equazioni funzionali che 
in questi varî lavori erano state prese a studiare. 

I risultati importanti contenuti in questi lavori, e, diciamolo pure, an- 
che la fortuna del nome veramente indovinato, e la circostanza che equa- 
zioni integrali già si erano presentate in parecchi studii importanti, senza 
però che avessero fermato l’attenzione in modo speciale per trarne una teoria 
generale, e con queste altre circostanze insieme, aprirono il campo ad una 
serie interminabile di lavori che misero sempre più in evidenza la impor- 
tanza degli studi generali su quelle equazioni; ed è per tutto questo che 
noi — pure rimandando, per uno studio esteso e approfondito di tali equa- 
zioni e dei problemi che vi si connettono, alle numerose memorie speciali, 
e alle monografie che già ne sono state fatte (*) — non possiamo fare a meno 
di dare in questo libro anche di esse un breve cenno, limitandoci alle equa- 
zioni integrali lineari. 

668. — Ciò premesso, indichiamo con g(x) una funzione incognita di , e 
con f(x) una funzione conosciuta pure di x che supporremo senz’altro finita e 
continua pei valori di x compresi fra due numeri finiti @ e d (a e d inclusi) 
e con K(x,y) una funzione che pei punti (x, y) pei quali x e y sono com- 
presì fra gli stessi numeri 4 e 6, può anche avere punti o linee di discon- 
tinuità o anche prendere valori infiniti, soddisfacendo però sempre a quelle 
condizioni dei $$ 130 e seg. (pag. 192 e seg.) e $$ 278 e seg. (pag. 420 


(#) V. ad es. An introduction to the study of integral equations by MAXIME 
BòcHER 5. A. Ph. D. Professor of Mathematics in Harward University «Cambridge. of 
the University Press 1909, » e la Introduction à la théorie des équations intégrales par 
TRAIAN LaALpsco « Paris. A. Hermann et fils 1912 » e GoursaT. Cours d’Analye 
Mathématique. Tomo III. Deux.®° édit. Paris. Gauthier Villors et C.ie. 
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e seg.) o ad altre per le quali siamo sicuri che la funzione stessa K(x, y) 
e il prodotto K(x, y)g(x) sono integrabili, e per esse negli integrali doppi o 
multipli che si abbiano sono invertibili le integrazioni, salvo a dovere cam- 
biare i limiti quando questi non sono fissi. E qui supporremo sempre sen- 
z’altro per es. a<b. 

Le equazioni integrali lineari sono le seguenti 


(1) fa)= I K(x, 4) 9 (7) dy, 
(2) g(a) = (0) + f K(x, 4) 9(4) dy, I 


con uno dei limiti degli integrali variabile e delle quali fece pel primo il Vol- 
terra uno studio approfondito e generale dando di esse la soluzione generale 
nelle memorie ricordate sopra; e sono pure equazioni integrali le altre con- 
siderate da Fredholm 


b 
(3) n= f Kite y) (4) dy, 
b 
(4) | p(a)=/l2) + f K(x, y) 9(4) dy, 


nelle quali i due limiti degli integrali sono costanti; e queste ultime com- 
prendono quelle del Volterra perchè si riducono a queste quando si supponga 
che la funzione K(x, y) per y> sia sempre zero, come anche possono ridursi 
a quelle del Volterra quando a K(x, y) si sostituisca IK(x,y), essendo I il fattore 


DO 
2 | 
discontinuo di Dirichlet Ò ferrea da noi considerato al $ 215 
O) 


(pag. 241-42), che per y<x è sempre uguale ad 1, per y>x è uguale a zero, 
e per y=%x è uguale a s e si suppone che 4 e d, 0 x e y siano positivi. 


Di queste equazioni le (1) e (3) si dicono equazioni integrali di prima 
specie, ele (2) e (4) si dicono equazioni integrali di seconda specie; ed è su 
queste ultime specialmente (cioè sulle equazioni di seconda specie) che si 
sono fatti maggiori studî, ottenendo per esse risultati notevoli. 

669. — Noi incomincieremo questi nostri studî sulle equazioni integrali 


= 


da quelle di seconda specie; ma prima è il caso di fare osservare che le 
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equazioni di prima specie possono riguardarsi come un caso limite di quelle 
di seconda, in quanto che, cambiando in queste ultime K(x, y) e f(x) in 
XK (x, ye —Xf(2), le equazioni di seconda specie (2) 0 (4) si cambiano nell’altra 


: pla)= —f(@) + fre, y) 0(y)dy, 


che per \= co si riduce alla (1) o alla (3) a seconda dei limiti che si pon- 
gono all’integrale. 

Del resto poi intorno alle equazioni di prima specie (1) si può osservare 
che quando pei valori di x e y fra @ e d (a e d incl.) la funzione K(x, y) 


; ene ic 
sia sempre finita e continua e ammetta almeno la derivata parziale 550° 


questa derivata per gli stessi valori di x e y si comporti come sopra ammet- 
temmo potersi comportare K(x, y) nel caso della equazione di seconda specie, 


x 

e all’ integrale K(x, 4) (Y) dy sia applicabile la derivazione sotto il segno, 
(4) 

allora se anche /(x) sarà derivabile, la stessa equazione (1) colla derivazione 

darà luogo all’altra 


fE)}=Kl2, 2)g(2) + si SR (yy 


e quindi sotto queste condizioni quando K(x, x) sia diverso da zero per 
tutti i valori di x fra @ e d (a e è incl.), la (1) stessa conduce alla equa- 
zione di seconda specie 


(9) p(e)=7 (1) + Ji K (e, y)9(y) dy, 
nella quale i 


= ne Lato Kay) 
ia K(x,x) 9 Di K(@, 2) 


Anche in altro modo poi la stessa (1) dà luogo a una equazione integrale 
di seconda specie, poichè colla integrazione per parti si ottiene la formola 
seguente 


x x Y 
K(e, nf g(4) dy— f. din si P(7) Wu )ty=10) 


la quale ci mostra che sotto le precedenti ipotesi rispetto a K(x, y), inclusa 
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® 


quella che K(x,x) sia sempre diversa da zero pei valori di x da a a d (a e è 
inclusi), si ha la equazione integrale di seconda specie 


pi (e)=fi(2) + | Ki(x,4)9.(y) dy, 


nella quale 


i 1 a3K(c,) f(x 

n= f sent Ki (e, vee fia fel 

670. — La funzione K(x, y) che figura nelle equazioni integrali e che da 
Hilbert fu chiamata « das Kern » è stata da noi, come in Francia, denominata 
il] nucleo della equazione; e questa funzione ha naturalmente una particolare 
importanza in questi studii. Essa, come già abbiamo ammesso, può anche es- 
sere discontinua o diventare infinita, ma con discontinuità o infiniti tali da 
restare atta alla integrazione e da permettere che, negli integrali multipli 
nei quali venga a figurare, le integrazioni (coi debiti cambiamenti nei limiti 
ove occorrano) possano invertirsi; e in particolare deve spesso prendersi 
infinita per y==< di un ordine inferiore al primo, come avviene appunto nel 
caso delle varie formole di Abel, e anche più in generale in quello che noi 


pure studieremo di K(x, Dare, con \<1 e G(x, y) sempre diversa 
da zero e numericamente inferiore a un numero finito finchè x e y sono 
compresi fra a e d (a e d incl.). 

671. — Premesse queste nozioni generali, prendiamo a studiare le equazioni 
integrali di seconda specie (2) o (4) che, cambiando y in x,, scriveremo sotto 
la forma 


(6) g(e)=/(2) Se K(x,%) (21) da,, 


senza segnare ora i limiti dell’integrale per potere intendere che questi li- 
miti possano essere a e 2 come nella (2) o a e è come nella (4); e ammet- 
tiamo dapprima che il nucleo K(x, y), pure potendo essere anche discontinuo 
in punti o linee come già dicemmo, sia però sempre numericamente inferiore 
a un numero finito K pei valori di x o y fra a e È. 

Ammettendo dapprima l’esistenza di una soluzione sempre finita della 
“equazione (6), il processo stesso di approssimazioni successive che noi se- 
guimmo nei $$ 522 e seg. (pag. 723 e seg.) per trovare l'integrale delle equa- 
zioni lineari generali, come quello dei $$ 345 e seg. a pag. 508 e seg., che 
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in sostanza risolve un sistema Di equazioni integrali lineari di seconda 
specie, nel caso della equazione (2) ci condurrà subito alla formola seguente 


(7) p(e=f(@ 34 f 6 #1 x)f(e)da + fr x, dn) dr, f (21, c)f(c) dx. +... + 
n_-2 nl 
+ fe (€, © Jan f (2,, € i. fi ROSEO 07 fino) gt 


mentre nel caso della equazione (4) si avrà questa stessa formola colla 
sola differenza che in essa i limiti di tutti gli integrali saranno 4 e 6; e 
colle stesse considerazioni dei paragrafi indicati si vedrà che la serie del se- 
condo membro nel caso della equazione (2) converge in egual grado come 
una serie esponenziale per qualunque valore di « fra @ e è comunque grandi 
vengano presi questi numeri, e nel caso della equazione (4) converge, e an- 
cora in ugual grado, come una progressione geometrica per ogni valore di 
x fra a e d quando sia K(b—a)<1;e così, sotto la ipotesi fatta della esi- 
stenza di una soluzione sempre finita della (6), si vede che questa soluzione 
è data dalla (7) nei casi ora indicati, e in generale quando la serie stessa 
(7) è convergente in ugual grado; e questa soluzione è unica. 

A causa poi della convergenza in ugual grado della serie (7), indican- 
done la somma con (x) e facendo astrazione dalla ipotesi ammessa della 
esistenza di una soluzione sempre finita della (6), coll’osservare che la (7) 
può porsi sotto la forma 


A ={+ f K(a, n} fi (1, ca)f(1) dn +... + 


si A Mens 
+ fa (11, 03) de, di fa ARIA RE f K(&,1%n)f() den +... da, 


sì verifica subito che la funzione €(x) definita dalla serie stessa (7) soddisfa 
alla equazione (6), e quindi essa è sempre effettivamente la soluzione di questa, 
che come già abbiamo detto viene ad essere unica. 

E posto quindi 


| di K(e, Y){(4) dy=u (2) fr y) u(Y) dy= (2), 
gti ; 


fate Y) Un (4) dy=us(x), JRE fre Y) Unr (4) dy=u, (2), » 
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i limiti superiori negli integrali essendo x o d secondochè si tratterà delle 
(2) o delle (4), per la soluzione della (2) o (4) avremo la formola 


(9) pO=fM+u +++... 


i cui termini si calcolano con successive quadrature, come dicemmo al $ 529 
(pag. 736-37) pel caso degli integrali delle equazioni lineari (*). 


#) È da notare che le formole (7), (8), (9) che abbiamo dato sopra, in sostanza sono 
quelle stesse delle mie memorie sulle equazioni differenziali lineari pubblicate nei - 
vol. II serie III degli Annali di Matematica di Milano, e ora riportate in questo volume 
nel Cap. XXVII. Ne differiscono solo per le notazioni diverse e pel significato 
speciale che là fu naturalmente attribuito alle funzioni che nel capitolo stesso rap- 


Au e dx, 
(400) (408) 


resentammo con ma che, come ora si vede, possono avere un si- 
p) è) 


gnificato generale. 
Per le formole date nel detto capitolo, gli integrali delle equazioni differenziali 


lineari di ordine n sono dunque soluzioni di quelle equazioni integrali per le quali 


il nucleo K(x,y) e la funzione f(x) colle notazioni dello stesso capitolo vengono ad 


essere respettivamente le funzioni e y Aa 


CROPRi (AQ) 

In seguito a questa osservazione è qui il caso di fare rilevare esplicitamente 
come da questo già apparisca chiaramente che vi è un intimo legame fra le equa- 
zioni differenziali lineari ordinarie e le equazioni integrali, perchè gli integrali di 
quelle equazioni sono soluzioni di equazioni integrali speciali che dipendono dalle 
equazioni medesime. 

Anche in altro modo poi si può fare risultare questo legame, poichè data una 
equazione differenziale lineare d’ordine » 


(0) anyMLa,yl=V+agy IL... +an-19+@ y=X, 
se si pone ayM=0, e inoltre, per abbreviare, si indica in generale colla notazione 


Xx x (0?) (02) 
i (0)do l'integrale multiplo d’ordine % / dw I doi | (0)dw , con integra- 
a a (47 a 


v 


zioni successive si troverà 
2/0 

ya | (-) do4yt 
n da w (2A È) 


ya — fl (7 do+-yl (ea) +y2, 
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Questo risultato poi, colle considerazioni dei $$ 524 e seg. (pag. 729 e seg.) 
si estende anche a casi nei quali K(x, y) o f(x) divengono infiniti. 

672. — Per giungere ora alle formole che si hanno nella teoria delle equa- 
zioni integrali, ricordiamo la formola di Dirichlet 


@SSeNdO Yg, Ynr Yan: YI, y) i valori per 2=a dell’integrale y della (a) 
e delle sue derivate y', y",... y©®, y®_, che possono prendersi arbitrariamente 
se i coefficienti a); 0; 43)... ., Ane X non presentano singolarità e a, è diversa da 


zero per c=a. 
Osservando quindi in generale che con successive integrazioni per parti si ha . 


“L_-Ww)? 0) x(e—w)P 
(0 dor |” (C—_%w) da [” o(0)\dwr- if. Sd do | o(Wdwr_2=,,. -J Co g(0)do 


e con questa formola trasformando i valori precedenti di y@#—1), y@2...,y2), ..Y,Y 


dopo di avere fatto paz, e poi sostituendo nella equazione (2), si trova che 
0 


questa si trasformerà nella equazione integrale seguente 


i nl 


pro: Dino Di 


Ag de: È 


9) 7 ib oa “n +7 


dove s’ intende che @, 0)) 49; ..., siano i coefficienti della equazione data espressi 
ancora per x e 


FR PE ca ect del dp | Apkl Ap 42 (e_a)? An 
F(@= = DA atri i 


(CA) ) np), 
(dA è) 


e così trovando per y®(x) la soluzione di questa equazione integrale (8), si avrà 
poi y con n integrazioni successive; e questo per ogni sistema di valori iniziali 
Yaz}YarYasi: 144" diy,y,Y",...,y-, cioè per ogni integrale della equa- 
zione data. 

È da notare che la equazione integrale (8) anzichè col processo precedente che 
abbiamo riportato dal Lalesco, avremmo potuto trovarla anche scrivendo la equa- 
zione (a) sotto la forma 


x 9 
(n) 
y +/" dw 


X (a) MI, a) 


Bia | a an (A) ° sE an) I° LIZA Fans: 


reno nr (0) 


LO) + EO +. Tano) 


' An (0) 
Y(0) 4 a) 


yY (1) do = 


An-1 (2) ra An (c) o | 


(0) a, (€) 


e poi nell’integrale del primo membro applicando successive integrazioni per parti. 
E notiamo anche che come le equazioni (8) del $ 516 (pag. 716) risolute ri- 
spetto ad y condussero alla equazione integrale (18) del $.522 (pag. 723) che dette 
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b ® b b 
(10) fue f noir fur freni 
& 0) a Y 


che noi abbiamo data ai $$ 282-83 (Pag. 424) anche per casi in cui la fun- 
zione f(x, y) abbia dei punti o linee d’infinito, pure restando sempre atta 
alla integrazione nel campo d’integrazione. 


poi luogo alle formole d'integrazione della equazione lineare data, così avremmo 
potuto risolverle rispetto a y/, y",... y—, e avrebbero dato luogo allora a equazioni 
integrali in queste quantità, come la (8) lo è in y©, che avrebbero condotto pure 
all’integrale della equazione data. 

Infine osserviamo che sviluppando le potenze di x—w nella equazione integrale 
(8) si vede che il nucleo di questa equazione è un polinomio di grado n—1 in w della 
forma 


(ò) Ao + 0-2 + w?-3+... +An-20 + Ma 1, 


dove le Xp, A } dg; i. Aaa, Mm Sono funzioni della sola x. 
E se si parte da una equazione integrale qualsiasi 


x 
© Ma)=f1 @+ f K(©, #00) 
per la quale il nucleo K (x, w) sia della forma (è), valendosi delle formole ($) e (7) 
si vede che si potranno sempre determinare i coefficienti SIA da RR cca 3 ne 
Ag di Ugl CAI, 


di una equazione lineare (a) per la quale la equazione integrale corrispondente ($) 
venga a concordare precisamente colla (e); e questo permette di dire che come la 
ricerca degli integrali delle equazioni lineari (a) sì riporta sempre, nei modi indicati 
sopra, a quella delle soluzioni delle equazioni integrali di forma (8), così viceversa 
la ricerca delle soluzioni delle equazioni integrali (e) quando il nucleo è un polinomio 
di grado n—-1 in » della forma (ò), sì riporta sempre coi processi indicati alla inte- 
grazione di una equazione lineare di ordine n. 

Questa osservazione, già notevole di per sè e che più sotto estenderemo mol- 
tissimo, potrà servire a trovare con tutta facilità le soluzioni di infinite equazioni 
integrali speciali riportandole alla integrazione di equazioni lineari per le quali gli 
integrali siano già noti. 

Così in particolare quelle equazioni integrali (e) nelle quali, per essere costanti 
le X0; 3; da; «+ .3Aa-1, il nucleo sia un polinomio di grado n—1 in w, si ridurranno 
alla integrazione di equazioni lineari di ordine » coi coefficienti costanti nel primo 
membro, e quindi le loro soluzioni verranno date da somme di esponenziali e di 
prodotti di esponenziali per funzioni intere. Queste equazioni però, come in generale 
tutte le equazioni integrali nelle quali.il nucleo K(x, y) dipende soltanto dalla va- 
riabile d’integrazione y, con una derivazione si riducono subito a equazioni dif- 
ferenziali lineari del prim’ordine, e quindi s’integrano immediatamente senza bi- 
sogno di ricorrere alla integrazione delle dette equazioni lineari di ordine ®. 


% e. 
+ ta ei ei rt e A en NOR na 
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Per applicarla ora a un integrale multiplo di ordine superiore 


n_3 
(11) fan fee fd friza f de fi. 


dove f è una funzione di x,, Za...) Za) Lay © anche se vuolsi di altre 
variabili, che soddisfa alle solite condizioni d’integrabilità ecc., osserveremo 


Del resto, in modo generale si può osservare che quando il nucleo K(x, y) e le 
sue derivate parziali, almeno fino a quelle dell'ordine », per y=x si mantengono 
finite, ed esso come funzione di x soddisfa ad una equazione differenziale lineare 
omogenea 


(0) AGRO LA;RUO LARA REA NR 0, 


dove le A;, Aj; Ao, +++, An-1) An sono funzioni della sola x, e K, K', K', ..., K©, K@ 
sono le derivate successive rispetto ad x di K (x,y), basta applicare successivamente 
alla equazione integrale data il teorema della derivazione sotto il segno, per tro- 
vare subito che la soluzione della stessa equazione potrà sempre aversi colla inte- 
grazione di una equazione lineare dell’ordine n, salvo a dovere poi determinare 
opportunamente le costanti portate dalla integrazione. 

In questo caso il nucleo K (x,y) viene naturalmente ad essere della forma 


(4) hy(Y) K (0) +-Ro(Y) Ko) +... 4 An(Y) Kn (0) 


dove le funzioni K,(x), K,(x),...,K, (x) costituiscono un sistema d’integrali fon- 
damentali della equazione (%) alla quale il nucleo K(,y) soddisfa, e le funzioni 

hi(Y), ha (Y),.«;fin(Y) figurano come le costanti arbitrarie. E poichè d'altra parte, dato 
un sistema A, di funzioni linearmente indipendenti K;(x), K.(x),..., Kn (x) 
si può sempre ($$ 481-82 [pag. 676-78]) costruire una equazione lineare omogenea 
d’ordine n» che ammetta queste funzioni come integrali fondamentali, così eviden- 
temente, generalizzando tutte le osservazioni fatte sopra, si può ora affermare che 


la ricerca delle soluzioni delle equazioni integrali è (x)=f(x)+ ll K(x, y)0(y) dy 


nelle quali il nucleo K(x,y) è una funzione della forma (x) può sempre ridursi alla 
integrazione di una equazione lineare omogenea dell’ordine n, salvo a dovere poi 
determinare opportunatamente le costanti arbitrarie portate dalla integrazione. 

S' intende naturalmente che le n funzioni K,(x), K.(x),..., Kx(x) che figurano 
nella (y), oltre essere linearmente indipendenti, devono essere anche finite e continue 
insieme alle loro prime n derivate pei valori di x compresi fra a e d (a e d incl.). 

Le indicate equazioni integrali speciali nelle quali il nucleo è una funzione della 
forma (y) hanno dato già luogo a studî importanti sui quali però non potremo fer- 
marci; e in seguito alle osservazioni che qui abbiamo fatto, noi crediamo che po- 
tranno dare luogo anche a altri studî in relazione colle equazioni differenziali li- 
neari, 
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n—2 _ 
prima che per la precedente (10) l'integrale doppio fe dani vi fda, si tra- 
(47 


n—-2 
sforma nell’altro dA SE fdx,-,, pol per la stessa formola l'integrale triplo 


È i Un-3 Ln_3 Una SG 6 
cd ft, si trasforma nell’altro Dar da,s (ASTA ù: 
La Ln %a, N 


e così continuando fino ad invertire tutte le SEA l'integrale prece- 


db b x, Xg Fal 
dente (11) diviene ii da,, Hi da, sh We JE ISS fi dele fi VALE 
(#7 La, Ln Ly 


per modo che cambiando in quest’ultimo integrale la variabile x, in y 
‘e supponendo che nell’integrale dato (11) la funzione f possa contenere an- 
che un’altra variabile x, avremo la formola 


n-2 * “nel 
Me (12) fi da, fi La fi o fi du fi ai) dr 
; È X1 La La3 V,—2 
- fo fan fa fico. f di fre Ta Ua sa Udi MY) AAC) 
1 a Up Y Y Y Y 


nella quale il limite superiore è può supporsi anche variabile e anche 


TA Tn Cep E LI OV I 


1-7 


pi IA tc) iii 


La 
È 
È 
Rete 
Yi 


uguale a %. 

Questa formola (12) è una generalizzazione immediata di quella di Di- 
richlet. 

Facendo invece per mezzo della formola originaria di Dirichlet o della 
precedente (12) la inversione degli integrali a gruppi per es. in due gruppi, 


i+1 ni n-1l 
cioè prima per l’integrale I,_;= fa da;4i fe de;ss.- o) dani fi fda,, 
che si trastorma nell’altro I,_;= cd fa de;v fi GAMUNI fi fade) tei 

La 


te 


b DA 
e poi facendola sull’integrale ii dx, le dx... fe dice: pda che. sì 
(#7 
D b 
cambierà nell’altro dx, i da, fia dx, sl 
x 


n-id%;-,, e cambiando 


bear, a gal vu» : 
li A PI VERI » 4 È 
TIRA VITAE ARA 4 me, 
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poi le variabili d’integrazione x, e x; in y e È avremo la formola 
ii i 
5 E 
(13) D cd cf = fa fia fa : fai f do f de 
a Y 
La-2 
VA o erg) Sani N dei 
Y 


un’altra estensione della formola di Dirichlet. 


n 


che è 
E prendendo invece l’integrale già trasformato del secondo membro della 


(12), cioò 


4 


-- n-2 | 
pa - fasi, fa | fd fr TRA Obop Lina TisTitayoo Can YI 


Ma Ti4l ng 
l'integrale dex;4 dL; 490 F(£,1,%9.. LV LipryeCn13Y) dn 
Y Y Y 


e indicandolo con I,_;_i1, Se ripetiamo la trasformazione (12) sull’integrale 


fe dx, fi des fr de; IR I,;10%;, con che questo integrale sì tra- 
Y dg) 75) 
sforma nell’altro fe dx; si da, f. des fo _i_1dx;_;, basterà poi cambiare 


x; in € per giungere alla formola 


b Xi xo wo b b XI 
04 f da fa fe. WAS Y) ie. ff do fa 
Y i ? Y SOMALA 
+1 ne 
n fto f ds f di fra Cry La 33 Li) 16) ASS A) LA 
Y 


e quindi all’altra 


(15) SSR fia (PRIORA PRIVI el fi 
L4i+1 tn2 
dra di A Diso Vi5 Log DILLO 


ni sono pure IAA LO della ndo (10) di Dirichlet. 


Similmente si avrebbero altre formole quando le inversioni si facessero 


per più di due gruppi d’integrali. | 
673. — Tornando ora alle equazioni integrali, e fermandoci dapprima alla 3 se: 
considerazione della equazione integrale (2), potremo applicare la formola tro- 
vata (12) ai singoli termini della formola (7) che fu data appunto pel caso 
della equazione (2), e così questa formola si trasformerà subito nell’altra 


(16) 9(2)=/(@+ fi f(4) K(2,9) dy+- si f(4)dy si K(w,%) K(w1,9) da + 
a a Y 
+ il f(4) dy i da, Di K'(x, x) K(x,, x») K(22, 4) dest... + 
fr )d o fan fd f den fa K(2,%;) E( K(2,,% )K (0,03). K(an_ 13% a)K(x Lny)dae,k.. 


ovvero 


(17) pP@=f@+ i f() Kn +f fly) dy J K(2, 21) K(2,,9) dar + 
+ fr Lay fi X,%1) pan ff (21,2) K(22,9) det... + fi as f 8 (2,43) da, 
fonia tn f Ken iso. f Ria Cn-1) tes f Kit) K(x n34) det... 
SOZZI Y Y Y 


dalla quale si vede subito che nella serie, fatta astrazione dall’integrale re- 

lativo alla variabile y, cioè dall’ultima integrazione che dovrà eseguirsi in 

ogni termine quando si voglia effettivamente calcolarlo, i singoli termini ven- 

gono ciascuno dal precedente mutando le variabili d’integrazione (che ser- 

vono a calcolarlo) coll’aggiungere una unità all’indice di queste variabili, 

‘e poi moltiplicandolo per K(x, x.) dx, e integrando di nuovo da y a . 
Ne segue che se porremo 


(18) Ki(e, y)=K(c, Y)» e K,(7, =f Kt ti) K,_1(%, Y) dx, 
Y 


avremo 


g(1)=f(0) + il f(4) K.(, y) dy + f f(4)Ks(2, y)dy + 1 fY)Ks(x, y)Ayt...; 


e poichè se si considera la serie 


(19) Ki(c, 9) +E:(c, ) +, )4+--, 


colle considerazioni stesse che conducono a dimostrare la convergenza e 
convergenza in ugual grado della serie (7), si vede che sotto le stesse con- 
dizioni per il nucleo K(x, y) la serie stessa (19) è convergente e convergente 
in ugual grado negli stessi campi per quanto grandi essi siano, e indicandone 
la somma con —k(x, y), cioò ponendo 


(0.0) 


(20) k(e, y) = aiiy 2 K.(e, y) ) 


avremo la formola 


(21) g(1)=f(2) — di k(e, y) f(4)dy, 


che dà sotto forma notevolissima la soluzione della equazione integrale (2). 
674. — La funzione X(x, y) ora introdotta, da alcuni è stata chiamata 
il nucleo risolvente della equazione integrale (2), e le varie funzioni K,(2,%), 
Kx,y),..., K.(€,4),..., che si deducono successivamente con una quadratura 
una dall’altra, sono state chiamate i nuclei iterati del nucleo primitivo. 


Aggiungiamo che se si applica la formola (14) all’integrale 


x x C,-1 
Ko) f dx, das K(6:@)K(c1, 2) Ka) de 


YyY Y y 


sì trova che essa ci dà subito l’altra 


: Y 


e questa formola che vale per tutti i valori di 1,2,...,22.—1 di ? quando 
n22, generalizza la seconda delle (18) e dà una relazione notevole fra i 
nuclei iterati. 

675. — Osserviamo poi che, sotto le condizioni poste pel nucleo K(x, y), 
la serie (19) è convergente in ugual grado nel campo che si considera 
per x e y, e quindi al essa è applicabile l’integrazione definita termine a 
termine tanto rispetto ad x quanto rispetto ad y. - 


Per questo, cambiando una prima volta nella (20) x in È, con che si 


(0°) " 
ottiene k(t, y)= — YK,.(é, y), potremo fare la integrazione per serie rispetto 
1 
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a $ fra y e @ dopo avere moltiplicato tutto per K(x, é); e così avendo riguardo 
alla seconda della (18) troveremo la formola seguente "0 


K(, 6) K6,g)d&=— Y Îi (e, ).E(f, 9) dé =— SK (0, E, 9) 
; di Y 1 


e similmente poi cambiando nella (20) y in É, e integrando rispetto a É an- 
cora fra y e x dopo avere moltiplicato per K(é, y), e valendosi della (22) 
troveremo ancora 


| | K(, 7) Ko, Qdi=—S / K.(è, Kg) d=— SK (0, 9)=K(0, 9)+H(0, 9) 
Y 07 1 


dci x 
ili dp EIA sà » “ Pif, I 
Si n= : LI NOE Test, c— 3: 


e potremo quindi scrivere la formola seguente data da Volterra 


x x 


K(®, È) k(6, 4) 8 | k(&, 6) K(6, y)dé. 


Y 


(23) — K@,y)+k(,y)= i 


Y 


Questa formola non muta scambiando fra loro K(x,y) e K(x, y), cioè il 
nucleo della equazione e il nneleo risolvente; e per questo e perchè, come la 
(21) dà la soluzione dellafequazione integrale di seconda specie (2) in 9(x) 
col nucleo K(x, y), così la (2) può riguardarsi come la soluzione della equa- 
zione integrale di seconda specie (21) in f(x) cioè | # 


Di f@=g9(0)+ I le, 4) f(4) dy 3 


col nucleo X(x, y), queste due funzioni K e % si dicono reciproche. E se il 
nucleo primitivo K(, y)è discontinuo, il suo reciproco, a causa della (20) che 
ha per primo termine — K(x, y) mentre gli altri sono tutti integrali, lo è pure, Me 
ma la loro somma essendo data da un integrale è continua. ta 

676. — Le formole che abbiamo trovato per la equazione integrale di se- 
conda specie (2) studiata da Volterra, si trasformano in quelle della equazione 
(4) studiata da Fredholm col supporre che i limiti inferiori e superiori di tutti 
gli integrali che qui compariscono siano tutti uguali ad a e è rispettivamente; 
e si trovano al modo stesso senza che allora vi sia neppure bisogno di ap- 
plicare la formola di Dirichlet ‘per le inversioni delle integrazioni le quali 
allora, per le ipotesi che si hanno intorno al nucleo K(, y), possono farsi 
senz’altro senza cambiare i limiti degli integrali. "3 

Allora però un semplice esame della serie corrispondente (16) o di quella de 
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(19) che dà il nucleo risolvente mostra che se, come supponiamo, il nucleo 
K(x,y) è sempre numericamente inferiore a un numero finito K e x e y sono 
compresi fra a e bd, i termini delle stesse serie, anzichò essere, all’infuori di un 
fattore finito, numericamente inferiori a quelli di una serie esponenziale per 
quanto grandi e diversi fra loro siano 4 e è, sono numericamente inferiori 
a quelli di una progressione geometrica che ha per ragione K(b—a); e 
quindi per essere certi della convergenza in ugual grado della serie stessa 
bisogna allora supporre che si abbia in modo più restrittivo K((—@)<1, 
mentre nel caso della equazione (2) studiata dal Volterra non si aveva 
alcuna limitazione all’infuori di quella che K(x, y) si mantenesse numerica- 
mente inferiore a un numero finito nel campo nel quale si muovono « 0 y 
oltre. s'intende, alle solite condizioni d’integrabilità ecc. 

Del resto, per quanto, come già osservammo al $ 668, anche le equa- 
zioni (2) possano riguardarsi come caso particolare delle equazioni (4), bene 
sì comprende come possa aversi una condizione più restrittiva nel caso di 
queste equazioni integrali (4), poichè basta pensare che mentre per le equa- 
zioni (2) il nucleo K(x, y), e quindi per la seconda della (18) anche tutti i 
suoi nuclci iterati sono sempre zero per y>x(*) e neppure si considerano, 
per le equazioni (4) invece devono essere considerati anche per y>% e possono 
allora avere valori qualunque, e tali da influire sulla convergenza della serie. 

677. — Merita ora di essere notato —anche perchè questo ci gioverà in se- 
guito — che sotto le condizioni per le quali è convergente e convergente in ugual 
grado la serie (19) nella quale i nuclei iterati K,(x, y) si trovano successiva- 
mente con quadrature nei modi indicati, e hanno gli integrali limitati fra y 
e x o fra a e db secondochè si tratterà della equazione integrale (2) o della 
(4), esiste sempre la funzione reciproca X(x, y) del nucleo K(x, y) dal quale si 
parte ed è data dalla (20); e la soluzione della equazione integrale corri- 
spondente (2) è data dalla formola (21), come quella della (4) è data dal- 
l’altra 

b 
(25) p@)=/@)— | Ka, y) fi) dy; 


a 


ma quando le condizioni di convergenza in ugual grado della serie (19) non 
sono soddisfatte o si è incerti, come ad es., nel ‘caso della equazione (4), 


(#) Per questo se si fossero trovate prima le formole relative alla equazione (4), 
col supporre poi nelle formole stesse che K(x,y) fosse zero per y>, saremmo pas- 
sati senz'altro a quelle precedenti che qui abbiamo trovato partendo dalla equa- 
zione (2). 


Fo 
rl ni TT) To 
CERCO 
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quando « esce dall’intervallo pel quale K(0(—@)<1, nulla, almeno per ora, 
può più assicurarsi nò rispetto all’esistenza della funzione reciproca /(x, y) nè 
rispetto alla esistenza della soluzione della equazione integrale che si considera. 

678. — S'intende però come da queste considerazioni non resti escluso 
che una funzione reciproca e la soluzione della equazione integrale data 
possano ancora esservi; e noi vedremo poi che, almeno ordinariamente, ef- 
fettivamente ci sono. 

Intanto possiamo fin d’ora mostrare che quando, indipendentemente dalla 
considerazione della serie (19), si giunge con un procedimento qualsiasi a 
trovare una funzione reciproca K(x, y) (che soddisfi cioè alla equazione (23)(*)), 
con questa funzione %(x, y) la formola (21) o la (25) daranno sempre la so- 
luzione della equazione data (2) o (4). 

E difatti presa ad es. la formola (21) sarà facile vedere che la funzione 
(x) da essa definita quando la (x, y) è legata al nucleo K(x, y) dalla formola 
(23) soddisfa alla equazione (2); perchè cambiandovi nell’integrale del secondo 
membro la variabile d'integrazione y in É, e dopo cambiando per tutto « 
in y e moltiplicando per K(x, y) e integrando rispetto ad y fra @ e #, si trova 
la formola ) 


I K(c, 4) (4) dy= f K(w, y) {(4) dy— I K(e, y)dy | | k(y, 6) (6) dé; 


L (#7 (47 (27 


e poichè applicando nell’integrale doppio del secondo membro la solita for- 
x x 

mola di Dirichlet, esso si trasforma nell’altro i f(6) dé fre y)k(y, È)dy che 
d È 


K(w, &) 44 (2, È) 


dé, sì vede subito che basta 


per la (23) può scriversi I 6) 


sostituire e tenere conto della formola (21) per giungere alla equazione 


I K(2, 4) 94) dy=9(®)—/@), 


(*) Propriamente in questa dimostrazione si tiene conto solo di una parte della 
X 

(23), e cioè soltanto della formola K(x, y)+K(xc,y)= / K(x,E)Kk(E,y)dE, e quindi 
Y 


basterebbe che fra K(x,y) e K(x, y) sussistesse questa equazione per essere certi 
che-la (21) o la (25) danno una soluzione delle equazioni (2) o (4). Per dimostrare 
però anche l’unicità della soluzione come si fa nel paragrafo seguente occorre te- 
nere conto anche dell’altra parte della stessa formola (23), 


EL APRILE x LEA da » SEI * 


MELITO 
PANAT 


5. MR ENI, N Pene 


BIDIINO, nt 


I (4) 
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la quale ci mostra che la funzione (x) definita dalla (21) soddisfa effetti- 
vamente alla equazione integrale (2). 

679. — Si aggiunge che quando per un dato nucleo K(x, y) di una equa- 
zione integrale (2) esiste la funzione reciproca X(x, y) che soddisfa alla (23), 
la equazione integrale stessa mentre, come ora abbiamo visto, ha sempre la 
soluzione (21), non può averne altre, perchè per ogni sua soluzione avremo 


È 
p() =) + f K(6,4) 9(4) dy; 


e se si moltiplica questa per X(x, é) e poi s’integra rispetto a £ fra a e x 
avremo la formola 


fre È) (€) = | 463 04 f TRO) a fx (É y)0(4) dy, 


e poichè per la formola di Dirichlet l’integrale doppio del secondo membro 


si trasforma nell’altro / 0(Y) dy f k(x, €) K(é, y)dt che per la (23) può seriversi 
a y 


K(e, y)+k(©, 7) 


dy, basta sostituire e tenere conto della ipotesi am- 


messa che (2) sia una soluzione della (2) per dedurne subito la formola 


p(a)= n= [un 9104 


la quale dimostra appunto che la soluzione considerata della (2) non può 
essere che quella data dalla formola (21); e questo qualunque sia il modo 
con cui saremo giunti alla funzione reciproca k(x, y), e quindi anche fuori 
dei casi in cui questa funzione è data dalla formola precedente (20), nei 
quali casi già si sapeva che la soluzione della equazione integrale era unica. 

E in tutti i casi della esistenza della funzione reciproca %(x, y), come la 
(21) è la soluzione della equazione integrale (2) in (x), così la (2) è la 
soluzione della equazione integrale (21) in (2). 

Al modo stesso, ma senza bisogno di ricorrere alla formola di Dirichlet 
per la inversione delle integrazioni si vede che la funzione (x) definita 
dalla (25) soddisfa alla equazione (4) quando %(x, y) è una funzione trovata 
con un procedimento qualsiasi che soddisfa alla equazione (23) nella quale 
i limiti degli integrali sono @ e d; e la stessa equazione (4) non può am- 
mettere altre soluzioni. 


eg È 
CES 


3 
È 
È 
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E così in particolare, le equazioni integrali particolari di Volterra o di 
Fredholm per le quali f(x)=0, cioè le equazioni 


x b 


p(2)= | Ke, yo M)dy,e 9g(M=| K(@,y)o(y) dy, 


(07 x 


quando il nucleo K(x, y) è tale che per esso esiste una funzione reciproca 
k(x,%), ammettono la unica soluzione g(x)=0. 

680 — Infine aggiungiamo che per uno stesso nucleo K(x,y) non può esistere 
più di una funzione reciproca &(x, y), perchè se ne esistessero due %,(x, Y), 
e (x,y), dovendo per ciascuna di esse essere soddisfatta la condizione (23), 
sottraendo e indicando con t(@,y) la differenza k,(x, y) —k,(®,y), se ne de- 


durrebbe la formola 
Xx 


cx, y)= | K(e, 6) «E, dt, 


YyY 


che considerata per ogni valore di y separatamente (come se’ y fosse un 
parametro qualsiasi) è una equazione integrale particolare il cui nucleo è K(x, È) 
e che ammette la soluzione t(2,y)=0; e poichè questo nucleo ammette per 
la nostra ipotesi una funzione reciproca, per la dimostrazione fatta sopra 
non potrà esservi altra soluzione che quella ora indicata t=0 ciò che porta 
che sia k1=%. 


Metodo di Fredholm per la risoluzione delle equazioni integrali 
di seconda specie. 


681.—I risultati finora ottenuti dànno la soluzione delle equazioni integrali 
di seconda specie quando il loro nucleo K(x, y) è finito nel campo che si con- 
sidera, e soddisfa alle solite condizioni sulla integrabilità e purchè al tempo 
stesso — nel caso della equazione considerata da Fredholm — sia soddisfatta 
anche un’altra condizione speciale che in sostanza si riduce a quella dell’es- 
sere convergente e convergente in egual grado la serie (19) del $ 673. 

Fuori di questi casi abbiamo già rilevato come non sia escluso che esista 
ancora quella funzione X(x,y) che abbiamo chiamato la funzione reciproca 
del nucleo K(x,y), e allora trovata questa funzione reciproca si avrà subito 
la soluzione della equazione integrale, che nel caso della equazione di 
Fredholm è data dalla (25) del $ 677; ma da quanto finora abbiamo esposto 
non apparisce se e quando, fuori degli stessi casi, quella funzione reci- 
proca esista, e come possa trovarsi; e allora resta quindi incerta anche la 
esistenza della soluzione della equazione integrale, nè, quando esista, si vede 
come possa ottenersi. 

Cale. integr. 59 
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Altri procedimenti dunque sono necessarii per potere trattare anche di 
questi casi; e questi procedimenti interessantissimi e estremamente ingegnosi 
che, mentre non sono rigorosi dapprima, si riducono poi pienamente rigorosi 
nel seguito, furono dati da Fredholm nella sua memoria già ricordata del 1900. 

682. — Fredholm prese a considerare la equazione 


b 
(1) p(@=f)+A I K(w, 4) 9(4) dy *) 
(#7 

nella quale chiamasi ancora nucleo la funzione K(x, y), ma in confronto colle 
equazioni dei paragrafi precedenti al nucleo che allora si aveva viene sostituito 
XK(x,y), intendendo che ) sia un parametro variabile reale o complesso; 
talchò nei casi che rientrano in quelli considerati nei paragrafi precedenti, 
cioè quando K(x,y) per x e y compresi fra a e è non superi mai il numero fi- 
nito K e sia |\|K((—@)<1, la equazione stessa si risolverà colle formole 
dei paragrafi precedenti nelle quali sia cambiato K(x, y) in XK(x, y) e quindi 
K,,(,y) in XXK,(€, 4), @ allora per la formola di risoluzione invece della (25) 
del $ 677 verrà ad aversi la formola seguente 


(2) sla fit Y)fy)dy, 


(#7 


dove Xk(x,Y,)) è la funzione reciproca di XK(x, y) per la quale ora si ha la 
formola 


3 (e ©) 
(3) k@, Y, = —-Y X"7K,(%, Y), 
1 
per modo che questa funzione X(x,y,À) — che ora chiameremo la reciproca 
di K(x,y) —, come la espressione precedente di %(x) vengono ad essere 


certamente funzioni che hanno il carattere di funzioni intere di X finchè 
A|K—a)<1;e invece della (23) del $ 675 si ha ora la seguente 


b b 


K(e, 8) K(6, 7,2) di=2 I Ka, €, 2) K(, y) dé. 


(2) 


(4) K(e,y)+%@,y,))=A I 


a 


*) D'ora innanzi anche noi considereremo sempre come FREDHOLM, queste equa- 
zioni nelle quali i limiti dell’integrale del secondo membro sono a e bd, invece di 
quelle di Volterra nelle quali il limite superiore è x, tanto più che per queste di 
Volterra, per quanto già abbiamo visto, la funzione reciproca K(x, y) esiste sempre 
quando il nucleo è sempre finito, e d’altra parte, come già dicemmo ai $$ 668 e 676, 
queste equazioni corrispondono a quelle fra le equazioni (1) per le quali il nucleo 
K(x,y) è sempre zero quando y> x. 


di 


6) 
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683. — Fuori dei detti casi però queste formole non servono più alla risolu- 
zione della equazione (1), e per avere le formole generali che comprendono 
tutti i casì giova ora esporre il metodo seguente di Fredholm. 

Immaginiamo perciò diviso l’intervallo (a,) in n parti uguali, che in- 


i b-a ., E Jr 
dicheremo ciascuna con Ural coi punti di divisione 


y=04+ò, yy—=a+2ì, ..., Una=0+(n—1)ò,y,=a+nd=b, 


e, nel supposto dapprima che la funzione @(x) che soddisfa alla (1) esista e 
sia finita e integrabile fra @ e 6, indichiamo i suoi valori nei punti a+ò, 
a+2d,...,.a4+(n—1)d, d con wi, d2)-+:) Pn-1) Pn) € Supponiamo che il nucleo 
K(x,y) sia ancora finito, pure essendo continuo o no, per x e y compresi 
fra a e b, e soddisfi alle condizioni d’integrabilità e d’invertibilità delle inte- 
grazioni che sempre abbiamo poste. E ammesso questo, ricordiamo che per 
la definizione di Riemann per gli integrali definiti si ha 


3 | 
i K(c,y) 9(4) dt K(2,Y1) 91 +-K(1,40) v2+-..-+-K(2,4n) Pa 0; 


n= 
17 
e si vedrà di qui che le equazioni corrispondenti ad ogni valore di x fra a e d 


pa) — dA} K(c, 1) pi +-K(%, ya) pet... +K, 4») pa =/(0) 


saranno tanto più approssimate quanto più » sarà grande. 

Considerando dunque queste equazioni pei valori x:=4+d, r=4+2Î,..., 
to, =0+(n—1) è, a,=4+nd=b corrispondenti ai punti di divisione 
dell’intervallo (a , 6), e indicando con fi, fey---1 fn fn i valori di f(x) in 
‘questi punti e in generale con K,,, il valore K(x,,y9) di K(x,y) nel punto 
(©, Ya), € ponendo inoltre per comodità di scrittura —è\=f, avremo il se- 
guente sistema di 7 equazioni approssimate 


(14-BK,,) + BK,» po + 8K,8s paX...4- BK, P,=f, 
BKa, ,+-(1 + BK.) do + BKas Pat... 4 BKan Pa="f0, 
BK. 9 + BKse go 4-(14Ks,s)pst...-+ 0 BK, 90=fa, 
BK, fat BK, det BKn.a 994. +(14+BKn,) pn=fa; 


quindi indicando con D,(}) il determinante dei coefficienti, cioò ponendo 


PENE OGRIOO 
TO 'BKI ON REI) RR RA 


BK, 1+-BKas CEE SNtOOERI 
(6) D,())= GRii 0 BK 14 BKa pg Coen 


BK, = BKno = BRna-14BKnan! 

dove B=— d), i valori approssimati 1, 92, 931-.-, 9, di 9(@) nei punti a, 
X%a, X3,..+1%, verranno dati in modo unico e determinato per ogni valore di 
) pel quale D,.(X) non è zero, e saranno quozienti di funzioni razionali intere 
di X delle quali la funzione al denominatore sarà il determinante D,(A) e sarà 
al più di grado » in \, e la funzione al numeratore sarà sempre un altro 
determinante, per modo che pei valori di ) pei quali D,()) non è zero, 
quando la equazione data (1) sia senza il termine f(x), cioè sia come si dice 
una equazione omogenea, i valori stessi ,, 92,..., 9, saranno tutti zero. 
Invece pei valori di X pei quali D,(X)=0 occorrerà o che la equazione data 
sia omogenea nel qual caso i detti valori di 9), 42,... £, potranno anche non 
essere tutti zero, e non risulteranno perfettamente determinati, o occorrerà 
che anche i determinanti dei numeratori vengano tutti zero, nel qual caso 
sarà da applicarsi il teorema di Capelli sui sistemi di equazioni lineari, ecc. 

Supponendo poi che » cresca indefinitamente, apparisce evidentemente 
probabile che i valori di %,, 2,... , che soddisfano ai successivi sistemi di 
equazioni approssimate (5) tendano verso i valori di g(x) che soddisfano alla 
equazione data (1) in ogni punto « fra @ ed, per modo dunque che questi 
valori vengano così a risultare come limiti di quozienti di determinanti di un 
ordine n» crescente all’infinito e quindi come limiti di quozienti di polinomii 
interi in ) di grado grande quanto si vuole; ma per quanto possa dirsi pro- 
babile che il risultato che così si ottiene sia giusto e che i valori che così ne 
risultano perw(x) siano quelli della funzione cercata, bene si comprende che 
questo non potrà sicuramente affermarsi senza che venga dimostrato rigo- 
rosamente che il passaggio al limite per n=% è ammissibile. E rimarrà poi 
anche ad assicurarsi della effettiva esistenza della soluzione della equazione 


3 


(1) che sopra è stata ammessa senz’altro, e senza che nulla ci assicurasse 


di questa esistenza. 

684. — E questo appunto fece Fredholm sviluppando il determinante D,(A) e 
quelli dei numeratori secondo le potenze di X, e valendosi di un teorema 
sui determinanti dovuto al sig. Hadamard *); e così faremo ora noi pure, 
seguendo appunto il processo di Fredholm salvo leggiere modificazioni. 


*) Il teorema relativo a un limite superiore del modulo dei determinanti che Ha- 
DAMARD dette nel 1893 nel Bulletin. des sc. math. et astron. 2.* serie vol. 17. pag. 240, 
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Sì osservi perciò che per la formola di Maclaurin applicata al determi- 
nante D,(X) considerato come una funzione di f, si ha finchè » è finito 


D,0)=D,(0)}+5D(0)+5-D".(0)+..+7-D" (0) 


e che fu poi dimostrato anche da WIRTINGER nel 1907 nei Monatshefte f. math. u. 

physik vol. 18 pag. 158 e nel ricordato Bu/l. des sc. math. et astron., 2.* ser. vol. 31. 

pag. 175, e da FISCHER nell’Archiv. der math. u. phys.3.% serie, vol. 13 (1908) pag. 32, 

nel caso in cui i suoi elementi sono tutti reali può dimostrarsi nel modo seguente. 
Si abbia il determinante ad elementi reali 


Q1,1 A1,2... Al,n 
A2,1 A2,2... de,n 


An,1 An,2,.. Ann 


18 


n 
incomincieremo col dimostrare che se în questo determinante A la somma DI al. , dei 
1 


quadrati degli elementi di ogni linea è l’unità, si avrà sempre |A|=1. 

Per questo osserviamo che considerando gli elementi del determinante come coor- 
dinate variabili dei punti di uno spazio di n? dimensioni limitato dalle indicate n 
condizioni 


(a) a?,1+-a?,,2t+...+-0?,,n=1, (r=1,2...,2), 


esso potrà riguardarsi come una funzione finita, continua e derivabile di quegli 
elementi, e esso avrà necessariamente almeno un punto di massimo e uno di mi- 
nimo nello stesso spazio; e, pure non escludendo a priorî che fra i punti di mas- 
simo e di minimo possano essercene anche di quelli pei quali il determinante sia 
zero, è certo però che ve ne saranno alcuni nei quali il valore assoluto del deter- 
minante sarà almeno l’unità, perchè prendendo ad es. in esso gli elementi della dia- 
gonale principale tutti uguali a +1 e gli altri uguali a zero, il determinante viene 
ad essere appunto in certi casi uguale ad 1 e in altri casi uguale a—1. 

Ora nei punti di massimo e di minimo, comunque ci si muova, ma sempre però 
tenendo conto delle condizioni (a), il differenziale del determinante A sarà zero: e 
quindi, in particolare, facendo muovere soltanto gli elementi della linea r, e 
indicando in modo generale con À,,s l'elemento reciproco di a,,s, avremo la equa- 


zione 
Az da,,1 +A,,2da,,g + 000 LA, ndar,n=0 ’ 


e insieme a questa, poichè le @,,1,4,,2,.-+, dr, n devono soddisfare alla condizione 
(2), avremo anche l’altra 


a, dar 1+- a, 244, 24 * 0 .Parnddr,n==0. 


Di qui osservando che fra le da,,1, da,,2,..., dar,n non vi sono altri legami, 
si vede che nei punti di massimo o minimo dovremo avere 
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le derivate di D,(X) intendendole prese rispetto a f e fattoci poi f=0; e quindi 
calcolandole successivamente col derivare colonna per colonna (o linea per 
linea) il determinante (6) e quelli che si ottengono successivamente colle 


A 1=b0r,1 Arpe=pdz02, MICICIE Ar,n=pbAr,n, 


indicando con y un fattore che potrà dipendere da r, ma che per un dato r e per lo 
stesso punto, dovrà essere lo stesso per tutte queste formole e potrà variare solo da 
un punto di massimo o minimo ad un altro; e questo fattore non potrà essere zero, 
altro che in quei punti di massimo o di minimo, quando vi siano, pei quali il deter- 
minante sia zero. i 

Non occupandoci di questi punti, se pure potranno esserci, e certo che per gli 
altri punti di massimo o di minimo che già abbiamo detto che vi saranno certa- 
mente, il fattore » sarà diverso da zero; e poichè moltiplicando queste equazioni per 
Ar,1, 4r,2; +++, 4r,n ® sommandole con avere riguardo alla condizione (2), si troverà 
che wy=A, se ne dedurrà intanto in generale che negli stessi punti sarà A,,s=A4a,,s. 

Formando dunque il determinante degli elementi reciproci A,,s e ricordando 
che esso è sempre uguale a A”, mentre per le formole trovate risulta che negli in- 
dicati punti di massimo e di minimo è A#4!, ein questi punti À non è zero, se 
ne deduce che in quei punti sarà A*=1, e quindi A=+1, con che resta appunto 
dimostrato quanto volevamo. 

Supposto ora in generale che nel determinante A si abbia 


at, 1+-a?,,2+ DICE +a?,,n=0?,, 


e che per nessuna linea tutti gli elementi siano zero, le c, (che intenderemo prese 
positivamente) saranno tutte diverse da zero, e potremo formare il determinante 


CHI3198 CAL; 2a Al,n 
9j 9j 9] 
aAz,1 dA2,2 i d2,n 
da do Sy 
An, An,2r .,.,, Inn 
Gn Gn On 


che rientrerà nel caso del determinante considerato sopra, e ci porterà quindi a 
concludere intanto che per ogni determinante A a elementi reali si ha sempre 
\A|=09,9,...0n, essendo 61,93, ..., 0» le radici quadrate delle somme dei quadrati degli 
elementi delle singole linee. 

Così se gli elementi delle singole linee del determinante dato a elementi reali A 
in valore assoluto non supereranno respettivamente i numeri Mi, Mo,..., M,,... Ma, 
allora avendosi evidentemente c,< n M,, sarà |A] <= Vn® Mi Ma... Mn. 

E se M sarà il massimo valore assoluto degli elementi (supposti reali) del deter- 
minante A, avremo |A|= V n" M" ; e in questo appunto consiste il teorema di Ha- 
DAMARD. 


, 
DI 
ba 
DO) 
Pi 
i 


ce TR 
r 


fast 


t® 
La 
Da 
mu 
v 
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derivazioni, e osservando che nei successivi determinanti che vengono così 
a comporre le varie derivate, nelle colonne che contengono f l’elemento che 
non si annulla per f=0 è un elemento principale che allora si riduce ad 1, 
si troverà facilmente che *) 


n K(cn,Yn) K(cn,Y:) 

\ \? h3Yh 3Y 

(7) DaA)=1—-; X°Knen)t 33 Diet — 
; "ht | K(@,,n) E(0,,4:,) 


K(%,:Yn) K(X23Y:) K(Xx34;) 
Na ECC) Ke) 
K(x, Yn) K(2;Y:) K(w;,4;) 


intendendo che nelle somme i numeri %, è, j,... siano i numeri 1, 2,...,n—1,% 
disposti uno ad uno, due a due, tre a tre,... 2 tutti è modi possibili **); e 
di qui passando al limite per n= © se, come poi vedremo applicando il teo- 
rema di Hadamard, la serie che ne risulta sarà convergente, si giungerà 
come limite alla funzione 


CR, Un 


*) FREDHOLM ha introdotto la notazione abbreviata r( 
Y13Y210003Yn 


) per rap- 
presentare il determinante x 
f(0,Y1) F01,Y2)»« f13Yn) 
F(oco,y) F(02,Y2)... f(09,Yn) |; 


fenY) fon;Yd e f(Cn,Yn 


e con questa notazione le formole del testo verrebbero scritte più brevemente. 
#*) Per trovare lo sviluppo (7) di D, ()) ci siamo valsi dello sviluppo dello stesso 
D,, ()) per mezzo della formola di MACLAURIN; però questo sviluppo è notissimo e si 
trova anche negli ordinarii trattati sui determinanti (V. ad es. BALTZER Théorie 
et applications des déterminants trad. par Houel pag. 31. Paris. 1861). 
I denominatori che si trovano nello stesso sviluppo (7), a calcoli fatti, vengono 


Mo 
a sparire, perchè ad es. nel termine che ha il fattore TI) ogni determinante viene 


ad essere ripetuto tante volte quante sono le permutazioni di p lettere cioè appunto 
t(p). Ed è naturale che questo avvenga perchè sviluppando al modo ordinario, come 
appunto fa il BALTZER, il determinante (6) che rappresenta D, (A) non si presen- 
tano affatto denominatori. Qui, e anche nella espressione che segue delle quantità 
indicate poi con D,,,, fa comodo la presenza dei denominatori per le formole che 
se ne vogliono dedurre, 


e dr binarie SA TR 
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K(£,, é K(é,, È») 
(8) DA=1-1/ K( (È &)d +5 a fire Cc "OR ea 


K(è, È) K(6, È») K(f, 3) 


dé did, +... 
af (De fe K(6-, é) K(É,, &) K(6, È) ni 
oi &) K(és, fo) K(éa, È) 


Invece pei determinanti numeratori si osserverà che quello ad es. che cor- | 


risponde a 9, non è che la espressione 


Dis tfoDasu + 4f Do, uti +faDa 


dove D,,, si ha dal determinante (6) che rappresenta D,()) prendendo in esso 
l'elemento reciproco di BK,,, o di 14-BK,, secondochè y è diverso o uguale 
a y, e quindi è sempre la derivata di D,() presa rispetto a K,,, e divisa 
per f. _ 
Dal valore precedente (7) di D,() si avrà dunque il valore di D,, de- 
rivando rispetto a K,,, e poi dividendo per 8; e noi per determinare questa 
derivata ci limiteremo, come è naturale, a considerare nei varî termini della 
(7) soltanto quelli che nei determinanti che vi figurano contengono l’ele- 
mento K,,, 0 K(2,, Y.). 

Fra questi determinanti, quelli ad es. di ordine p=2 potranno inten- 
dersì posti sotto la forma 


Kcgeyio SK eenera 
PUEARINO NO Pa e Ne 


dove nelle p—2 linee e p—2 colonne non scritte figureranno p—2 degli 
indici 1, 2,..., diversi da wp e da y e disposti nell’ordine che più ci piace; 
per modo che tenendo fermi così i quattro primi elementi che abbiamo scritto, 
ciascuno dei determinanti che così si avranno verrà ora ripetuto 7(p--2) 
volte invece di x(p); e quindi per avere i termini della (7) che conten- 
gono quei determinanti di ordine p che ora sono da considerarsi, basterà pren- 
AUDI 

a(p_2) 

Colla derivazione dunque rispetto a K(x,,%,) e poi colla divisione per f, 
essendo fB=—Ad, questa somma darà luogo all’altra 


dere la somma di tutti i determinanti ora indicati moltiplicata per 


PERE o i IA _ 3 Vil RO a PARATI pas 
eo SIL 
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K(d,, Y ) Kant) 
rt) 
pn) Ni Ha) Erra). 


quindi si può ora evidentemente affermare che quando p e v sono diversi 
fra loro si può scrivere 


K(wu,Ys) K(&n, Yi) 
K(x,, y) K(2;, 4) 
K(w43Y) K(04,%:) Kews Wi) 
st oe? è {K(w., y) Kw, ya) K(w,Y;){ 1% 
K(e;, y) K(w;, yi) K(;, 4;) 


e ora facendo crescere 7 all’infinito, e intendendo che allora 2, e y, tendano 
verso x e y, si vede subito che se (come poi si troverà applicando il teorema 
di Hadamard) la serie che ne risulta sarà convergente, come valore limite 


1 ai 
FAMA i SOT Y ) —\} Ò 


i 


della espressione di Tn) DETo DR avremo la funzione seguente che indi- 
cheremo con D(x,y,)) 
K(,y) K(é) K(et) 
a b K(2,9) K XL, È) \ b b 
9, D(x XY.) (2,9) Jai ni dé, + CE K(€,9) K(é,,6) K(é,,62) dé dé, 
9 1 


S(É (o) ) K(€0,) K(£2,€2) 


mentre quando si abbia w==-y, allora essendo D,,, un determinante che 
viene da D,(X) sopprimendovi la linea e la colonna p°, s'intende subito 
che il suo limite sarà ancora precisamente la funzione limite D()) superior- 
mente trovata. 

Prendiamo ora la nota formola di risoluzione del sistema di equazioni 
lineari (5) per ,, quando il loro determinante D,(X) non è zero, cioè preu- 
diamo la formola 

SPO 1, p+hDa IA . +luD U_, ut: Sin), su, 
_ DO) i 
e*in questa nel secondo membro consideriamo separatamente dagli altri il 


fu D ui 
DA) 
finito di » tende verso il limite di /,, cioè verso /(x). 


termine "— che, per quanto ora abbiamo osservato, al crescere inde- 
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Tenendo conto di questo e anche della circostanza che dalla espressione 
precedente (9) di D(x, y,) risulta che questa funzione sì comporta come 
K(x,y) per quanto riguarda la continuità e l’integrabilità rispetto alle va- 
riabili x,y, si vedrà subito ora che col passaggio al limite per n= nella 
formola precedente che dà %, si giunge alla formola 


» 


(10) = {+1 ; re ae; 


per la quale però, come abbiamo detto, resta ancora a dimostrarsi che le 
serie che figurano nei secondi membri delle (8) e (9) sono convergenti, senza 
di che non saremo neppure sicuri che il secondo membro della formola trovata 
(10) abbia un significato. 

Ma anche quando avremo dimostrato questo, se è certo che, pel modo 
che abbiamo tenuto per giungere alla formola stessa (10), si potrà presumere 
che essa dia la formola di risoluzione della equazione integrale (1) per tutti 
i valori di X pei quali D(A) non è zero, e quindi anche fuori dei casi con- 
siderati nei paragrafi precedenti, s'intende però che non potrà affatto affer- 
marsi questo con tutta sicurezza, perchè il procedimento che abbiamo usato 
non presenta tutto il rigore desiderabile. 

Ed invero, questo procedimento è ben lungi dall’essere rigoroso, sia perchè 
in esso abbiamo ammessa senz'altro l’esistenza di una soluzione della equa- 
zione (1) in ogni caso, mentre di tale esistenza a priori non si può essere 
certi affatto, sia perchè, anche ammesso questo, le equazioni (5), come già 
dicemmo, non potevano riguardarsi che come equazioni approssimate, e in- 
fine perchè abbiamo fatto alcuni passaggi al limite per n=, dei risultati 
dei quali non possiamo dirci affatto sicuri; talchè, se, come testà dicemmo, 
può apparire probabile che la (10) ci dia, almeno in molti casi, la soluzione 
cercata della (1), questo però senza ulteriori studî, o senza le opportune 
verifiche, non può ancora affatto sicuramente affermarsi. 

685. — Intanto però, che le serie (8) e (9) siano effettivamente conver- 
genti e anche convergenti in ugual grado per tutti i valori di x e y fra 
a e b (a e b incl.) e qualunque sia X (reale o complesso), e finchè @ e d 
sono tali che per ogni sistema di valori di x e y fra a e d il nucleo K(a, y) 
della (1) si mantiene numericamente inferiore a un numero finito K, risulta 
subito dal teorema di Hadamard. 

Per questo teorema infatti i moduli dei termini generali delle due serie 


(8) e (9) sono sempre inferiori respettivamente ai termini corrispondenti delle 
due serie > Ve" K'O—a)" 
(n) 


i V@4 1)HKrH(b—a n ì 
de VEE LO |X|" che sono 
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convergenti perchè il rapporto di un termine al precedente nella prima è 


\V, (e a) Sena; ; e nella seconda è \V[ES55 (3 a ese vai 


e nell’un caso e nell’altro ha per limite zero per n= 0%; e questo basta evi- 
dentemente per assicurarci che le stesse serie (8) e (9) sono convergenti e 
convergenti in ugual grado pei valori indicati di x e y qualunque sia X (reale 
o complesso). 


686. — Dimostrato questo, e resi così sicuri che il secondo membro della 
formola (10) ha un significato per tutti i valori di X pei quali D(A) non è 
zero, e pei valori di x fra ae bd (a e dincl.), resta ad assicurarsi che la funzione 
(x) determinata dalla stessa formola (10) soddisfa effettivamente alla equa- 
zione integrale (1) per tutti gli indicati valori di X e di x; però, in seguito 
a quanto dicemmo in modo generale al $ 678, per rendersi sicuri anche di 
D (2, £é,) | 

DA) 
cambiato sotto l’integrale della (10) è quella funzione X(x, y,4) che al $ 682 
chiamammo la reciproca di K(x,y), cioò che essa soddisfa alla equazione 
(4) dello stesso $ 682, nella quale venne trasformata la equazione (23) del 
$ 675 dopo cambiato K(x,y) in XK(x, y), e i limiti de yinae dd. 


questo basterà dimostrare che la funzione — che figura con segno 


In altri termini dunque basterà dimostrare che le funzioni D(A) e D(x, y, }) 
«soddisfano alla equazione 


b 


(11) D(0,y, ) (e, DM) =a | 


(#7 


K(w, €) D(6, y, A) dé=A I D(@, €, )K(6, 946; 


(47 


e questo lo dimostreremo ora nel modo seguente. 


687. — Indicando con a, e A, i coefficienti di 2 nelle espressioni 
(8) e (9) che abbiamo trovate per D(A) e D(x, y, }), e scrivendo quindi sem- 
plicemente 


n 


\° \ 
DA)=a ta +@13 di aa 


\ È Li 
D(x, Y, \)= Ar tA1 TÀ: i gela I 


osserveremo che, sviluppando secondo gli elementi della prima linea il de- 
terminante che figura sotto l’integrale in A, quando n=1 si trova subito 
intanto la formola seguente 


K(61, €) K(61, $o)---K(Gy Èn) | 

Do (bi CB R(E37 61) RE 
A,=(—D*K@,9) [7 f.f (fa; fi) E A )l atrata. dit 

K(Én, È) Kc IoRcA È) 


K(£,,4) K(é,;61).--K(é,é:1) K(É,€:4)--K(6n6n) 
n b "b 
1A i) / È / DÈ / K@,6.) K (62,4) K(6,6)---K(6n,6.) K(énés 41): K(6,Én) dt dtd 


Rico ) K(én561)---K(Én6:1) K(t tico) 


% 


nella quale il primo termine non è che K(x,%) @,. 
Osserviamo poi che cambiando in questa formola sotto gli integrali che 


n 
figurano nei termini della somma >» la variabile d’integrazione £, in £, e 
1 


poi le variabili €,113 €423 +-+) Én il É,3 64419 -*--3 Én_ rospettivamente, e dopo 
spostando nei singoli determinanti la linea s° fino a portarla al posto della 
prima, con che dovremo fare s—1 successivi cambiamenti di segno, si vede 
che gli n termini della stessa somma vengono tutti uguali fra loro e a 


5 
I K(x, €) A,_, dé; quindi si conclude che sarà 


(27 
; 
A,=K(x,y) a, + » fe e) And, 
(27 
e 
fi x Bara PILL N da 5) A \1 de: 
"T(n) Ger (2, Y) a 7(n) Sa D (€, nl m(n—1) ’ 
e ora facendo n=1, 2,... e sommando le formole che se ne ottengono 


insieme all’altra Ay=K(x, y), coll’osservare che le serie (8) e (9) sono con- 
vergenti in ugual grado, si troverà intanto la formola seguente 


b 


D(x,y,X)). -K(€,9) DR)=a fe ©) DE, Y,\) dé, 


(07 


per la quale la prima parte della formola (11) rimarrà già dimostrata. 
Facendo poi in A, lo sviluppo del determinante secondo gli elementi 
della prima colonna, si dimostrerà al modo stesso anche la seconda parte 


s% LTS IT TN Ra SP 2 e 71 BOS Sr “ o © ei 
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della stessa formola (11); e questo basta, come abbiamo detto, perchè rimanga 
dimostrato rigorosamente, come volevamo, che la formola (10) trovata sopra 
dà la soluzione cercata della equazione integrale (1) per tutti i valori reali 
e complessi di \, ad eccezione di quelli che annullano la funzione intera 
D(À); e resta pure dimostrato che fuori di questi valori di ) pei quali 
D(\)=0 la funzione reciproca K(x, y, X) di K(x, y) è sempre — IRR. 

La funzione intera D(A) che ha tanta importanza nello studio delle equa- 
zioni integrali, e per la quale potrebbero dimostrarsi anche molte partico- 
larità interessanti, è stata detta la funzione caratteristica 0 il determinante 
del nucleo XK(x,y); e i valori (reali o complessi) di X pei quali D(A)=0 
sono stati detti 2 valor. caratteristici del nucleo. 

688. — Naturalmente poi la formola (10) che abbiamo trovata ora come 
soluzione della equazione integrale (1), finchè |\K((—@)<1 o più gene- 
ralmente finchè la serie (3) del $ 682 è convergente in ugual grado, non 
può che combinare colla soluzione che si dette nei paragrafi precedenti, cioè 
colla stessa (2) del $ 682 che -viene per serie di potenze intere e positive 
di ); e questo è perchè, come già notammo al $ 679 (pag. 934), quando la fun- 
zione reciproca esiste la equazione integrale ha sempre una soluzione e questa 
è unica, come è unica la funzione reciproca la quale perciò allora, oltre a 


D 
potersi porre sotto la forma precedente o, può porsi anche sotto 


la forma (3). 
E a meno che insieme a D(A)=0 non sia anche D(x, y,))=0, il mi- 
nimo modulo di X pel quale D(X)=0 non può essere inferiore al numero 


Nar ia 
\ pel quale si ha \\K(0—0)==1, cioè a Koeni 


x 


689. — Aggiungiamo che siccome la (11) è stata dimostrata in modo 
generale e quindi anche pei valori X dt X pei quali D(A)=0, così per que- 
sti valori avremo la formola 


b l) 


(12) De, 432 f le, 9DE 43) [Dl E, )K(E, 9) de; 


(07 (#7 


e se anche per uno di questi valori % di X esisterà una soluzione della (1), 
allora avendosi 


g()=f() +3 i K(6, 7) e(y)dy, 


a 
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moltiplicando questa per D(x,€,1) dÉ e integrando rispetto a É fra @ e ., si 
troverà la formola 


fo (2, E, 1) o(é pat= f MODI (est, Vd42 (tt [D(0, 8, MEG led 
b b 
= fi NED, 8, DE +x fd (Dl, 6, EG 85 


dalla quale a causa della formola precedente (12) si vede subito che sotto 
b 


la fatta ipotesi avremo I fE)D (€, &,})dé=0; e si conclude perciò che onde 


(27 


per un valore (reale o complesso) ) che annulla D(}) la equazione integrale 
(1) ammetta una soluzione, è necessario che sia soddisfatta la condizione 


b 
f rovi dano per tutti i valori di x fra a e b. 
(44 


Questa condizione corrisponde pienamente a quella che nel caso degli 
ordinarii sistemi di equazioni lineari si richiede perchè questi sistemi di 
equazioni possano ammettere soluzioni. 

690. — Altre analogie si hanno coi sistemi di equazioni lineari, come 


ad es. quella che pei valori X che annullano la funzione D()), la equazione 
integrale (1) o non ammette affatto soluzioni finite o ne ammette un nu- 
mero infinito; ma su queste ricerche che in parte richiedono la conoscenza 


della teoria delle funzioni di variabile complessa, e in parte si basano su 
D 


quelle relative alle equazioni integrali omogenee 9(x)= si K(2, y)e(y)dy, 
(27 


non possiamo ora fermarci, e rimandiamo per esse alle memorie e mono- 
grafie relative. 

Facendo X=1 nelle formole che abbiamo trovato, esse vengono relative 
al caso della prima equazione considerata da Fredholm, cioè della equazione 
(4) del $ 668 


g(a=f@)+ i; K(@,y)g(y)dy, 


per la quale quindi ora può dirsi che essa ammette sempre una soluzione e 
una sola data dalla formola stessa, fatta solo eccezione pei casi dei nuclei 


: 
: 
% 
; 
‘ 
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K(x, y) pei quali la funzione corrispondente D(A) si annulla appunto per 
\A=1, cioè pei quali la serie alla quale si riduce il secondo membro della 
(8) col farvi \A=1 risulta uguale allo zero. 

691. — Tutto questo nel caso delle equazioni (1) considerate da Fredholm 
per le quali i limiti « e è degli integrali sono gli estremi dell’intervallo (a, 5) 
nel quale si muovono x e y. 

Nel caso delle equazioni corrispondenti a quelle studiate da Volterra 


siccome queste, come più volte abbiamo detto, corrispondono a quelle stu- 
diate da Fredholm pel caso in cui K(x; y) è sempre zero per y>%, così col- 
l’avere riguardo ai valori diversi che allora dovranno avere i limiti degli 


integrali semplici e multipli che figurano nelle espressioni (8) e (9) di D(A) 
e di D(x,y,)), e al dovere fare sempre K(é,, é.)=0 quando é,>é,, con 
alcune osservazioni che quì non staremo a fare si giunge a trovare che 


per qualunque valore di X si ha D(X)=e7° essendo e= I K(x, 2)dx e 


quindi D()) non si annulla mai per valori finiti di X; mentre D(x, y,}) si 
riduce sempre alla forma 


D(e, y x) =K(c, y) +XK(2, 4) +XK(2, 9) +2, 9) +... 


essendo le K,,K., K:,... i nuclei iterati di K(x,y) dei quali parlammo al 
$ 674 (pag. 930); talchè per le equazioni stesse si ritrovano qualunque sia 
) (senza l’eccezione dei valori di X pei quali sia D(A)=0 che potevano aversi 
nel caso di Fredholm) i risultati del $ 673 nei quali soltanto sia cambiato 
K(x,y) in XK(x,y), e K,(0,y) in X*K,(7, 9). 

692. — Aggiungiamo infine che sulle equazioni integrali di seconda 
specie altri e importantissimi studî sarebbero da segnalare come ad es. quelli 
relativi al caso dei valori di ) pei quali D(A)=0 nelle formole precedenti, 
quelli relativi alle equazioni integrali omogenee, e in particolar modo quelli 
fatti da molti e prima di ogni altro da Hilbert e Schmidt per le equazioni 
integrali per le quali il nucleo K(x, y) 0 XK(x, y) è una funzione simmetrica 
di x e y, 0 per quelle per le quali il nucleo è della forma 


hy(Y))K.(0)4-h2(M)Ks(0)+...+2,()K.(d), 


come nei casi ai quali accennammo nella lunga nota del $ 671 (pag. 923-26) 


E per questi studii occorre considerare anche i sistemi di-funzioni che 
diconsi ortogonali, cioè è sistemi di funzioni, in numero finito 0 infinito, 


(13) Ux(0)3 Uz(L)y (Un L) o 


che per x compreso fra a e b sono reali e finite e continue e non sono 
b 


sempre zero, mentre per esse st ha sempre | n(e)u,(a)de=0 qualunque 
a 

stano è numeri interi m e n purchè diversi fra loro; e che, per le tante 

loro proprietà tengono un posto importantissimo negli studî per classi spe- 

ciali di equazioni integrali, e in quelli sulla rappresentazione analitica di 

funzioni di una variabile x date arbitrariamente fra @ e d per mezzo di serie 

delle stesse funzioni (13), ecc. 

Per tutti questi studîì però, sia perchè ci porterebbero troppo in lungo, sia 
perchè, per alcuni di essi, onde poterli esporre in modo rigoroso e completo 
si richiede anche la conoscenza di alcune parti della teoria delle funzioni 
di variabile complessa delle quali qui non abbiamo mai trattato, noi riman- 
diamo senz’altro alle memorie e monografie relative, limitandoci così negli 
studî sulle equazioni integrali di seconda specie a quelli che qui abbiamo 
esposto. 


Brevi studî sulle equazioni integrali di prima specie. 


693. — Trattate ora brevemente le equazioni integrali di seconda specie, è 
facile vedere come valendosi delle considerazioni fatte nel $ 669 (Pag. 919-21) 
e estendendole alquanto si giunge in molti casì ad avere la soluzione anche 
della equazione integrale di prima specie 


x 


(1) f(@)= | K@, y)rMy, 


a 


nella quale supporremo sempre che sia f(a)=0, onde non escludere a priori, 
almeno quando K(x, y) è integrabile rispetto ad y, che questa equazione 
ammetta per (y) una soluzione finita e continua; e, salvo avvertenza in 
contrario, ci limiteremo al caso in cui il limite superiore dell’integrale è 
variabile. 

Se si ammette infatti che la funzione f(x), oltre essere finita e continua 
per x compreso fra a e d (a e d incl.), sia anche derivabile, e pei valori di 


xey fra aeb(aeb pure incl.) la funzione K(x,y) ammetta la derivata 
dK 


parzialo > , e siano soddisfatte tutte le condizioni che si posero nello stesso 


en "dè ’ 
si i 
Pi 
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$ 669, allora dalla (1) colla derivazione rispetto ad x si otterrà l’altra 


®) lE@=K + i 2 


8) e TO] 


24! 


(4) g(e)=f (0)4- f K(2,y)e(M)dy, 


che si risolve sempre coi processi dei paragrafi precedenti per quanto grande 
possa essere il campo nel quale si muovono x e y; e risolvendo questa ri- 
marrà risoluta anche la (1), a condizione, come appunto abbiamo ammesso, 
che sia f(a)=0, perchè colla integrazione della (2) dopo che in questa s’in- 
tenda posta per %(x) la soluzione trovata si vede che si ritorna alla equa- 
zione di prima specie (1), quando, come appunto abbiamo supposto, sia f(a)=0. 

Così dunque quando stano soddisfatte tutte le condizioni poste intorno 
al nucleo K(x,y), cioè: 


a) quella della esistenza della sua derivata parziale hi e della inte- 


dx 
grabilità e invertibilità delle integrazioni per questa derivata nel campo 


dei valori di x e y fra a e db: 


b) l’altra che all’ integrale o) K(x,y%g(Y)dy sia applicabile la deriva- 
(27 


zione sotto il segno rispetto ad x, e che K(x, x) sia sempre diverso da 
zero per tutti i valori di x fra a e b (a e b incl; 

c) e infine che f(a) sta continua e abbia una derivata finita e inte- 
grabile e sia f(a)=0; 

allora la equazione integrale di prima specie (1) ammetterà sempre 
una e una sola soluzione che sarà quella stessa che risolve la equazione 
integrale di seconda specie (4) nella quale K(x,y) e f(x) sono date dalle 
formole (3), cioè questa soluzione si avrà subito dalla formola (21) del $ 673 
col sostituire in essa e nella funzione reciproca k(x, y) che vi figura, a /(@) 


e K(x,y) le funzioni f(x) e K(x, y) date dalle formole (8) scritte sopra. 


Cale, integr. 60 
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694. — Quando poi la condizione che K(x, x) sia sempre diversa da zero 
pei valori di x fra @ e è non sarà soddisfatta, e anzi si avrà sempre K(x, 2)=0 
per tutti questi valori di @, allora si osserverà che la equazione (2) sarà una 
nuova equazione integrale di prima specie alla quale potremo applicare le 
considerazioni precedenti, le quali potranno poi tornare ancora a ripetersi se 


O Kato 
anche — sarà sempre zero per y=<% con x compreso fra a e d, ecc....; e 
dx i | 


così evidentemente pel caso che il teorema precedente non sia applicabile 
perchò K(x, x) è sempre zero, e al tempo stesso sono sempre zero per y=%, 


1 dK °K 
con x compreso fra 4 ed (a e dincl.), le prime 2—2 derivate PRETE 
PEA i Aree E 
“eo di K(x,y), mentre la (£( —1)° cioò = È diversa da zero, la solu- 
zione della equazione (1) esisterà sempre e sarà unica; talchè completando 
ora il teorema precedente si può affermare che: quando nella equazione inte- 
grale di prima specie (1) 
a) il nucleo K(x, y), oltre essere finito e continuo, ammette anche le 
derwate parziali die 3): PRES A 
Or-A dae a 
i—2 sono tutte sempre xero insieme al nucleo stesso K(x, y) per y=x quando 


il 


dai 


. 


(0(=2), delle quali le prime 


x è compreso fra a e b, e la derivata sequente 


invece è sempre diversa 
da zero per y=x; e 

b) la funzione f(a) ammette anch'essa le derivate f'(a), f'(2), ..., 
f‘(@) l’ultima delle quali è ancora finita e integrabile, e inoltre f(a), f (a), 


(7 


FRECCIA VISPIRO VT BRITTA CZ sono tutte nulle, e del resto per di 


solite condizioni d’integrabilità e d’invertibilità delle integrazioni ecc.; 
allora la equazione di prima specie (1) avrà sempre una e una sola so- 
luzione che sarà quella della equazione integrale di seconda specie 


sono soddisfatte le 


SEE f Ele u)e(v)d, 


È: î) Li i 
fa= (A (2) o Ke,;y)=- di È Se 9) 
a) 


695. — Aggiungiamo che, come già notammo al $ 669; con una integra- 
zione per parti applicata alla equazione (1) si giunge all’altra 


n 
n 
z Ò 
È 
n 
n 
= 
ra 
do 
tig 
PO 
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(5) f(@)=K(x, if (4) dy— i Delay di s(Y)dy, 


nel supposto che K(x,y) abbia la derivata parziale rispetto ad y finita e 
atta alla integrazione per x e y compresi fra @ e d; e quando K(x, x) non 
X 
sia mai zero per nessun valore di x fra a e 6, col porre vi (Ydy=%9.() 
(27 


si giunge da questa all’altra equazione integrale di seconda specie 


LEO RAY ACI, VRMaK Gy), 
Iran ar Ji Kia ay n VIa 


che colle formole trovate nei paragrafi precedenti ci darà il valore di g,(x); 


e quando questo risulti derivabile (ciò che per le stesse formole avverrà 
sempre in particolare quando lo siano f(x) e K(, 2)), si otterrà subito per la 
funzione cercata e(x)=%/ (2). 

696. — Quando poi K(x, x) sia sempre zero per tutti i valori di x fra a e d, 
allora osservando che la (5) si ridurrà all’altra 


f(@)=— 1 Sine) L(Y)dy, 


che è un’altra equazione integrale di prima specie come la (1), potremo 
applicare a questa il processo ora indicato della integrazione per parti se 


O K(x, 7) 


esisterà anche la derivata seconda )--- , 0 potremo applicare il pro- 


dy 
cesso dei paragrafi precedenti della derivazione se esisterà la derivata se- 
o R(x 4 X ì 
conda CESoDIE e così potremo ripetere successivamente l’uno o l’altro di 
SSA) 


questi processi finchè non si giungerà ad una derivata parziale di K(w,%) 
che sia sempre diversa da zero per y=x e ancora derivabile rispetto ad x 
o rispetto ad y. 

S'intende poi che usando il secondo processo, quello cioè che si basa 
sulla integrazione per parti ripetuta per es. è volte colla introduzione succes- 


x X xr " 
siva delle funzioni pf p(a)= fr. n= fer) bi- 
(#7 (27 (27 


sognerà che il valore che la formola finale ci darà per %;(x) sia derivabile 
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è volte fino ad arrivare ad avere %(x), e sia tale altresì che ne risulti 
e (A=%.(0) =... ;(a)=0; condizioni queste che in particolare saranno 
soddisfatte quando esistano le derivate di f(x) almeno fino a quelle dell’or- 
dle», e sia (a) —/l0)=f"a)= == Sasa) =0 

697. — Torniamo ora per un momento al caso del $ 694, col supporre 
cioè che, pery=%, il nucleo K(x, y) e le sue prime 2.—2 derivate rispetto ad x 
siano zero per tutti i valori di x fra @ e de la (£—1)° derivata invece sia sem- 
pre diversa da zero, nel qual caso la equazione di prima specie (1) ammette 
certamente, come abbiamo detto, una soluzione e una sola. 

In questo caso se il nucleo K(x, y) rientrerà nella forma 


(6) h, (4) K, (2) sr ha (4) Ks(2)+...4+-4;(9) K,(%), 


essendo, come può sempre supporsi, K,(x), K:(x), ..., K,(x) funzioni linear- 
mente distinte, potremo sempre coi processi dei $$ 481-82 (pag. 676-78) co- 
struire la equazione lineare omogenea 


(7) AU AjuDL AUT AL...+A,_0'+-A;u=0 


che ammette come integrali fondamentali le funzioni K,(x), K.(2),..., K; (e) 
e nella quale le Ap, A1, Aa, ... A;_;;3 A; sono funzioni della sola «x che si 
determinano con semplici operazioni di derivazione cogli indicati processi; 
e allora, valendosi delle considerazioni generali esposte nella ricordata nota 
del $ 671, coll’osservare cioò che ora si avranno le equazioni 


| f@ sa K(w, 4) p(Y) dy 
| va 
n =fsfa y) dy, I 


ra -f doo e(y)dy, 


i 0°K 
fà "=f agi 194) dy, 


| "a: 
CARE f se Pd 


Rai 


dove per semplicità di scrittura indichiamo con K“—D(x, x) la derivata parziale 


è 
N 
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o —1 
d'K(, 7) 
dat! 
moltiplicate respettivamente per A.,, A;_1, A;_2;.-.A1, A; che essendo funzioni 
della sola x possono passarsi sotto i segni integrali, e si giungerà così alla 


per y=x, potremo sommare queste equazioni dopo di averle 


equazione 
1 . 
(9) p@= area ATA... PA af © + A;f(0) 
ia) | 
che dà senza alcuna integrazione la soluzione — che già sappiamo che 


deve esistere ed è unica — della nostra equazione integrale di prima specie 


x 

bg | K(2,4)(4)dy quando il nucleo K (x, y) è della forma (6) ed esso e le 
(#7 

sue prime % derivate rispetto ad x, oltre ad essere finite e continue per x e y 

comprese fra 4 e d (a e d incl.), sono tali che per y=% si annullano tutte fino 

alla ((—2)" inclusive e la ((—1)° è diversa da zero *). E si intende che per 

e—a le f(x), f'(€), f"(@), ..., f‘—() siano tutte zero, 


*) Il supporre che nel nucleo (6) le funzioni K,(x), K.(x),...,K; (x) siano 
linearmente indipendenti, mentre lo stesso nucleo K(x, y) e le sue prime î—2 deri- 
vate rispetto ad x sono tutte zero per y=%, oltre a portare che le K,(x), K.(x),..., 
K; (x) possano essere integrali fondamentali di una equazione lineare omogenea 
che è poi la (7), porta anche di necessità che l’ultima condizione che abbiamo posta, 
cioè che la derivata (i—1)“ di K(x,y) rispetto ad x sia diversa da zero pery=%x, 
verrà soddisfatta da sè, dovendo naturalmente escludere il caso che le K,(x), Ka (x),..., 
k; (x) siano tntte zero pei valori di x fra a e bd. 

Indicato con 0(x) il valore di questa derivata (î—1) di K(x,y) per y=x, e 
con K il determinante del sistema fondamentale d’ integrali K, (x), K,(x),..., Ki (©) 
della (7), e scritte le equazioni 


hy(c) K, (x) -+Ag(e)Ko(x) +...44:;(@)K; (@)=0, 
he)E(@) +), () +... +h; (MK @=0, 
hy (0) El? (2) + ro) KÎ (0) +... 4%; (MK (M)=0, 
h(0) KS) +0) KS (+... +h; MKÎ =, 


se ne deducono subito le altre 


hp (c)= Rip 0(x) con p=1,2,...,%, nelle quali K;. pè l’elemento reciproco di 


DA 


p 


hoc), ..., hi; (x) all'infuori di un fattore sono gli integrali della equazione ag- 
giunta della (7). 


K,l-)(x) nel determinante K cioè è 
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698. - Se poi, essendo ancora il nucleo K(x, y) della forma (6), la prima 
delle sue derivate rispetto ad x che non si annulla per y=« sarà di un 
ordine p inferiore ad :—1, allora poichè invece delle (8) avremo le altre 
equazioni 


(= | Klee 


"9° K 
p= | dx? e(y)dy, 
d2t1K 


fe (x x =K® (e, x (x +| agrri * p(Y)dy, 


X 


fe (a)={(K® (x, 2) +KCH (2, Afe(M+K2( Ne (4 f Spr g(Y)dy, 


(#7 


fO(={KM (2, a+ (KO (2, af. + KI, Afe()+... + 


HE gt | Lr 


(47 


dove in generale con (K9) (e (ex )}e indichiamo la derivata p rispetto ad 
(0) 


e K(x, y) 


d at 


di KA(x, x), cioè di | | , si troverà col ui processo che la de- 
XY 


terminazione della soluzione della equazione integrale data si ridurrà a quella 
di una equazione lineare completa dell’ordine .—1—p. 

Il caso poi in cui, essendo ancora K(x, y) della forma (6), la prima deiie 
sue derivate rispetto ad x che non si annulla per y=% fosse di ordine su- 
periore a t—1 non può presentarsi, perchè se questo caso si presentasse 
dovendo essere le K,(x), K(x), ..., K;(x) linearmente indipendenti fra loro, 
le /,(2), Ra(), ..., A,(€) e quindi le W,(Y), Rs(Y), «.., #,(y) dovrebbero essere 
tutte zero per ogni valore di x o y fra 4 e db, e questo è naturalmente da 
escludersi. Ciò del resto è stato in sostanza osservato anche nella nota della 
pagina precedente. 

Questi risultati sono notevolissimi, 


nie ARIAS, 


li 


Ae en 


ASI STINO DR Le 


i 3 


si 
n 
* 
7 
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Studi speciali sulle equazioni integrali di prima specie nelle quali 


il nucleo K(x, y) può presentare singolarità per y=%. 


699. — Quando nella solita equazione integrale di prima specie 


x 


(1) f@)= | K(@,y)xM)dy 


(27 


il nucleo K(x,y) sia zero pery=%, e così siano zero anche tutte le varie derivate 


1 
parziali che avrà, come avverrebbe ad es. se fosse K(x,y)=e (@—y? o quando 


queste derivate parziali non esistano o non soddisfino alle solite  con- 
dizioni dei paragrafi precedenti, o quando K(x,y) sia infinito per y=%, 
come bene spesso accade e come appunto lo è nel caso considerato da Abel, 
o anche infine quando f(x), pure essendo ancora zero per 7=4 e essendo 
finita e continua pei valori di x fra @ e d (a e d incl.), non sia sempre deri- 
vabile almeno fino a quell’ordine che si richiederebbe per potersi valere dei 
processi dei paragrafi precedenti, allora questi processi non possono più ap- 
plicarsi per la trattazione della stessa equazione (1). 

In questi casi però può applicarsi spesso un altro processo del quale io 
mi valsi già, applicandolo ad alcuni casi speciali, in quegli studî ricordati 
sopra al $ 666 che io pubblicai nel Vol. XVII degli Annali delle Università 
Toscane nel 1880 *). 

Questo processo, che in sostanza non è che la estensione del processo se- 
guìto da Abel per trattare il caso considerato da lui, non differisce affatto da 
quello che, per un caso particolare, fu poi seguìto da Volterra e da altri; quando 


G(x, 
cioè trattarono il caso della equazione (1) nella quale io 
dove X è un numero compreso fra 0 e 1 (0 e 1 escl.) e G(x,y) è una fun- 
zione sempre finita e continua e derivabile parzialmente rispetto ad x, ecc., 
riportando allora anche quel caso alla trattazione di un’altra equazione in- 
tegrale di prima specie che viene a rientrare fra quelle considerate nei para- 


grafi precedenti. 


#) Di questi studî fece cenno il Volterra una prima volta in una nota annessa 
alla sua Memoria « Sopra un problema di elettrostatica » pubblicata nel Nuovo Ci- 
mento, serie 3.2 Vol. XVI, e poi nel $ 7 della sua Memoria « Sopra alcune questioni 
di inversione d’integrali definiti» pubblicata nel Vol. XXV serie II degli Annali di 
Matematica di Milano nel 1397, 
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700. — Per questo ammettiamo dunque dapprima di sapere che, quan- 
d’anche per K(x,y) o per f(x) ci si trovi in uno dei casi eccezionali ai quali 
accennammo sopra, la equazione data (1) abbia ancora per (x) una solu- 
zione finita e continua, e si abbia quindi con questa funzione @(x) 


& f(È)= sì K(6, y) (4) dy 


pei valori di € fra @ e 5 (@ e 6 incl.); e allora, seguendo il ricordato processo 
del Vol. XVII degli Annali delle Università Toscane, introduciamo una 
nuova funzione ausiliaria 6(x, £É) delle variabili x e £ che sia essa pure atta 
alla integrazione rispetto a È, anche moltiplicata per f(é) e per K(£,y), per tutti 
i valori di É, c e y fra a e db, ma del resto sia qualsiasi, e moltiplicando la 
(2) per questa funzione 0(x, É), integriamo rispetto a È fra @ e x; avremo la 
formola 


x x È 
(3) di 1E)0e, E) de= fi 00,6) dé fi KE, 9) 9(0)dy - 


Da questa colla applicazione della solita formola di Dirichlet otterremo, 
come nell’indicato lavoro, la formola seguente 


(4) f IGLIOSLRE f. (7) dy f K6,y)0(r, dt, 


che è un’altra equazione integrale di prima specie nella quale il nucleo che 
indicheremo con K,(x,y) è la nuova funzione sh K(é,9)0(x,é)dé, e la fun- 


y 
zione del primo membro corrispondente alla solita f(x) è l’altra funzione 


b(x)= ci f(£)0(,€) dé; e quindi quando in un modo qualsiasi si riesca a 


trovare una funzione (x) che soddisfi a questa ultima equazione (4) per 
tutti i valori di x fra 4 e de si sappia che questa funzione è unica, allora 
la soluzione cercata della equazione data (1) quando esista sarà essa pure 
unica, e non potrà essere che questa; e per assicurarsi che lo è effettiva- 
mente basterà sostituirla nella equazione stessa (1) e verificare se essa la 
soddisfa effettivamente o no. E quando non la soddisfi si potrà senz’altro 
affermare che colle funzioni date f(x) e K(x,y) la equazione stessa (1) non 
può avere soluzioni finite e continue, 


ie Bo 


CATS 
RA Six 


st na An 


MACAO O pe TR e, © 


VA MAI CRATERI, Oa 
EI L- Tie «Li 8, 


l'a 
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In particolare dunque quando la funzione ausiliaria ora introdotta 0(x, È) 
sia scelta in modo che per questa nuova equazione integrale (4) risultino 
soddisfatte le condizioni dei paragrafi precedenti ($$ 693-698), nel qual 
caso la sua soluzione #(x) si troverà, come vedemmo, passando ad una equa- 
zione integrale di seconda specie e trovando la soluzione di questa che sarà 
unica, allora questa soluzione ci darà anche quella cercata della equazione 
data (1) tutte le volte che, sostituendola in questa o in altro modo si troverà 
che essa risulta effettivamente soddisfatta. 

701. — Nel caso particolare poi in cui per la funzione ausiliaria 0(, 4) 
sia stata scelta una funzione tale che si possa trovare un’altra funzione 
YW(x,y) — ancora integrabile rispetto ad x e ad y per x e y compresi fra @ e 6 
e per la quale siano possibili le solite inversioni d’integrazione — dotata 

x 
della proprietà che insieme colla 6(x,y) renda l’integrale Wa, x) 0(x, é)dx 
È 
uguale ad una costante finita e diversa da zero che potremo supporre sen- 
z’altro uguale ad uno *), per modo cioè che sia 


(5) Yiriodasteda—]h 
5 


allora è facile vedere che una soluzione che con un processo qualsiasi si 
riesca a trovare per la nuova equazione integrale (4) sarà certamente solu- 
zione anche della equazione data (1), e quindi non occorrerà di fare le ve- 
rificazioni alle quali accennavamo testò. 

E difatti supponendo che la (4) sia soddisfatta da una certa funzione 
e(x) e cambiando «x in x, per modo che si avrà la formola 


% & 


FE) (x, E)dE= | 9(y) dy | K(6, y)0(x, È) de, 


a (#2 Y 


colla introduzione di un’altra funzione W(x,y) se ne dedurrà l’altra 


*) Perchè questa condizione possa essere soddisfatta bisognerà che delle due 
funzioni Y(x,y) e 0(x,y) una almeno divenga infinita per y=%, perchè se questo 
non fosse, coll’applicazione della prima formola del valore medio si vede che l’in- 


x 
tegrale / £ Ye, 2) 0(2, €) dz col tendere di £ ad x tenderebbe a zero, e non sarebbe 


quindi uguale ad uno, 


na - da E RL IE n LIMONE MANO I OT a TORNA N cia TI 


ISO 


i W#,a)da fre O de= sÀ Vla, odi ft fi K(E, y)0G, 91dk: 


e poichè coll’applicare una o più volte la solita formola di Dirichlet, il primo 


membro si trasforma nell’integrale f /(é) dé i Y(£,2)0(x,€)dx, e il secondo 
E 


(#7 
membro si cambia nell’altro 


fr ua fe gasf& (E, y)0(x, €) dé - fe sf pf 2)0(x, £)dx, 
È 


sostituendo si troverà la formola generale seguente 


(6) frode f re, 2)0(e, das fsonan fx pas fre, )0(x, f)d x 
a È au Y È 


che sotto le solite condizioni per l’integrabilità ecc., varrà tutte le volte 
che sarà soddisfatta la (4), e ci sarà utile anche in appresso per gli studî 
ulteriori. 

Intanto dr ora in particolare che la funzione Y(x,) soddisfi 
alla condizione (5) *), questa formola conduce subito all’altra 


Jin fp fran fa fini 


e questa, derivata rispetto ad x, ci dà f(x = f ie y)e(y)dy, ciò che di- 


(27 
mostra appunto quanto volevamo. 


102. — Fermandoci al caso generale, e prendendo a considerare la equa- 
zione (6) che ora abbiamo trovato senza più stare a supporre che sia sod- 
disfatta la condizione (5), si può anche osservare che la equazione stessa (6) è 


*) Propriamente invece della (5) basterebbe che fosse soddisfatta la condizione 
"x 
[ Ya) E de=p (2), 


essendo y.(x°) una funzione sempre diversa da zero per x compreso fraa e d(ae dincl.), 
Wo) 
ve)” 
si ridurrebbe ancora alla stessa condizione (5), e quindi basta limitarci al caso di 
quest’ultima condizione. . 


questa condizione 


ma allora sostituendo a Y(x,z) l’altra funzione Y;(e,2)= 
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ancora una nuova equazione integrale il cui nucleo, che indicheremo con 


K,(x, y); è l’integrale doppio la; ,Y)dE fe x,2)0(x, &)dx; e in sostanza 


essa non è che la equazione (4) per la quale come funzione 09(x, É) sia preso 


x 
l’integrale | Y(x,)0(x, É)dx, che ora potremo indicare con 0,(x, É); e se 
È 

£(x) sarà soluzione della (4) lo sarà pure di questa equazione (6). 

Partendo poi dalla nuova funzione 6,(x,y), potremo introdurre un’altra 
funzione Y,(2, y), e allora giungeremo a un’altra equazione come la (6) 
nella quale Y e 6 siano cambiate in Y, e 0,, e il processo potrà ripetersi 
anche indefinitamente senza che la funzione g(x) cui avessero condotto la (4) 
o una delle seguenti equazioni che si fossero trovate cessi di soddisfare alle 
varie equazioni integrali che si troveranno dopo successivamente; e se si 
giungerà infine ad una funzione 6,(x, y) per la quale con una nuova funzione 


x 


conveniente (x,y) si abbia f Y,(7,2)0,(x,éÉ)dx=1, allorala funzione «(x) 


4 


S 
che a un certo punto di questo processo si fosse trovata come soluzione di una 


delle dette equazioni integrali, sarà certamente soluzione anche della equa- 
zione data (1), e essa sarà certamente unica se risulterà che la equazione 
dalla quale proviene o una delle altre successivamente trovate ammettono 
una sola soluzione. 

7103. — Le considerazioni esposte negli ultimi paragrafi somministrano 
evidentemente un nuovo processo generale per determinare la soluzione della 
equazione integrale di prima specie (1); e questo processo sarà applicabile 
tutte le volte che si riuscirà a trovare una funzione adattata 0(x, y) per la 
quale possa trovarsi la soluzione della equazione integrale (4), e non vi sarà 
neppure bisogno di verificare che questa funzione soddisfa effettivamente 
alla equazione data (1) quando la funzione 6(x, y) risulterà fra quelle delle 
quali abbiamo fatto parola nei due ultimi paragrafi *). 


#) Nel ricordato lavoro del vol. 17 degli Annali delle Università Toscane, per 
quanto giungessi alla formola (4) non ebbi occasione di fare cenno del processo 
generale qui indicato per la ricerca della funzione 9(x) che soddisfa alla equazione 
integrale data (1), perchè allora non era stabilito alcun legame fra le equazioni 
integrali di prima e seconda specie, e anzi neppure erano stati iniziati, come campo 
di studî a parte, studî generali su queste equazioni; nè d’altra parte era allora il 
caso per me di fermarmi sulle considerazioni che ora facciamo sulla (4) perchè avevo 
in mira soltanto gli studî sulla rappresentazione delle funzioni di variabile reale, 
date arbitrariamente nell'intervallo dato (a, d), per mezzo di serie di funzioni speciali. 


E Mat e PETE OVE OE SOT o 0 SITE, 
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Noi applicheremo subito questo processo al caso, considerato prima 
da Volterra e poi anche da altri, delle equazioni integrali (1) nelle quali 
K(x, DI con 0O<X<1, e G(x, y) è una funzione che è sempre 

DRY 
finita e continua e derivabile almeno rispetto ad x per x e y compresi fra a e 6; 
e nel supposto che per 2 compreso fra « e d (a e 5 incl.) G(x, 2) sia sempre 
finita e diversa da zero. 


G "dg 
In questo caso essendo K(x, y)= dr = ego 


si vede intanto che la condizione (5) rimarrà subito soddisfatta prendendo 


se prenderemo 0(x,y) 


Y(r,y)= 


con & quantità costante, perchè allora, osservando che si ha 


k 
@—y) 
x ; x SERANA AE 

SRL Snai iui si vede subito che se si pone = 
: (a-2)(a—È)1-* Fab oe a—E CA 


o ©) 
5 

questo integrale si trasforma nell’altro ni s 
a l+c 


(pag. 123-124 e 181-182) e poi anche studiando gli integrali Euleriani di 


dt pel quale, ai $$ 79 e 123 


prima specie (pag. 395-397), trovammo che è uguale ti e quindi perchè 


eni 


sia soddisfatta la condizione (5) con 0(x, y)= Eco , basterà prendere 
sent 1 
9 a eg 


Così per quanto dicemmo al $ 700, si può ora senz’altro affermare che 
la soluzione della equazione attuale 


©) = si A 9) (y)dy 


sarà appunto quella della equazione che corrisponde ora alla (4) cioè alla 
equazione 


(8) P)= f file o(Y)dy, 


dove 


0) Fo= sf Lerde, è K(0,9)= f piigndi 


e nei casì nei quali si verifichi che F(x) e K, (x, y) soddisfano alle condizioni 
che si avevano per f(x) e K(x, y) nei $$ dal 693 al 698, la soluzione di questa 


: Vea 


CULT: 


equazione (8) potrà subito aversi coi processi dei paragrafi stessi riducendola 
a una equazione integrale di seconda specie. 

104. — Ora, ammettendo dapprima che nella equazione data (7) la fun- 
zione f(x) abbia una derivata finita e continua e atta alla integrazione fra 
a e be sia f(a)=0, per verificare che anche F(x) soddisfa alle condizioni ora 
ricordate, si osserverà che applicando all’integrale che figura in F(x) una in- 
tegrazione per parti, la stessa funzione si ridurrà alla forma seguente 

x 
(10) Fa)=; | @—9 fd, 


(07 


e ora derivando colle solite regole si troverà la formola notevole 


f' (6) 
(asi 


(27 


la quale ci dimostra appunto che quando la /(x) che figura nella equazione 
data (10) è zero per x=a, e ammette la derivata per tutti i valori di « 
compresi fra a e 6, e questa derivata è finita e integrabile, allora anche la 
F(x) soddisfarà alle stesse condizioni *), come appunto volevamo che fosse. 


(*) Le formole (10) e (11) sono casi particolari di altre che si possono avere al 
modo stesso pel caso generale dell’integrale I FAI, €) dE, quando si ammetta 
a 


ancora che la funzione f(x) abbia una derivata finita e atta alla integrazione fra 
a e b, e si abbia al solito f(a)=0. 
Ponendo infatti 


@ Fia f fOMw, Ode, 
e applicando una integrazione per parti col porre 
) fidi. 


con che sarà t(2,x)=0, si vede subito che per la funzione /(x) definita dalla (a) 
si avrà la formola notevole seguente 


() F(a)= Ti n@, Ome, 


che è la corrispondente della (10); e da questa, colla derivazione, si avrà subito per 
la derivata della stessa funzione F(x) l’altra formola 


d Pmi [e pr@ma=/ 29 rode, 


che è la corrispondente della formola (11), ammesso che la derivazione sotto il segno 


X 
sia applicabile al nuovo integrale i t(a, )f (€) dé che rappresenta F(x). 
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Se poi la f(x) non ammetterà una derivata sempre finita e integrabile 
fra a e bd, o si sarà incerti su questo, allora potrà ancora darsi che F(x) 
abbia una derivata finita e continua, ma bisognerà in qualche modo assi- 
curarsene con altri processi quando si vogliano applicare le considerazioni 
dei ricordati $$ 693 al 698. 

Per quanto poi si riferisce al nuovo nucleo K,(x, y), si osserverà prima 
che pel primo teorema del valor medio ($ 184-185 [Pag. 286-88]) si ha 


x dé 
(9) =) (E y) (e-Q ma G(È, Y), 


essendo É, un numero compreso ra ye x, e quando y si accosta indefini 
tamente ad x lo stesso avverrà di É,, e G-(é,, y) tenderà verso G(x, x) per modo 


che K,(x, y) tenderà verso G(x, x); e questo limite, che potrà pren- 


sen) x 
dersi come il valore K,(x,x) di K,(x,y) per y=, sarà sempre diverso da zero, 
perchè tale abbiamo supposto che sia G(x, x) per tutti i valori di x fra a e d. 

Osservando poi che, cambiando in K,(x,y) la variabile £ che figura nel- 


au 


= Taxi mna 
Ly 


Klee f. SE2a Sa dî, 


se ne dedurrà subito che K,(x,y) è finita e continua per tutti i valori di 
xey fra aeb(aebincl.), tale avendo supposto che sia G(x, y) pei soliti 
valori di « e y fra ae d(aebincl.), e facendo y=x si troverà ancora per 
1 

dî T 
(1-7)  senàr Hex 


l'integrale col porre 


K,(x, x) il valore precedente G(x, 2) Il 

0 

Avendo poi ammesso che G(x, y) sia derivabile parzialmente rispetto 

ad « per tutti i valori di < e y fra 4 e d, e indicando con G;(x, y) questa 
derivata, si vede dalla precedente che quando non sia y=x si ha 


e et ( ote-nry n) 


o anche pel solito teorema del valor medio, e per le formole (7) e (13) delle 
pag. 396-397 sugli integrali Euleriani di prima specie 


1 
OK, (2,9) ue t_ \12 = 1—-))7 
Has 99 / (1) dr=01 (61, 9) ae 


RA 
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È 1 x dK,(2,2 
essendo é, un valore di È fra y e x; e così oltre a concludere che ISO) 
x 


esiste ed è finita e continua pei soliti valori di x e y fra @ e 6 quando y non 

_ i 1A 

è uguale ad x, si vede che al tendere di y ad x tende verso G,(x, x) E 

supposto naturalmente che il limite di G,(é,, y) per y=%x esista e sia G, (2, 2). 
Così, riassumendo, noi possiamo dunque affermare che quando si abbia 


la equazione integrale di prima specie 


(12) fa- th FIZIOLI 


nella quale 0<ZXAZI1, e G(x,y) è finita e continua e ammette una deri- 
vata rispetto ad x per tutti i valori di x e y fra a e b (a e b'incl.) e G(x, x) 
per gli stessi valori di x non è mai zero, e al tempo: stesso la f(x), oltre 
ad annullarsi per x=a, ha una derivata finita e integrabile pei medesimi 


Xx 
valori di x 0 almeno è tale che la funzione F(x)= x ia di abbia 
(#7 
essa la derivata finita e continua, allora la stessa equazione data (12) avrà 
una e una sola soluzione che sarà quella della equazione ancora di prima 


specie 


(13) FO)= f teme 


ECG ] SFORO 
nella quale K,(x,y)= di apo dî; e questa soluzione si troverà 


subito applicando le formole note ($ 673) delle equazioni integrali di se- 
conda specie alla equazione che si deduce dalla stessa (13) colla derivazione 
rispetto ad x come dicemmo al $ 693. 

Supponendo in queste formole G(x,y)==1 si ha il caso trattato da Abel 
da noi ricordato al $ 699. 

705. Come già dissi nella nota alla pag. 961, nel ricordato lavoro del 
volume 17.° degli Annali delle Università Toscane io detti la formola (4) 
ma senza trarne le conseguenze che qui ne abbiamo dedotte. 

Dalla formola stessa però trarsi altri risultati che ora trovo opportuno 
di riprodurre — con quelle sole modificazioni che vengono naturali dalle 
considerazioni generali che qui abbiamo esposto —, perchè ci dànno essi 
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pure una soluzione molto semplice della solita equazione integrale (1) di 
prima specie in casi ancora assai estesi, fra i quali trovasi pure quello di 
Abel; e la soluzione viene data sotto forma semplice ed esplicita e senza 
che vi sia bisogno di riportare il problema alle equazioni integrali di seconda 
specie. 

706. Ammettiamo perciò, come nel ricordato lavoro, che il nucleo K(x, y) 
della equazione data (1) sia tale che si possa trovare una funzione 6(x,y) 
per la quale si abbia 


x 


(14) K(6,7)0(c, 6) di=p(2)v(4), 


Y 


dove p(x) *) e y(y) siano funzioni sempre finite e diverse da zero per x e y 
comprese fra @ e d (a e d incl.) ciò che richiederà, come già avemmo occasione 
di rilevare per un caso simile nella nota alla pag. 960, che delle due fun- 
zioni K(x,y) e 8(x, y) una almeno divenga infinita per y=%; allora la equa- 
zione (4) si ridurrà all’altra 


Xx x 


(15) 10, dep) ] (MM 


(47 (#2 


e da questa colla derivazione **) se ne trarrà subito la seguente 


(16) = E by. IGUCSLARE 


che darà la soluzione cercata della (1) quando, come abbiamo ammesso, si 
sappia che una soluzione esiste, e questa soluzione sarà unica perchè allora 
la (4) non conduce che a questa; mentre quando non si sappia a priori 
della esistenza di una soluzione della (1), per vedere se la formola stessa 
(16) dà effettivamente questa soluzione bisognerà fare le opportune verifiche 


#) Volendo, la funzione n. (x) che qui s’introduce può sempre intendersi ridotta 
alla unità, bastando per questo che alla funzione da noi introdotta 0(x, €) venga 
sostituita l'altra GI) 
po) 

#*) L'operazione di derivazione che qui facciamo corrisponde in sostanza a 
quella che si fece nel $ 693, perchè la equazione (15) che nel caso attuale siamo 


ridotti a considerare corrisponde al caso speciale in cui nella (1) si ha K(x,y)=p(e)v(Y). 


Sa 


DO (1:17 


assicurandosi cioò che per questo valore (16) di (x) si ha effettivamente 
x 


f@= | KE). 
(#7 

Ora nel caso in cui la funzione f(x) è derivabile fra @ e d e la sua de- 
rivata è atta alla integrazione, per fare la derivazione che figura nel valore 
precedente di %(x) non potremo valerci con tutta sicurezza del processo 
ordinario della derivazione sotto il segno perchè, come gìà osservammo sopra, 
una almeno delle due funzioni K(x,y) e 6(x,y) deve divenire infinita per 
y=="%; e noi perciò per applicare il detto processo dovremo prima trasfor- 
mare convenientemente l'integrale che figura nella formola stessa (17) **). 

707. Noi cambieremo ora nell’integrale che figura in (x) la variabile 


d’integrazione È in x? col porre é=x7, riducendolo così all’altro integrale 
1 
f(at)0(x, xt)edt; ma anche sotto questa forma la difficoltà rimane perchè 


a 
x 


la 6(x, xt) può divenire infinita per #=1, talchè le trasformazioni da farsi 
prima di applicare i soliti processi di derivazione sotto il segno dovrebbero 
essere differenti. 


*# Naturalmente se per la funzione 0(x, y) che sarà stata scelta per rendere 
soddisfatta la condizione (14), si potrà trovare una funzione Y(x, y) tale che risulti 


X 
soddisfatta la condizione (9) del $ 701, cioè sia J Pv, 2):0(ete)da=17 allora per 


quanto dicemmo nel paragrafo stesso la funzione v(x) data dalla (16) sarà certa- 
mente la soluzione della equazione data (1) nè occorrerà fare alcuna verifica. 

*## Valendosi delle formole generali date nella nota alla pag. 963 — che in so- 
stanza si ottennero facendo prima una trasformazione dell’integrale da derivarsi, 
20,8) 7 
e (2) 
che corrisponde ora a quello della stessa nota, e indicandolo come allora si fece con 


e poi derivandolo colle regole ordinarie — si calcolerà prima l’ integrale J 


t(2,€) basterà valersi della formola (d) che trovammo allora e sostituire nella (16), 
per potere dire che quando sia soddisfatta la condizione (14), la soluzione della equa- 
zione integrale (1) sarà data dalla formola 


I] % 
ovvero dall’altra 


1 (x. dre, 
ram/SO Da, 


X 
quando all’ integrale I f (€) m(e,€) dé sia applicabile la derivazione sotto il segno. 
(27 


avi Ii . + ddt (TE DI de la St 
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Tuttavia quando, malgrado questo, facendo momentaneamente astrazione 
dal&rigore che dovrebbe aversi e che in questi calcoli verrà ora a mancare, i 
si applichifancora il processo della derivazione sotto il segno all’integrale così } 
trasformato, col tenere conto della condizione che abbiamo sempre che f(x) 
sia zero per r=a, si trova che la derivata che figura nella (16) si presenta 


sotto la forma. 


1 (Cd, idea o 
i) Top *( agetat f 1 i) £| no la, 


al? 


x Xx 


6 SI È) t . 
e se la funzione Et e quindi anche l’altra ron risulteranno 


07, È)E 


funzioni della sola #, — ciò che corrisponde a dire che la funzione EIA i 


sia della forma u(È , cioè sia una funzione omogenea di grado zero di x e 
% 
di € —, la espressione precedente si ridurrà all’altra 


1 1 
9 ft 


che non è priva di significato. 

Ne segue che se non sempre, a causa della assoluta mancanza di rigore 
nel processo seguìto, almeno però in alcuni casi si potrà dire che la soluzione 
della equazione (1) verrà data dalla formola seguente 


= TT freno, sede, 


che cambiando opportunamente la funzione ausiliaria 0(x, £) introdotta sopra 
si trasforma nell’altra più semplice 


(17) = f rasesa 


e in questi casi per la funzione 0(x, y) non potrà più dirsi che debba essere 
tale da rendere soddisfatta la condizione (14), ma essa dovrà certamente sod- 
disfare a condizioni speciali da determinarsi, come a condizioni speciali dovrà 
soddisfare il nucleo K(x,y) della equazione data (1), se si vorrà che questo 
valore (17) di g(x) soddisfi effettivamente alla equazione (1). 
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E poichè questa formola (17) è così semplice, per quanto non dimostrata 
rigorosamente, sarà naturale di cercare queste condizioni speciali, per avere 
così dei casi nei quali potrà dirsi rigorosamente applicabile. 

708. — Per trovare queste condizioni, e vedere quindi — quando sarà possi- 
bile — come questa funzione 0(x,y) e la K(x,y) debbano essere scelte in 
relazione fra loro onde essere sicuri che la formola trovata (17) dà la soluzione 
della equazione (1), basterà cercare i casi nei quali presa appunto la (17) 
come soluzione di questa equazione, questa risulta effettivamente soddisfatta 
da quel valore di (x). 

Ora cambiando « in y nella formola (17) e moltiplicandola poi per K(x, 4) 
e integrandola rispetto ad y fra w e x, si trova la formola 


fre Mewdy= f K6 du f ro 6)de, 


la quale per la solita formola di Dirichlet si può cambiare nell’altra 


fitesr ydy= fre 9 f ki (€, y)0(y,É)dy, 


e quindi nel caso che la funzione K(x,y) sia tale che per essa si possa 
trovare un’altra funzione 6(x, y) per la quale si abbia 


fato mata, 
È 
faster Y) © pay= f re ()di=f(2) 


perchè noi supponiamo sempre che sia /(a)=0; quindi evidentemente si 
può ora rigorosamente affermare che quando nella equazione integrale di 
prima specie (1) la funzione f(x) abbia una derivata atta alla integrazione 
fra a e be sia fila =0 e èl nucleo K(x, y) sta tale che si possa trovare una 
funzione 6(x, y) per la quale sia soddisfatta la condizione 


(18) fisco mo gara 
È 


la equazione stessa (1) avrà la soluzione 


avremo subito 
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(19) n= f rare, S)dé. 


709. — Questo risultato, certo non privo d'interesse, è quello appunto 
che detti nel ricordato lavoro del vol. 17 degli Annali delle Università Toscane, 
e che allora applicai ad alcuni casi che poi il Volterra con un cambiamento 
di variabili riportò a dipendere tutti da quello di Abel. 

Fermandoci su questo caso, col supporre cioè in particolare che la equa- 
zione (1) sia la seguente cui si riduce subito quella di Abel 


(20) fa= Ji Pol, 


con 0<)<1, per la quale il nucleo K(x, y) è rr , sì osserverà, che, come 
già rilevammo sopra al $ 703, l'integrale Ji e sii È uguale a 
» My) —8) 


. i 
, e questo ci porterà subito a dire che pel valore attuale ——_, di 


(@—-y) 


sen\T 1 i 
rapa per fare sì che riesca 
soddisfatta la condizione (18); e quindi la soluzione della equazione (20) 
sarà data dalla formola 


21) p= E si dee: 


come trovò Abel. 
(10. — Nello stesso lavoro del vol. 17 degli Annali osservai anche che 


T 
senàg 


K(x, y) converrà prendere 0(y,f)= 


quando invece della (1) si abbia la equazione 


(22) n= fe “Fe, y)dy, 


sempre nel supposto che la funzione /(x) sia zero per «=a, e abbia la 
derivata come nei casi precedenti, allora, osservando che scelta una funzione 
K(,y) per la quale sia possibile determinare una funzione 0(, y) tale che 
per essa si abbia la solita formola 


fe > * 


— 971 — 


fre y)0(y, )dy=1, 
È 


per ciò che precede sarà 


f stesa f rasmas=r 


talchè si vede chiaro che per soddisfare alla (22) basterà prendere 


quando il rapporto na ; sia una funzione di «x e y finita e continua pei 
) 
valori di x e y fra a e d (a e » incl.) 
711. — Infine aggiungiamo che ammettendo di partire da una equazione 


integrale di prima specie (1) il cui nucleo K(x, y) sia tale che con esso si 


possa trovare una funzione 6(x,y) per la quale si abbia la (18), allora se 
sì prenderà a considerare la equazione integrale 


n= f stese 


il cui nucleo sia 0(x, y), pel risultato ottenuto al $ 708, si può dire che questa 
equazione avrà la soluzione 


= f rex04 


quando per la funzione K,(x, y) che qui abbiamo introdotta si possa trovare 
una funzione tale chè per essa si abbia 


(23) * o(7, y)E.(4 Ody=1. 
È 


x 


Ora considerando l’integrale s K(x, y)0(y, É)dy che figura nella (18), 
È 
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che noi supponiamo soddisfatta, e ammettendo che — come appunto accade 
nel caso considerato testà della equazione di Abel — le funzioni K(x,y) e 
0(y, É) siano anche tali che, col permutare fra loro le variabili tanto in K(w, y) 


quanto in 6(y, é), il loro prodotto mentre diviene K(y, 2) 0(é, y) subisca soltanto 
x 


un cambiamento di segno, per modo quindi che si tf 0(€&,4)K(y,0)dy=-1, 
E 
È 


allora, poichè permutando poi fra loro £ e @ si cà f 0(x, y)K(y, &jdy=—le 


x 
quindi .} 0(, y)K(y, Éjdy=1, si vede subito che in questo caso per sod- 
È 


disfare alla (23) basterà prendere K,(y, €) =K(y, €), o K.(x, y)=K(x, y), talchè 
si può ora evidentemente affermare che data la equazione integrale (1) èl 
cui nucleo sia K(x,y), se questo nucleo sarà una funzione tale che sè possa 
trovare una funzione 6(x, y) per la quale si abbia la equazione (18), cioè 


(24) fto modi 
E 


e se inoltre queste funzioni K(x,y) e 0(y, €) saranno tali che permutando 
fra loro le variabili tanto nell’una che nell’altra, il loro prodotto K(x, y)0(y, È) 
col divenire K(Y,2)0(E,y) subisca solo un cambiamento di segno, allora 
mentre la equazione integrale (1) di nucleo K(x, y), cioè 


(25) f(= fi K(@,y)9(y)dy 


ha la soluzione 


(20) r= f rare, e)de, 


l’altra equazione integrale 
(27) f= f e 
(#7 


di nucleo 602, y) avrà la soluzione 


(28) = i O 


Pa 4 
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Riduzione delle equazioni integrali di seconda specie a equazioni 


integrali di prima specie. 


(12. — Infine ci piace di aggiungere le osservazioni seguenti per le 
quali inversamente a quanto già mettemmo in evidenza nei paragrafi prece- 
denti, anche la ricerca delle soluzioni delleequazioni integrali di seconda specie 


(1) g()=f() + fi K(@, 4) g(4)dy 


sì riduce a quella delle equazioni di prima specie, e questo non solo quando 
il nucleo K(x, y) della equazione data si mantiene sempre numericamente in- 
feriore a un numero finito, ma anche quando diviene infinito pei valori di 
Xx e y fra a e db, restando però sempre atto alla integrazione. 

E il processo che serve a questa trasformazione è quello appunto che 
qui ho riportato. ai $$ 700 e seg. del vol. 17 degli Annali delle Università 
Toscane per le equazioni di prima specie. 

Si ammetta infatti che la equazione (1) abbia una soluzione per (x), 


con che avremo 


3 
O=10+ f set 


e si introduca come nel $ 700 una nuova funzione conosciuta 6(x,y) per la quale 
richiederemo soltanto che soddisfi alle solite condizioni d’integrabilità ecc. 

Col moltiplicare questa equazione per 0(x, £) e integrarla rispetto a é 
fra a e x, avremo la formola 


x x x. È 
fron f an arga+ f soa | 600% 


e cambiando nel primo membro la variabile d’integrazione é in y e applicando 
all’ultimo termine del secondo membro la solita formola di Dirichlet, avremo 


l’altra equazione 


frena f ara f aiar | te ori 
a a a Y 


la quale può scriversi sotto la forma 
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o(4)dy:; 


02, 9)— dl; o(v, \K(É, 9) dé 


() i ox, è)f(}dé= sli 


e poichè in questa il primo membro viene ad essere una funzione conosciuta 


di « finita e continua che si annulla per €x=a, essa sarà una equazione 
X 


integrale di prima specie, il cui nucleo sarà 0(x, 4) — si (x, E)YK(E, y)dE, e 
y 
avrà le stesse soluzioni della equazione di seconda specie data (1). 

Ne segue che quando sia data una equazione di seconda specie (1) la 
cui soluzione non voglia o non possa ottenersi coi processi che si dettero 
studiando quelle equazioni, ma per essa si sappia che ammette effettivamente 
una soluzione, allora la ricerca di questa soluzione sarà ridotta a quella 
della precedente equazione di prima specie (2) che ammetterà certamente 
almeno una soluzione, e se non ne ammetterà che una, questa sarà appunto 
quella della equazione (1) che verrà ad essere unica essa pure. E in questa 
nuova equazione (2) la funzione 0(x,y) rimarrà del tutto arbitraria salvo le 
solite condizioni per la integrabilità e invertibilità delle integrazioni ecc. 
talchè con questo processo la riduzione delle equazioni di seconda specie 
a quelle di prima specie potrà farsi in infiniti modi. 

713. — Quando poi non si sappia avanti che la equazione di seconda 
specie (1) ammette una soluzione, allora purchè si sappia che la equazione 
di prima specie che le corrisponde (2) ne ammette una o più, se la funzione 
ausiliaria 0(x,y) sarà stata scelta opportunamente, sarà facile vedere che 
anche la equazione data (1) ammette tutte e sole le stesse soluzioni. 

Supposto infatti che esistano una o più funzioni (x) che soddisfano alla 
equazione (2) e che si abbia quindi la formola 


fee orga f 


introducendo come al $ 700 una nuova funzione ausiliaria W(x,) dotata 


g(4)dy, 


0(x, y) - fo È) Kis y)dé 


delle solite proprietà, col moltiplicare questa equazione per Y'(x,) e inte- 
grarla rispetto a x fra @ e x avremo l’altra formola 


Sordi f sordi f mas ( srt 


— frega f aovav f e orti 


«a 


Lt de Ai 


| SionSi fio finan] 


SE 


la quale coll’applicare la solita formola di Dirichlet una volta al primo 
membro e al primo termine del secondo, e due volte al secondo termine 
del secondo membro dà luogo all’altra 


eee na 
a 5 
-fa way f Qt ft x,2)0,€)dx, 


quindi se le due funzioni ausiliarie Y'(x, y) e 0(x, y) saranno state scelte 
come al $ 708, cioè in modo che sia 


(4) fr 40 e)da=l, 
Ss 


avremo la formola seguente 


che derivata rispetto ad x ci darà subito l’altra 


n= f Kt) 


che non è che la (1); e questa mostra appunto, come volevamo, che quando, 
(come potrà sempre farsi) per la funzione ausiliaria 0(x,y) si scelga una 
di quelle funzioni per le quali se ne possa trovare un’altra W(x, y) che con 
esse venga ad essere soddisfatta la condizione (4), le soluzioni della equazione 
di prima specie (2) apparterranno tutte anche a quella di seconda specie 
(1) e viceversa; e per determinarle potremo valerci indifferentemente dell’una 
o dell’altra. 

714. — Pei risultati ottenuti poi si può dire in particolare che se col 
nucleo dato K(x,y), come appunto accade pel nucleo della equazione di 
Abel considerata al $ 709, si potrà trovare una funzione 0(x, y) per la quale 


si abbia 
fot )K(£, y)dé=1, 
Y 


PERE ROUET RAI GERI do CECA PO 
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e se al tempo stesso con questa funzione 6(x, y) si potrà trovare una fun- 
zione Y(x, y) per la quale si abbia la (4), come avverrà in particolare quando 
per le funzioni 6(x, y) e K(x, y) siano soddisfatte le condizioni del teorema 
del $ 711 nel qual caso basterà prendere Y(x,y)=K(x, y), allora le solu- 
zioni della equazione (1) corrispondente al detto nucleo K(x, y) saranno quelle 
della equazione di prima specie i 


sl 0, )/@di= f 


(15.— E così in particolare se, precisamente come per la equazione di Abel, 


0(2, y)— 1 


g(Y)dy. 


il nucleo della (1) sarà . con 0<A<1, cioè se la equazione di seconda 


specie data (1) sarà la seguente 


ATA COP 
(x) = f( HS Ed 


le soluzioni di essa saranno quelle della equazione di prima specie 


x x 


È 1-2 SI 
“ nix 
CE dé= i anznai g(Y)dy 
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che rientra fra quelle che abbiamo studiato ai $$ 703-04, e delle quali si ha 
subito la formola di risoluzione. 


METE IO I E ST A SI TE n RS APR PI Pot. SI, aa 


| 
é 
A 
| 


PAPI 


XXXIII. 
Gruppi di punti o di numeri e loro misure, Funzioni misurabili. 
Integrale di Lebesgue, 


Denominazioni principali relative ai gruppi. 


716. — Già nella Introduzione al Calcolo differenziale (pag. XIV e seg.) 
esponemmo alcune generalità intorno ai gruppi (o èérsieme) di punti o di 
numeri *), e qui per maggiore chiarezza troviamo opportuno di ricordarle 
prima di passare ad esporre altre particolarità intorno ai gruppi stessi. 

Ricordiamo perciò che riferendosi, come qui faremo ordinariamente, ai 
gruppi composti di un numero infinito di punti, sì dissero punt. limiti **) di 
un gruppo G, quei punti, appartenenti o no al gruppo, nell’intorno dei quali 
cadono infiniti punti del gruppo, e si disse gruppo derivato di un gruppo G 
quello G' formato dai punti limiti di esso. 

Considerando poi i gruppi derivati successivi G", G",... che si deducono 
tutti nel modo ora indicato partendo dal primo gruppo derivato G' e poi 
dal secondo G", ecc. e così indefinitamente a meno che non si giunga, come 
talvolta avviene, a un gruppo derivato che sia composto soltanto di un nu- 
mero finito di punti e non dia luogo quindi ad altri gruppi derivati, si dissero 
gruppi di prima specie quelli che hanno soltanto un numero finito di gruppi 
derivati ***), e gruppi di seconda specte quelli che ne hanno un numero 
infinito. 


*) I gruppi (o insieme) di punti si considerano anche nel caso di due o più 
variabili, o degli spazii a due o a più dimensioni, riportando a questi gruppi le 
definizioni che si hanno pel caso di una sola variabile; e anche pei gruppi così 
più estesi si fanno gli studî e si hanno pressochè tutte le particolarità che si hanno 
pei gruppi che qui ci limiteremo sempre a considerare, quelli cioè pei quali si ha 
soltanto una variabile. 

#*) I punti limiti furono detti da alcuni anche punti di accumulazione, ma questa 
denominazione non è stata comunemente accettata. 

##*) I gruppi di prima specie sono stati detti da alcuni autori anche gruppi 
riduttibili (V. Lebesgue, Legons sur l’intégration pag. 11 e 135). 
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E come mostrammo nella introduzione al Calcolo differenziale (pag. XVIII), 
i punti di ciascuno dei gruppi derivati appartengono sempre ai gruppi derivate 
precedenti. 

Diremo poi punti #solat? di un gruppo quelli che nei loro intorni suffi- 
cientemente piccoli non contengono alcun punto del gruppo all’infuori di 
quello che si considera; e questi punti isolati di un gruppo, quando vi siano, 
potranno essi pure essere in numero infinito. * 

717. Continuando nel richiamare le denominazioni già date, ricordiamo 
anche che, dicendo che un gruppo G contiene un altro gruppo G, quando 
ogni punto di questo appartiene a G, e allora il gruppo G, alla sua volta 
dicendolo contenuto in G, si chiamò (pag. XIX): 

a) gruppo chiuso ogni gruppo G che contiene il proprio gruppo derivato G'; 

b) gruppo concentrato quelli che è contenuto nel suo gruppo derivato; 

c) gruppo perfetto quello che si riproduce completamente nel gruppo 
derivato; 

per modo che nei gruppi chiusi col passare al gruppo derivato si riprodu- 
cono sempre e soltanto punti del gruppo, potendo però altri punti di questo 
restarne fuori; o in altri termini i gruppi chiusi G hanno tutti i punti del 
gruppo derivato G' ma possono averne degli altri, cioè in certo modo G=G"; 
e invece nei gruppi concentrati G il gruppo derivato G' ha tutti i punti del 
gruppo ma può averne degli altri, cioò &G<=G'; e pei gruppi perfetti il gruppo 
dato G e il gruppo derivato G' coincidono perfettamente, cioò G=G". 

E per un gruppo perfetto i gruppi derivati naturalmente sono sempre gli 
stessi, e quindi 2 gruppi perfetti sono tutti gruppi di seconda specie; e per 
qualsiasi gruppo è varii gruppi derivati sono sempre gruppi chiusi. 

La denominazione di gruppi perfetti pei gruppi che coincidono coi loro 
derivati fu introdotta da Cantor. Jordan invece nel suo Cours d’ Analyse 
chiamò gruppi perfetti quelli che contengono il gruppo derivato, cioè quelli 
che noi, secondo la denominazione più comunemente adottata, abbiamo detto 
gruppi chiusi. Borel nella sua Théorte des fonctions (pag. 35) propose di 
chiamare assolutamente perfetti i gruppi detti perfetti da Cantor, e relati 
vamente perfetti gli altri gruppi della denominazione di Jordan; ma le deno- 
minazioni ormai prevalse sono quelle date sopra di gruppi perfetti e gruppi 
chiusi. 

7118. — Seguitando ora a dare denominazioni introdotte nella teoria dei 
gruppi, diciamo che Du Bois Reymond, avuto riguardo a una proprietà delle 
funzioni che sono atte alla integrazione secondo il concetto di Riemann, 
chiamò gruppi integrabili i gruppi di punti di una linea retta che (come 
ad es. i punti dei gruppi di prima specie) possono essere racchiusi in un 
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numero finto d’intervalli talmente piccoli che la loro somma sia piccola a 
piacere (Lebesgue, Lecons sur l’intégration. pag. 26 e seg.); e questi gruppi 
non sono che quelli che come notai alla pag. XXII della ricordata Introduzione 
al calcolo differenziale vengono detti talvolta gruppi di punti rinchiudibili. 

E si dicono gruppi densi in tutto un intervallo quei gruppi pei quali in 
ogni porzione comunque piccola dell’intervallo stesso cadono punti del gruppo, 
per modo che da quell’intervallo non si può estrarre alcuna porzione dell’in- 
tervallo stesso che non contenga infiniti punti del gruppo *). 

Così in particolare il gruppo dei numeri razionali e quello dei numeri 
irrazionali in un certo intervallo sono gruppi densi in quell’intervallo. 

E pei gruppi densi in tuto un intervallo finito (a, è) pel quale @ e d siano 
i limiti inferiore o superiore dei punti del gruppo, si può osservare che se 
il gruppo non riempe già tutto l’eintervallo, questo lo riempiranno certamente 
tutti è gruppi derivati (che saranno in numero infinito); perchè un punto qual- 
siasi p dell’intervallo (gli estremi inclusi) avendo in ogni suo intorno comun- 
que piccolo punti del gruppo, sarà un suo punto limite, e quindi apparterrà 
necessariamente al primo gruppo derivato, e perciò anche a tutti gli altri. 

Viceversa se dl primo gruppo derivato G' di un gruppo G riempe tutto 
un intervallo (a,b) * gruppo G è denso im questo intervallo, perchè ogni 
punto p di (a,0) avrà in ogni suo intorno infiniti punti di G, e quindi in 
ogni porzione comunque piccola di (@,0) cadranno punti di G. 

K di qui segue anche che se un gruppo è perfetto ed è al tempo stesso denso 
in tutto un intervallo (a, Db) esso riempe necessariamente tutto l'intervallo. 

719. — Dato un gruppo Gin un certo intervallo finito o infinito (a, è) 
si chiama suo gruppo complementare, e si rappresenta spesso con CG o con 
C(G), il gruppo di punti di (a, 6) che non appartengono al gruppo G, e quindi 
i due gruppi G e CG presi insieme riempiono tutto l'intervallo (a, 0), e questi 
gruppi G e CG sono complementari l’uno dell’altro. E così in particolare, del 
gruppo dei punti razionali in un dato intervallo è gruppo complementare 
quello dei punti irrazionali nello stesso intervallo e viceversa. 


*) Aleuni autori (V. per es. De La Vallée Poussin Cours d’Analyse infinitesimale 
gme edition (1909) Vol. I, pag. 51) dànno una defininizione un poco differente dei 
gruppi densi perchè chiamano densi quei gruppi pei quali fra due loro punti qual 
siansi si può trovare sempre un punto del gruppo e quindi se ne trovano infiniti. 
Fra due punti però dei gruppi densi così intesi, pure cadendovi sempre infiniti punti 
del gruppo, possono talvolta esservi anche intervalli finiti nei quali non cadono 
affatto punti del gruppo, come sarà ad es. pel gruppo G composto dei numeri ra- 


zionali fra 0 e5 e di quelli fra > e 1, esclusi i punti _ e i 
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In un gruppo poi secondo Jorpan (Cours d’Analyse tomo 1°, 2.* edizione 
pag. 20) si chiamano punti frontiera quei punti che sono punti limiti dello 
stesso gruppo G senza appartenere al gruppo, e quelli che sono punti limiti 
del gruppo complementare CG senza appartenere a questo gruppo CG; e 
così in particolare ogni punto di un intervallo è un punto frontiera tanto 
pel gruppo dei punti razionali quanto per quello dei punti irrazionali. 

I punti estremi dell’intervallo (a, 5) quando questi sono a distanza finita 
si considerano sempre come punti frontiera. 

720. — Infine aggiungiamo che dicendo che un punto € è inferno a un 
intervallo (a, 0) s'intende ordinariamente che esso sia fra a e db (a e descl.), 
per modo quindi che la distanza di c da @ e da d, pure potendo essere piccola 
quanto si vuole, sia diversa da zero; ma poichè tavolta avviene che pure di- 
cendo che c è interno all’intervallo s'intende semplicemente dire che fa parte 
dell’intervallo senza escludere cioè che possa trovarsi anche agli estremi 4 
o b, così, quando possano nascere confusioni, in quest’ultimo caso si dice 
che il punto stesso c è interno in senso largo, mentre nel caso che c debba 


essere nell’intervallo (a, 0) ma diverso da a e da d si dice che è eterno in 
senso stretto. 


Potenza di un gruppo. — Gruppi numerabili e gruppi non numerabili. 


721. — Ricordiamo anche, come già dicemmo nella Introduzione al Cal- 
colo differenziale (pag. XX), che due gruppi di punti G e G, si dicono della 
stessa potenza quando i punti di ciascuno di essi si possono fare corrispon- 
dere uno ad uno ai punti dell’altro. 

E preso come gruppo tipo quello dei numeri naturali 1, 2, 3,..., 22,... @ 
riferendosi a gruppi che hanno un numero infinito di punti, si chiamano 
gruppi numerabili quelli che hanno la stessa potenza del gruppo dei numeri 
naturali, e i cui punti possono quindi indicarsi con %,, Y2, Ys;-+:3 Yny.«. in 
base alla corrispondenza che sarà stabilita fra i due gruppi, e si chiamano 
gruppi non numerabili quelli pei quali una tale corrispondenza col gruppo 
dei numeri naturali non può istituirsi. 

Considerato poi il gruppo dei numeri reali fra 0 e 1 (0 e 1 incl.) come 
il gruppo tipo del continuo, si dirà che un gruppo ha la potenza del continuo 
quando esso ha la potenza del detto gruppo dei numeri reali da 0 a 1. 

Così il gruppo dei punti (o dei numeri) x in un intervallo finito qualsiasi 
(a,b) cona<bo nell’intervallo (@, co ), avrà la potenza del continuo, perchè, 
indicati con y i punti fra 0 e 1, basterà stabilire fra x e y la corrispondenza 


x=a4+(b—a) y, o Valtra a«=a+ po perchè i punti dell’intervallo (0, 1) 
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vengano a corrispondere uno ad uno a quelli degli intervalli (a, 0) 0 (4, 0). 
e viceversa. 

722. — Così il gruppo dei numeri razionali compresi in un dato intervallo 
per es. nell’intervallo (0, 1) costituisce un gruppo numerabile, perchè indican- 


doli con? con peg numeri interi positivi qualsiasi e p=g, potranno ordi- 


narsi, come. facemmo alla pag. XX della Introduzione al calcolo differenziale, 
scrivendo successivamente quello p=0, qg==1 pel quale p-+-g==1, poi quello 
p=1,q=1 pel quale p+4+-9g=2, e quelli pei quali p+4+gqg=3,..,p+q=%,... 
che saranno sempre in numero finito, e potremo scriverli nell’ordine che 
più ci piace indicandoli successivamente con DOMUS ae COL 
tralasciare via via quelli già scritti prima. 

In generale, avendo un gruppo infinito G di numeri %p,, »,, --- p, che di- 
pendono da un numero finito di indici p;, p2, ... 7, e si determinano col dare 
a questi indici valori interi con date leggi, questo gruppo G sarà numerabile 
perchè potrà ordinarsi ad esempio col prendere successivamente quelli (sempre 
in numero finito) pei quali, pur soddisfacendo sempre alle leggi poste, si avrà 
Pi+p.+ ..-+91=1,P1+Po+ ...+P1=2,...,Pitpot... +P1=,... © tra- 
lasciando sempre via via quelli già scritti, e potranno quindi indicarsi ancora 
successivamente con: %Yr, Ya, Ya, <03 Une. è 

723. — E si può anche dire che ogne gruppo G che risulti composto dal- 
Vinsieme dei punti di un numero finito 0 di una infinità numerabile di 
gruppi numerabili G,, G,, G3,... G,,... 


N,1, 1,2) UL RETIINIE 
ere Nap oa 
N8,13 N8,21 N3,31 00°, 

RIVELI AR 


UTISE Ni,2) Ni,3) > , 


e che potremo indicare con G=G,+G,+G3+...4+G,+... sarà un gruppo 
numerabile, perchè prendendo ad es. successivamente i numeri nel modo 
suindicato (secondo le diagonali da destra a sinistra), cioò prima quello ,,, 
pel quale la somma degli indici è 2, poi, nell’ordine che più ci piacerà di fissare, 
inumeri 1,3 € Me, 1 pei quali la somma degli indici è 3, poi i tre M,3,%WM,2) WM,1, 
pei quali la somma degli indici è 4, ecc. ... il gruppo verrà ordinato nel modo 
seguente 


Ni,13 M1,2 N21 M,31 N2,20 8,1) M1,49 N2,3) N82, N19 


e questi numeri potranno indicarsi successivamente con 


Y13Y23 Ya Ydarc 


Similmente se da un gruppo numerabile 


G=%, Yz) Y33 Ya. 


si estrae un gruppo di punti qualsiasi 


G=%Y; Y ag) Yagy-*- 


è evidente che il gruppo G, dei punti rimanenti, che potrà indicarsi con 
G=G—G,, sarà pure numerabile perchò potrà ancora contrassegnarsi coi 
DUMeri da ap.enà 

Invece se da un gruppo non numerabile G si estrae un gruppo di punti 

finito o un gruppo numerabile N, il gruppo rimanente G, sarà ancora un gruppo 
non numerabile, altrimenti essendo G&=N-+ G, se G, fosse numerabile anche 
G lo sarebbe. 
724. — In generale se da un dato gruppo G si toglie (o si aggiunge) un 
gruppo numerabile N il gruppo rimanente G, avrà sempre la stessa potenza 
di G perchè, estratto da G, un altro gruppo numerabile N, e indicato con 
G il nuovo gruppo rimanente, avremo insieme le due formole G,=N,+6G%, 
G=N--N+6G., ed essendo N e N+N, ambedue numerabili potranno farsi 
corrispondere punto a punto e quindi lo stesso avverrà di @, e di G. 

Lo stesso accadrà se il gruppo N che si toglie (o si aggiunge) da G è 
finito, perchè se N, è un gruppo numerabile tale sarà anche il gruppo 
N--N,, e sopprimendo da G questo gruppo N+#-N, e poi aggiungendovi il 
gruppo N, è lo stesso che sopprimervi il gruppo finito N. 

In particolare quindi il gruppo dei punti irrazionali in un intervallo 
qualunque avrà la potenza del continuo perchè si otterrà dal gruppo dei 
numeri reali nello stesso intervallo sopprimendovi il gruppo dei punti razionali 
che è numerabile ($ 722). 

(25. — E di qui risulta subito che il gruppo del continuo è un gruppo 
non numerabile perchè con tutta facilità si trova che tale è èl gruppo dei 
numeri razionali in qualsiasi intervallo. | 

E difatti preso, come sempre può farsi, pel gruppo dei numeri irrazionali 
il gruppo di quelli fra 0 e 1, se esso fosse un gruppo numerabile, potrebbe 
rappresentarsi ordinatamente coi numeri %1, Ye, Y3; --+3 Ya; --*, ® ogni nu- 
mero irrazionale fra 0 e 1 dovrebbe trovarsi fra questi numeri. 

Ma d’altra parte, ricordando il teorema che ogni numero irrazionale y com- 


Ln 
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preso fra 0 e 1 può rappresentarsi e in un sol modo per mezzo di una frazione 
continua illimitata (4, 42, 43, ..., 4p,...) i cui numeratori sono tutti uguali a uno 
e i denominatori sono tutti numeri interi diversi da zero e positivi e viceversa, 
si vede che ogni numero y,, del gruppo considerato %1, 2, Y3y--+1 Yan.» potrebbe 
essere rappresentato con una frazione continua (4,,,1} 4,,23 4,31 1:*3 dapr***); 
mentre ogni altra frazione continua (4), 43, @3,...} @),..) per la quale i 
denominatori a’, @3, @3,... @,,--.; fossero differenti respettivamente da 
d,1, 42,2) 43,31%) 4p,py +», pure rappresentando ancora un numero irrazionale 
compreso fra 0 e 1, non combinerebbe con nessuno dei numeri del gruppo 
Y1) Yz,Y3;< <Yny + ® quindi questo gruppo non sarebbe il gruppo completo 
dei numeri irrazionali compresi fra 0 e 1. 

126. — Sempre a proposito dei gruppi numerabili, aggiungiamo che se 
un gruppo infinito G ha dei punti a che non appartengono al suo gruppo 
derivato G', il gruppo di questi punti a è sempre finito 0 numerabile, 

Si osservi infatti che se a è un punto qualsiasi che non appartiene al 
gruppo derivato G', negli intorni di x quando siano ridotti sufficientemente 
piccoli non cadranno affatto punti del gruppo Go vi cadrà solo il punto a 
se esso sarà un punto di G, e quindi le distanze di a dai punti di G' avranno 
un limite inferiore 4, che dipenderà da a ma sarà certo sempre diverso 
da zero. E per ipotesi, di questi punti x che appartengono a G e non a G' 
dovranno esservene. 

Consideriamo ora un intervallo finzto qualsiasi (a, 0) con a<b, nel 
quale ammetteremo che cadano tutti o parte sia dei punti di G che dei punti 
di G”, e preso per % un numero qualsiasi diverso da zero e positivo scompo- 
niamo l’intervallo (a, 6) negli intervalli successivi (a, @ +4), (G-+%, 4+-2 4), 
(a+2%,0-+3h),... che risulteranno certo în numero finito perchè (a, db) è 
finito. In alcuni di questi intervalli potranno non cadere affatto punti di G, 
ma in uno o più di essi verranno a cadere, nell'interno 0 agli estremi, punti 
di G, e in altri, che certo per quanto testè dicemmo dovranno esservene quando 
h sia sufficientemente piccolo, e che saranno naturalmente in numero finito, 
cadranno soltanto punti di G diversi da quelli di G'; e questi punti costi- 
tuiranno un gruppo di punti che potremo indicare con G,, e che saranno 
in numero finito, perchè se fossero in numero infinito darebbero luogo a un 
punto limite che apparterrebbe per conseguenza a G' e sarebbe all’interno 
o agli estremi di quegli stessi intervalli il che non può essere. 

Presa ora successivamente per 4% una serie di numeri 


Cale. integr. 62 


SI 


IO RI de a 


lap to 


ciascuno metà del precedente, indichiamo in generale con G,, il gruppo di 


quei punti di G diversi da quelli di G' che si troveranno come precedentemente 
considerando fra gli intervalli (a, @+4,), (G+kn,0+2hn), (4+2%,, 4+3h,); è... 
quelli che nè nell’interno nè agli estremi contengono punti di G', e dei quali, 
come già abbiamo detto, certamente ce ne saranno quando, per essere n 
abbastanza grande, 4, venga ad essere sufficientemente piccolo. 

Siccome ciascuno degli intervalli che corrispondono al numero #,, è con- 
tenuto intieramente in uno di quelli che corrispondono al numero precedente 
h,-,, è evidente che G,, conterrà i punti di G che facevano parte di Gn, _,, 


e per ogni valore di » soppressi questi punti comuni in G,, e in ciascuno 


dei gruppi successivi Ga, cont hy499**) si formeranno nuovi gruppi Ta, , 
la,,T7,,...che saranno in numero finito o saranno una infinità numerabile, 
e ciascuno contenente un numero finito di punti di G; e in questi gruppi 
successivi ogni punto figurerà una volta sola, e il loro insieme costituirà 
un gruppo finito o un gruppo numerabile I ($ 723). 

In questo gruppo poi ogni punto a di G diverso da quelli di G' vi sarà 


compreso perchè come già notammo le distanze di a dai punti di G' avranno 
un limite inferiore /%, diverso da 0, e quando sia hin=" <h uno de- 
gli intervalli (a, 4 +7), (44%, 4+2h,)... corrispondenti a 4, conterrà 
certamente il punto x senza contenere punti di G' nè nell’interno nè agli 
estremi, e questo punto figurerà quindi fra quelli del gruppo T. Il teorema 
resta così pienamente dimostrato quando il gruppo dato G sia tutto conte- 
nuto in un intervallo finito. 

Naturalmente poi se il gruppo dato G non sarà tutto contenuto in un 
intervallo finito, il teorema continuerà ancora a sussistere, perchè presi ad 
es. gli intervalli finiti (—1, 1), (—2, 2), (3,3),... (—2,),..., i punti 
di G non appartenenti a G' che venissero a cadere in questi intervalli suc- 
cessivi costituiranno altrettanti gruppi nulli, finiti o misurabili, ciascuno dei 
quali sarà contenuto nel seguente; e l’insieme dei gruppi che si avranno 
da essi sopprimendo in ciascuno i punti contenuti nei gruppi precedente- 
mente ottenuti costituiranno ancora un gruppo finito o un gruppo numerabile 
($ 723); e il teorema resta così dimostrato anche pel caso che il gruppo 
dato G non sia tutto contenuto in un intervallo finito. 


27. — Dal teorema dimostrato segue immediatamente l’altro che dice che 


seun gruppo & ha gruppi derivati successivi almeno fino all’ordine i, e alcuni 
dei suoi punti non appartengono al gruppo derivato G9, il gruppo G, 
formato da questi punti di G (che non appartengono a G) è un gruppo 
finito 0 un gruppo numerabile. 
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È chiaro infatti, pel teorema dimostrato, che i punti del gruppo derivato 
precedente a G, cioò di G“—, che non appartengono a G! costituiscono 
un gruppo nullo (*) o finito o numerabile I;_,, e similmente quando 2 >1 
i punti di G“7? che non appartengono a Gl“7% e quindi neppure a G! ($ 716) 
costituiscono un altro gruppo anch’esso nullo, o finito, o numerabile; e poichè 
lo stesso avverrà dei punti di G—° che figurano in G“7 ma non in G® 
quando ve ne siano, perchò questi saranno parte di I°,_,, così tutti i punti 
di G“7 che non fanno parte di Gl costituiranno essi pure un gruppo nullo, 
o finito o numerabile T';_,. 

Così continuando, si giungerà a dire che tutti i punti del primo gruppo 
derivato G' che non fanno parte di G“ costituiscono essi pure un gruppo 
nullo, o finito o numerabile, e quindi lo stesso sarà del gruppo G; costituito 
dai punti del gruppo dato G che non appartengono a G‘, perchè essi saranno 
i punti dei due gruppi formati respettivamente dai punti di G che non fanno 
parte di G e da quelli di G' che appartengono a G senza far parte di Gl*, 


con questo però che G non potrà essere nullo se G, come è supposto 
nell’enunciato del teorema, avrà effettivamente punti che non appartengono 
a G®; e così il teorema è dimostrato. 

In particolare quindi si può ora affermare che tutti è gruppi infiniti 
di prima specie sono gruppi numerabili, perchè se un gruppo è di prima 
specie e di ordine è, il gruppo G°® sarà composto di un numero finito di 
punti; e così il gruppo dato G si comporrà degli infiniti suoi punti che 
non appartengono a G! e che pel teorema dimostrato costituiscono un gruppo 
numerabile e avrà tutt'al più anche tutti o alcuni dei punti di G‘ che, come 
abbiamo detto sono in numero finito; e quindi lo stesso gruppo G sarà nu- 
merabile. 

Così i gruppi non numerabili sono tutti di seconda specie, ma la pro- 
prietà inversa non sussiste perchè vi sono gruppi numerabili, come ad es. 
quello dei numeri razionali, che sono essi pure di seconda specie. 


Punti di condensazione. 


Gruppi chiusi e gruppi perfetti. 


728. — Fermandoci ora più specialmente sui grnppi non numerabile, 
diciamo con Lindelof punti di condensazione quei punti limiti (appartenenti 
al gruppo o no) nell’intorno dei quali cade un gruppo di punti non nume- 


(#) Cioè i punti di G(7-!) apparterranno tutti a Gl), come avverrà ad es. quando 
G sarà composto di un gruppo perfetto Gl) e di un gruppo di prima specie di ordine 
inferiore ad î—1. 


ZEMROBO E n 


rabile; e decomponendo successivamente l’intervallo o porzione dell’inter- 
vallo (supposto finito) nel quale un gruppo non numerabile è contenuto, in 
2,4,8,...2"... parti successivamente uguali, come si fece nella Intro- 
duzione al Calcolo differenziale (pag. XVI) per dimostrare l’esistenza dei 
punti limiti, si giunge subito a dimostrare che i grupp? non numerabili 
compresi in intervalli finiti hanno sempre punti di condensazione. 
Questi punti poi sono in numero infinito, perchè se a è un punto di 
condensazione di G, preso un intorno (a—e, a-+-e) di questo punto, e scom- 


DI 8 e 
posto nei tre intervalli (-s,a—5), (2-5. a+ 5). (a+5, a+) in 


2 
sufficientemente piccolo dovrà cadere un gruppo non numerabile di punti 
di G il quale darà luogo a un altro punto -di condensazione, perchè altri- 


È i N e e i 
uno almeno dei due intervalli (e, 1-5) e (+5, 3+e) quando e sia 


€] €] 
9371) PIAAD, 
rebbero, a destra e a sinistra di a, un numero infinito d’intervalli fuori di 


i e i 
menti prendendo successivamente e uguale a e), 5 ; sì costrul- 


o contigui l’uno all’altro e ciascuno metà del precedente, in ognuno dei 
quali cadrebbe un numero finito o una infinità numerabile di punti del 
gruppo l’insieme dei quali verrebbe così ($ 723) a costituire un gruppo 
numerabile G,; e per questo e perchè ogni punto del gruppo dato G preso 
nell’intorno di a, per quanto vicino ad a possa prendersi, verrebbe a trovarsi 
nel gruppo G,, si vede che tanto nell’ intorno di a a destra quanto in 
quello a sinistra .verrebbe a cadervi soltanto un gruppo numerabile di 
punti e a non sarebbe un punto di condensazione ma soltanto un punto 
limite, ciò che è contro il supposto. Necessariamente dunque negli intorni 
sufficientemente piccoli di a, oltre ad a, deve esistere almeno un altro punto 
di condensazione fuori di a; e assicurato questo si comprende come si 
possa giungere subito a vedere che ne esistono sempre uri numero infinito, 
e questi anche in intorni comunque piccoli di ciascuno di essi. 

729. — Risultando di qui che negli intorni di ciascuno dei punti di 
condensazione di un gruppo non numerabile G ne cadono infiniti altri, se 
ne deduce intanto che considerando il gruppo © dei punti di condensazione 
dello stesso gruppo, ogni suo punto « apparterrà al suo gruppo derivato C'. 

D'altra parte poichè ogni punto a' del gruppo C' derivato di C ha in 


ogni suo intorno comunque piccolo (1-5, o +5) infiniti punti a di C, e 
È e CRE 
nell'intorno (- 5 a+ 5 del punto a cade un gruppo non numerabile di 


punti di G perchè a è un suo punto di condensazione, è certo che questo 


AE 


— 987 — 


gruppo cade anche nell’intorno (a'—s, 2' +e) di o e quindi anche a è un 
punto di condensazione di G e appartiene perciò al gruppo ©. 

Così i gruppi C e C' vengono a coincidere, e per questo si può ora evi- 
dentemente affermare che se un gruppo G tutto compreso in un intervallo 
finito non è numerabile, i suoi punti di condensazione costituiscono sempre 
un gruppo perfetto ©. 

730. — Ora se il gruppo non numerabile dato G è un gruppo chiuso, 
è certo che 1 suoi punti di condensazione apparterranno al gruppo stesso 
perchè essendo chiuso esso contiene tutti i suoi punti limiti, e quindi 0972 
gruppo chiuso dato non numerabile G si comporrà del gruppo C dei suoi 
punti di condensazione che è un gruppo perfetto, e di un altro gruppo N 
che è numerabile o è finito o che potrà anche non esservi affatto. 

Non curandoci di questi ultimi casi nei quali N sia finito o non ci sia 
affatto, e supponendo senz'altro che in G questo gruppo N dei punti diversi 
da quelli di condensazione ci sia, e sia composto di un numero infinito di 
punti: osserveremo che, pure non essendo escluso che alcuni o anche tutti 
i punti limiti di N vengano a coincidere con punti del gruppo ©, è certo 
però che ogni punto speczale di N che si prenda a considerare non coinciderà 
“con un punto di C perchè i punti di N sono diversi da quelli di C, e neppure 
esso sarà un punto limite di C perchè anche i punti limiti di C apparten- 
gono a C; quindi lo stesso punto sarà a una certa distanza dai punti di ©, 
per quanto per alcuni dei punti di N questa distanza possa anche risultare 
piccola quanto si vuole. 

Presi ora i punti di N che sono a una distanza dai punti di C supe- 
riore a una certa lunghezza d, essi non potranno essere che in numero finito 
o costituire un gruppo infinito numerabile, perchè altrimenti si avrebbe per 
essi un punto di condensazione che sarebbe perciò al tempo stesso un punto 
di condensazione di & e quindi un punto di C vicino quanto si vuole ai 
punti che ora si considerano di N; e questo non può essere perchè questi 
punti di N si suppongono tutti a una distanza da quelli di C superiore a d. 


Lo stesso accadrà pei punti di N distanti da quelli di C più di È ma 


non più di d, e così pure accadrà pei punti di N distanti da quelli di G 
più di ; ma non più di da e pei punti di N distanti da quelli di C più di 


d eo ga nese ot : 
g ma non più di qu 000; quindi, poichò, come già osservammo, ogni 
punto speciale di N che si prenda a considerare trovandosi a una certa 
distanza dai punti di C apparterrà necessariamente a uno dei gruppi nume- 


rabili che così successivamente si formeranno, si vede chiaro di qui che i 
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punti di N risulteranno dall’insieme di un numero finito o di una infinità 
numerabile di gruppi numerabili, e costituiranno quindi un gruppo nume- 
rabile, come appunto dicemmo che doveva essere. 

731. — I gruppi perfetti hanno una particolare importanza, e noi ci fer- 
meremo perciò a dare un teorema notevole intorno ad essi. 

Supponendo che si tratti di un gruppo’ perfetto G contenuto in un 
intervallo finito (a, è), osserviamo che se esso non è il gruppo di tutti i 
punti (numeri reali) dello stesso intervallo, ci saranno in (@, è) punti a che 
non appartengono al gruppo (*). E se uno di questi punti a che non fanno 
parte del gruppo è interno (in senso stretto) ad (@,d), non potendo essere 
semplicemente un punto limite del gruppo perchè il gruppo è perfetto, dovrà 
esistere un intorno a destra e un intorno a sinistra di a e quindi un inter- 
vallo (1—e, a +e) con s e e; diversi da zero e positivi che non contiene affatto 
punti del gruppo; come se a è un estremo dell’intervallo (a,d), per es. d e 
b>a, dovrà esistere un intervallo (b —e, 0) con e diverso da zero e positivo 
che trovasi nelle stesse condizioni, cioè di non contenere punti del gruppo. 

Ammesso dunque ora che a sia un punto dell’intervallo (a, 2) che non 
appartiene al gruppo & potremo sempre supporre che sia un punto interno 
(nel senso stretto), e allora si potranno sempre formare i due intervalli 
(a, a) 6 (a, 0), e i gruppi che cadranno in uno o in tutti e due questi in- 
tervalli (a, a) e (a, 0) saranno ancora perfetti; e preso il limite superiore 
o, dei punti del primo di questi due gruppi parziali, e il limite inferiore f, 
di quelli del secondo quando questi gruppi esistono entrambi, a, e 8, saranno 
respettivamente il primo inferiore e il secondo superiore a a, e dovranno ap- 
partenere ciascuno al gruppo dato G perchè il gruppo è perfetto; e così l’in- 
tervallo (a, 8) sarà un intervallo di ampiezza diversa da zero del quale nessun 
punto interno (in senso stretto) apparterrà al gruppo mentre vi apparterranno 
sempre i punti estremi. E un risultato simile si avrà quando in uno dei 
due intervalli (4, 2), (2, 6) per es. nel secondo non esistonò punti del gruppo 
dato, nel qual caso l’intervallo (a,, 8) sarà quello da a, a d; e allora soltanto 
l'estremo a, apparterrà al gruppo. 

Similmente nell’intervallo (a,a,) cadrà ancora un gruppo perfetto di 
punti di G, se punti del gruppo esistevano nell’intervallo (a, a), e lo stesso 
accadrà nell’intervallo (8,, è) se punti del gruppo esistevano nell’intervallo 


(x, è), e 0 questi nuovi gruppi riempiranno tutto l’intervallo corrispondente - 


(*) Se il gruppo G che si suppone perfetto riempie tutto l’ intervallo (a, Db) 0 
anche se, questo non essendo, gli estremi a e d sono respettivamente i limiti infe- 
riore e superiore dei punti del gruppo, questi estremi apparterranno sempre al 
gruppo, perchè, essendo perfetto, esso contiene anche i suoi punti limiti. 


e e i 
î] 
IL) Ù 
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(2, a) 0 (81,0), o altrimenti da ciascuno di essi potrà estrarsi un altro inter- 
vallo (a», 8.) diverso da zero come l’intervallo precedente (a,, 8) del quale 
cioè ogni punto interno (in senso stretto) non apparterrà al gruppo mentre 
vi apparterranno i loro estremi; e così si potranno estrarre succcessivamente 
dall’intervallo dato (a, ) altri intervalli sempre distinti fra loro che coi loro 
punti interni e cogli estremi si comportino rispetto ai punti del gruppo come 
quelli già estratti (2, 8), (», Ba), ..-, e neppure gli estremi di questi inter- 
valli potranno mai essere comuni perchè altrimenti essi sarebbero punti del 
gruppo senza essere suoi punti limiti (cioò sarebbero punti isolati), e il gruppo 
non sarebbe perfetto. 

Di questi intervalli dunque (21, f,), (0, 8:),... i cui punti interni (in 
senso stretto) non appartengono al gruppo perfetto dato G mentre vi appar- 
tiene almeno uno dei punti estremi, ne esistono sempre quando il gruppo 
non riempie l’intiero intervallo (a,d) nel quale esso si trova, e li diremo 
con Baîre intervalli contigui del gruppo stesso G. (*) 

732. — Ora di questi intervalli contigui (2,,£), (22, Be)... che succes- 
sivamente si estrarranno e che faranno tutti parte di (a,d) ve ne potrà 
essere soltanto un numero finito di ampiezza superiore a un numero dato d, 
perchè la loro somma non potrà superare db—a, o non ve ne sarà nessuno; 
e così pure ve ne sarà soltanto un numero finito o non ve ne sarà nessuno 


E d * i d 
di ampiezza superiore a 3 Ma non a d, o di ampiezza superiore a q DA 


ad d d Au 
non a DER superiore a g Da nOn a 7)... © così nel loro insieme questi 


intervalli che successivamente si estrarranno saranno in numero finito 0 
costituiranno una infinità numerabile, mentre negli intervalli che successi- 
vamente rimarranno i gruppi saranno sempre perfetti; talchè, osservando anche 
che dopo tolti tutti questi intervalli contigui, ogni punto rimanente dovrà 
appartenere al gruppo perchè altrimenti darebbe luogo a un altro intervallo 
contiguo, il che non può essere, sì può ora evidentemente affermare con 
Cantor che: Avendo un gruppo perfetto G in un intervallo finito (a, d) 
questo gruppo se già non è costituito da tutti è punti di (a,b) si potrà 
ottenere sopprimendo dall’intervallo i punti interni (in senso stretto) di un 


(*) Questi intervalli contigui, che si considerano soltanto nel caso dei gruppi per- 
fetti G che non riempiono tutto l’ intervallo (a, è) nel quale i gruppi sono dati, sono 
dunque intervalli nessun punto dei quali appartiene al gruppo all'infuori dei loro 
estremi; mentre vi appartengono tutti e due gli estremi quando ambedue sono 
interni (in senso stretto) all'intervallo (a, 0), e vi appartiene uno solo degli estremi 
quando l'altro è un estremo di questo intervallo (a, d). 
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numero finito 0 di una infinità numerabile d’intervalli (intervalli contigui) 
che nor hanno fra loro punti comuni e dei quali neppure gli estremi sono 
comuni. 

E negli intervalli che restano così successivamente, i gruppi che vi sono 
contenuti sono sempre perfetti; ma, 4 meno che dopo di avere estratti un 
mumero finito dei detti intervalli parziali non ve ne siano più da estrarre 
i detti gruppi successivi potranno non essere mai densi nei loro respettivi 
intervalli perchè potrà darsi che dagli intervalli che successivamente rimar- 
ranno possano estrarsi e continuamente nuovi intervalli contigui. 

733. — Viceversa se da un intervallo finito (a, b) si estraggono è punti 
interni (in senso stretto) di un numero finito o di una infinità numerabile 
d’intervalli che non hanno punti nè estremità comuni, è punti non esclusi 
costituiscono un gruppo perfetto G& [s'intende naturalmente che si esclude 
il caso che si estragga l’intero intervallo (a, d)|. 

E difatti punti non estratti ve ne saranno sempre e costituiranno un 
gruppo infinito G, perchè intanto vi sarà almeno un punto estremo degli 
intervalli che si estraggono che sarà interno in senso stretto ad (@,) che 
sarà uno di tali punti non estratti, e negli intorni da una parte di questi 
punti estremi, interni in senso stretto ad (a, 6), dovranno cadere infiniti punti 
non estratti, perchè altrimenti gli intervalli soppressi verrebbero ad avere le 
estremità comuni ciò che è escluso, o si potrebbero sopprimere altri intervalli. 

E così quei punti estremi saranno punti limiti del gruppo G; e simil- 
mente ogni altro punto di G ne sarà un punto limite perchè per la stessa 
ragione in ogni suo intorno dovranno cadere punti del gruppo. 

Invece i punti estranei al gruppo, appartenendo ciascuno di essi a uno 
degli intervalli soppressi come suo punto interno in senso stretto, non sa- 
ranno nessuno punti limiti di G; e così il gruppo G, coincidendo piena- 
mente col suo derivato, sarà perfetto. 

734. — Aggiungiamo che, come già dicemmo al $ 718, i gruppi perfetti 
densi in tutto un intervallo sono soltanto quelli che riempiono tutto l’inter- 
vallo (gli estremi inclusi); e viceversa s’intende subito che i gruppi che riem- 
piono tutto un intervallo (gli estremi inclusi) sono perfetti e densi al tempo 
stesso nell’intervallo; mentre se un gruppo è perfetto ma non riempie tutto un 
intervallo, esso, per le considerazioni precedenti, avrà degli intervalli contigui 
e quindi non sarà denso considerato in tutto l'intervallo; e s’intende che 
potrà darsi che non lo sia în nessuna parte comunque piccola dell’ inter- 
vallo stesso, perchè può essere che in ogni parte per quanto piccola di 


| esso ci siano punti che non appartengono al gruppo, e allora in quella parte 
saranno degli intervalli contigui, 


ro: 
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735. — Così ad es. se si prende a considerare il gruppo nell'intervallo 


9 


per loro cifre @,, 4, 43, ... hanno soltanto i numeri 0 e 1, intendendo che 


(0, —| formato dai punti corrispondenti ai numeri decimali 0, a, 4, 4... che 


1 
anche gli estremi 0 e 9 facciano parte del gruppo, è facile vedere che esso 


sarà perfetto e non sarà denso in nessuna parte del)’intervallo. 

Ed infatti ogni punto del gruppo sarà un suo punto limite perchè avrà 
vicini a sè punti quanti si vuole del gruppo stesso bastando, per ogni punto 
del gruppo che si consideri, prenderne altri che ne differiscano soltanto nelle 
cifre sempre più lontane; e viceversa ogni punto limite del gruppo svilup- 
pato in frazione decimale dovrà evidentemente avere per cifre 0 e 1 soltanto 
e quindi sara un punto del gruppo il quale perciò sarà perfetto. Esso poi 
non sarà mai denso perchè in intervalli comunque piccoli limitati da due 
punti del gruppo ci saranno compresi sempre altri punti corrispondenti a 
frazioni decimali che abbiano cifre diverse dai numeri 0 e 1 e che saranno 
quindi punti che non appartengono al gruppo. 


Misura dei gruppi secondo Borel e Lebesgue. Gruppi misurabili; 


7136. — Prima d’introdurre il concetto di misura dei gruppi, dimostriamo 
un teorema di Lebesgue, generalizzazione di altro dato prima da Borel, sugli 
intervalli (intervalli parziali) che contengono i punti di un dato intervallo (a, 5). 

Questo teorema è il seguente: 

Se si ha un intervallo finito (a, b) e ciascuno dei punti di esso (gli estremi 
incl.) figura come punto interno (in senso stretto) in uno 0 più intervalli 
parziali A costituenti un insieme numerabile o no d’intervalli, ognuno dei 
punti stessi di (a,b) potrà aversi anche come punto interno (sempre in 
senso stretto) di uno o più intervalli in numero finito &, A1, A», ..., A, presi 
fra gli intervalli stessi A (*); e questo, o intendendo — per potere enunciare, 
come abbiamo. fatto, il teorema anche pei punti estremi di (a, 6) —, che due 0 
più degli intervalli parziali dati A escano dall’intervallo stesso (a, è), 0 inten- 
dendo invece che nell’enunciato del teorema la parola eterno riferita ai punti 
estremi a e d dell’intervallo debba essere intesa 2 senso largo. 

La dimostrazione di questo teorema può farsi nel modo seguente. 

Si supponga ad es. a<b, e sì consideri uno degli intervalli parziali A 
di (@, 0) che comprenda l’estremo inferiore a, e sia questo (1, y) con y>da. 


(*#) Borel dimostrò questo teorema pel caso che gli intervalli parziali À fossero 
una infinità numerabile; Lebesgue lo estese al caso di una infinità qualsiasi d’in- 
tervalli. 


Evidentemente i punti x di (a, 0) da 4 a y (y escluso) si otterranno già 
senz’altro come punti interni (in senso stretto) da questo solo intervallo, e 
quindi se si considera l’intiero intervallo (a, 2) è certo che, almeno fino ad 
un certo punto ) di esso a partire da 4, si avranno sempre punti che si 
ottengono colla considerazione di un numero finito d’intervalli A come punti 
interni (in senso stretto) di questi intervalli, (ciò che richiederà che questi 
intervalli parziali in parte si sovrappongano perchò anche i loro punti estremi 
possano essere interni (in senso stretto) per qualcuno di essi); ma, pure po- 
tendo anche darsi che si arrivi già così a raggiungere il punto d, cioò che 
sia X\=b, siccome non siamo certi di questo, non può assicurarsi che non vi 
siano dopo di X altri punti di (a, ©) che con questo processo (cioè colla con- 
siderazione di un numero finito d'intervalli A soltanto) non possono ottenersi, 

Ammettendo dunque che questo potesse avvenire, dividiamo per metà 
l’intervallo (a, 5) col punto a. Potrà darsi allora che questa ultima parti- 
colarità (cioò che vi siano punti che non possono ottenersi col processo 
indicato) incominci già a riscontrarsi nel primo dei due intervalli (a, a) e 
allora prenderemo a considerare questo intervallo, come potrà darsi che si 
riscontri solo pel secondo intervallo (a, 5), e allora prenderemo a considerare 
questo secondo intervallo, perchè in questo caso tutti i punti del primo in- 
tervallo, salvo tutt'al più l’estremo a, potranno ottenersi come punti interni 
(in senso stretto) di un numero finito d’intervalli A. 

Sul nuovo intervallo (a, a) o (2,2) che si verrà così a considerare ri- 
peteremo lo stesso processo, e così o con un numero finito di questi procedi- 
menti, e quindi con un numero finito d’intervalli, raggiungeremo il punto b, 
o verremo a trovare una serie numerabile d’intervalli, ciascuno metà del 
precedente e contenuto in questo, i quali condurranno a un punto limite X 
che, pel procedimento tenuto, anche se avremo dovuto considerare il primo 
intervallo (a, a), sarà certamente superiore ad a, e inoltre sarà tale che i 
punti a sn2stra di esso si troveranno tutti come punti interni (sempre in 
senso stretto) di un numero finito ma sempre crescente d’intervalli A, mentre 
a meno che X non sia appunto d, fra i punti di ogni intorno a destra di 
) (A incluso) almeno alcuni non potranno trovarsi collo stesso processo. 

In questo caso però se ) non sarà appunto d, preso fra gli intervalli A 


un intervallo A che contenga ) come punto interno, e indicati con ), e }, 
due punti interni ad esso (in senso stretto), il primo ), inferiore a À, e l’altro 
)» superiore a ) e che in ogni caso potrà supporsi inferiore a d, s'intende 


subito che basterà aggiungere agli intervalli in numero finito A,, As, ..., 4, 


che avranno condotto al punto ), (questo punto compreso) anche l'intervallo A 


per avere un numero ancora finito d’intervalli A,, A,,...,A,,}A coi quali 
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avremo non solo anche il punto X ma qualsiasi punto da X a À, (Ax com- 
preso) ciò che è in contradizione. E se sarà X=d, preso anche allora, come 


sopra, un intervallo A che contenga 6 almeno in senso largo e un punto a 
sinistra A, che si sarà ottenuto con un numero finzto d’intervalli A,, A, ...,À, 


basterà aggiungere a questi l’intervallo A_per avere anche qualunque punto 
da ), a 6 e si ha quindi così ancora una contradizione; talchè, dovendo 
escludere questi due ulimi casi, si può ora evidentemente concludere, che 
con un numero /ir2t0 d’intervalli parziali A,, A,, ..., A, si vengono ad avere 
tutti i punti di (a,d) come punti interni agli stessi intervalli e tutti in 
senso stretto, salvo tutt’ al più gli estremi @ e d pei quali potrà volersi in- 
tendere come abbiamo detto, che la parola « 2rterno » debba intendersi in 
senso largo; e il teorema così è completamente dimostrato. 

7137. — Premesso questo teorema,.si prenda a considerare un intervallo 
finito (a, d), e si costruisca un numero finito o una infinità numerabile qual- 
siasi d’intervalli parziali A tali che ogni punto di (a, b) figuri come punto 
interno (sempre per ora in senso stretto, e questo ora anche pei loro estremi) 
almeno in uno di questi intervalli A. 

La somma A/+A4,4-A43+...+A,+... per ciascuno di questi sistemi 
d’intervalli sarà superiore o almeno uguale a quella di quel numero finito È 
degli intervalli stessi, A,, As,...A,, che secondo il teorema precedente racchiu- 
dono pure i punti stessi, e questa alla sua volta sarà superiore a b—a, se 
come per ora supponiamo anche i punti estremi dei varii intervalli dovranno 
essere interni 2n senso stretto agli intervalli medesimi, perchè necessariamente 
essi dovranno in alcune parti sovrapporsi, e due di essi dovranno uscire da 
a e da b; però — se, come supporremo, gli intervalli potranno variarsi, sempre 
però in modo da continuare a racchiudere qualsiasi punto di (a, 0) in senso 
stretto — il limite inferiore di tutte queste somme che certo esisterà (perchè 
come è noto i limiti inferiori e superiori dei gruppi di numeri esistono sempre) 
sarà precisamente b—a, in quanto che le parti sovrapposte e quelle uscenti 
da a e da d dei suddetti intervalli A,, A», ... A, (*) potranno intendersi sempre 


impiccolite ciascuna quanto si vuole; ad es. ridotte tutte inferiori a 7: 98 
sendo e arbitrariamente piccola, e la loro somma sarà inferiore a 2 e. 
7138. — Prendendo dunque ora a considerare un gruppo G&G di punti tutti 


contenuti in un intervallo finito (a, 2), segue da queste considerazioni che 
se questo gruppo riempirà tutto l’intervallo per modo cioè che ogni punto 


(*#) Questi intervalli potranno anche talvolta ridursi all’unico (a—e, db) con 
e diverso da zero e positivo ma arbitrariamente piccolo, e il limite inferiore della 
sua ampiezza sarà appunto db—a. 


ba 
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di (a, 6) sia punto del gruppo, le somme s=A1+A3+A3+... +A,k... 
dei varii sistemi d’intervalli (in numero finito o infinito) come sopra costruiti 
Ar; Ap, Ag, +-+, An... che racchiuderanno i punti del gruppo come punti in- 
terni in senso stretto avranno per limite inferiore precisamente la lunghezza 
dell’intervallo b—a. 

Questo poi avverrà anche quando si ammetta che gli intervalli stessi pos- 
sano racchiudere i punti del gruppo, anzichè sempre come punti interni in senso 
stretto, come punti interni in senso largo, perchè allora, e soltanto allora, gli 
stessi intervalli potranno succedersi l’uno all’altro senza sovrapporsi affatto 
(soltanto coincidendo i loro estremi) e nessuno di essi uscirà dall’intervallo, 
per modo che quando questi intervalli saranno in numero finito la loro 
somma sarà appunto b—a. Lo stesso poi accadrà anche quando gli inter- 
valli saranno in numero infinito perchè, indicata allora con 1, 2, M33 +3 My 
una serie di numeri diversi da zero e positivi costituenti una serie convergente 
Y 1,, e indicata con e una quantità pure diversa da zero e positiva ma arbi- 
trariamente piccola, se ogni intervallo A), Ax, 4g..., A,,... si allargherà ai due 
estremi di 711, ©Ng; £793,-+ May... per modo che i nuovi intervalli vengano a rac- 
chiudere i punti di (a, è) sempre in senso stretto, la somma degli intervalli 
verrà accresciuta solo di 28Ym, cioè di una quantità arbitrariamente piccola, 
e perciò se questa somma dei nuovi intervalli avrà per limite inferiore preci- 
samente db —a, lo stesso avverrà anche della somma XA, degli intervalli che 
escludono i punti di (@,) in senso largo. 

Se poi il gruppo dato G non conterrà tuttii punti dell’intervallo (a, 5) 
nel quale è contenuto, potrà darsi ad es. (2 certi cast) che degli intervalli 
A,, A3,..., An... come sopra costruiti che racchiudono i punti dell’intervallo 
totale (a, 0) alcuni non occorrano affatto per potere racchiudere i punti del 
gruppo; e bene s'intende quindi che in certi casi potrà anche avvenire che 
la somma di quelli fra gli intervalli stessi che racchiudono i punti del gruppo 
risulti inferiore a d--a, e che lo stesso accada del loro limite inferiore. E 
in tali casi, questo avverrà quando i punti del gruppo vengano racchiusi 
come punti interni tanto in senso stretto quanto in senso largo, perchè se 
un intervallo A,, serve a racchiudere i punti del gruppo soltanto in senso largo, 
onde avere un intervallo A', che racchiuda anche gli estremi di A, in senso 
stretto bisognerà che A', esca leggermente da A, dalle due parti, cioè pei A°,, 
potranno prendersi come precedentemente gli intervalli A,4-2en, con e arbi- 
trariamente piccolo, e allora se la somma dei primi intervalli A è <, quella c' 
dei nuovi intervalli A' sarà <+2eYm,, e essendo s<b—a si potrà sempre 
prendere e in modo che si abbia anche s'<b—a, come viceversa se sarà 
<<b—a a più forte ragione avremo s<b—-a. 
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* Nel caso attuale dunque (quello cioè dei gruppi G di punti che non riem- 
piono tutto l’intervallo (a, 6) ) potrà darsi che il limite inferiore delle somme 
dei varii sistemi d’intervalli (in numero finito o infinito) A,, A3, ...A,,... 
che racchiudono, indifferentemente in senso stretto o in senso iargo, i punti 
del gruppo risulti inferiore alla lunghezza 5b—a dell’intervallo, come potrà 
darsi che risulti ancora uguale alla lunghezza d—@ precisamente come nel 
caso in cui il gruppo riempia tutto l'intervallo, ma in nessun caso lo stesso 
limite inferiore potrà essere superiore a dD—a. 

7139. — Riassumendo dunque, noi possiamo ora affermare che avendosi 
un gruppo qualsiasi G di punti tutti contenuti in un intervallo finito 
(a, d), esiste sempre un numero determinato nullo 0 positivo, e non mai 
superiore alla lunghezza b—a dell’intervallo, che è il limite inferiore delle 
somme dei sistemi d’intervalli formati da un numero finito o da una in- 
finità numerabile (qualsiasi) d’intervalli parziali che racchiudono, indif- 
ferentemente in senso stretto o èn senso largo, è punti del gruppo. Questo 
numero è quello che dicesi misura esterna del gruppo dato G e si indica 
con 7,G o anche con m,(G), e si ha sempre dunque 0=m,G=b—a. 

Così essendo, è chiaro che il gruppo complementare CG (relativo allo 
stesso intervallo (a, d), avrà alla sua volta una misura esterna m2,(CG) che 
non supererà mai la lunghezza 0 —a dell’intervallo, per modo che la diffe- 
renza b—-a—m,(CG) ci darà un nuovo numero che sarà zero o positivo 
ma non mai superiore a b_—a. Questo numero è quello che dicesi la m22sura 
interna del gruppo dato G, e si indica con m,G o con m;(G) per modo 
quindi che si ha per definizione la eguaglianza m,G=b—a—m,(CG). 

Similmente si avrà pel gruppo complementare m,(C@) =b—a—m,G 
perchè come CG è il gruppo complementare di G, così G lo è di CG; e si 
conclude quindi che sarà 


m,G-m,G=m,(CG)—m;(CG), 


dal che si vede che quando la misura esterna ed interna di un gruppo saranno 
uguali fra loro lo stesso avverrà pel gruppo complementare. 

740.— È in questo caso appunto, quello cioè nel quale la misura esterna 
e la misura interna di un gruppo G sono uguali che il gruppo si dice 
MISURABILE, e 20 valore comune delle due misure esterna e interna si dice 
la misura del gruppo, e si indica con mG 0 anche con m(G). 

Ne segue che quando un gruppo è misurabile anche il gruppo comple- 
mentare lo è; e poichè, avendosi sempre per definizione n, G=b—a—wm,(CG), 
se il gruppo è misurabile si viene ad avere m2eG+m,(CG)=d—a, e vice- 
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versa se si ha questa formola si avrà pure m,G=m,G, così si può anche 
dire che i gruppi misurabili sono quelli pei quali la misura esterna di essi 
e quella dei gruppi complementari prese insieme formano l’intero intervallo ; 
il chè porta anche che lo stesso accada per le misure mG e m(CG) del gruppo 
e del gruppo complementare prese insieme, cioè sia mG+m(CG)=bT—a. 

741. — Si osservi ora che mentre i punti di un gruppo dato qualsiasi 
G e quelli del gruppo complementare CG presi insieme costituiscono il gruppo 
dei punti dell'intero intervallo che ha per misura 6 —a (*), non si può dire 
però che le misure esterne dei due gruppi G e CG, che pure presi insieme 
compongono l’intero intervallo (a, 0), facciano sempre insieme db—a, perchè 
evidentemente potrà avvenire che alcuni se non tutti gli intervalli singoli 
che racchiudono i punti dei due gruppi vengano a sovrapporsi, e quindi potrà 
essere che si abbia 72,G--m,(CG)>b—a invece di m,G+m,(CG)=b—a; dal 
chè s'intende anche come possa avvenire che non tutti i gruppi di punti siano 
misurabili. 

(42.— Si osservi d’altra parte in modo generale che se s’immagina co- 
struita una serie finita o infinita ma numerabile d’intervalli a,, 4, 43,..., daye-- 
che servano a racchiudere in senso stretto o in senso largo i punti di un 
gruppo qualsiasi G, sopprimendo successivamente dall’intervallo a, i tratti 
che esso avesse comuni con 2,, poi da az i tratti comuni a a) e a a, da ay 
quelli comuni a 2), % € 43, e in generale da a,, quelli comuni agli intervalli 
precedenti &,, %, 43; -.. %n_1, Con che talvolta potranno venire a soppri- 
mersi anche interi intervalli 4,, si formerà una nuova serie ancora nume- 
rabile di tratti A,, XA», Ag; -.., che non si sovrapporranno affatto, ma potranno 
avere gli estremi comuni, e che racchiuderanno ugualmente tutti i punti di 
G alcuni però in senso largo (quelli cioè che fossero agli estremi degli inter- 
valli stessi A,, X2, Ag; ...); talchò si può anche affermare che per un gruppo 
dato qualsiasi G si potrà sempre costruire un numero finito o una serie nu- 
merabile d’intervalli X,, 3, )3..., Che non si sovrappongono ma possono 
avere i punti estremi comuni, che racchiuderanno ogni punto del gruppo (in 
senso stretto o in senso largo). 


743. — Ne segue che se i punti di un gruppo G, che potrà anche riem- 


(*) Quando un gruppo di punti G riempie completamente un intervallo (a, bd), 
compresi o no gli estremi, il suo gruppo complementare CG non avrà punti affatto 
o avrà soltanto i punti estremi, e quindi mentre la misura esterna di G sarà evi- 
dentemente d—a quella del gruppo complementare CG sarà zero, e perciò insieme 


a meG=b—a si avrà mi; G=b—a, e il gruppo sarà misurabile e avrà per misura 
appunto d — a. 
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pire l’entero intervallo (a, 6), verranno tutti racchiusi dall’ insieme (*) di due 
serie finite o infinite ma numerabili X,, X3, 4; ---: € XM} X2, X3, .., d’intervalli 
come quelli ora indicati, che per ciascuna serie non si sovrappongono e solo 
possono avere tutti o alcuni estremi comuni, fatta la serie composta d’in- 
tervalli 
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nella quale verrà a trovarsi qualunque punto del gruppo, con questa potrà 
ancora formarsi come precedentemente un’altra serie finita o infinita ma nu- 
merabile d’intervalli 4, {e} #8)... che siano nello stesso caso, e che rac- 
chiudano quindi ugualmente tutti i punti del gruppo G senza sovrapporsi 
per modo che nel caso che il gruppo G sia l’intiero intervallo (a, 6) la 
loro somma sarà precisamente b—a; e le porzioni degli intervalli (o in- 
tervalli interi) \, e X', che rimarranno soppresse per formare i nuovi in- 
tervalli Wu, Le, #3)... saranno quelle comun? a un À, e a un X, che potremo 
perciò indicare con (A, X,), e saranno tutte distinte fra loro e prese ciascuna 
una volta sola, e non si sovrapporranno affatto perchè due \, qualsiasi non 
hanno punti comuni o li hanno tutt'al più agli estremi, e così due \, qualsiasi. 

Le somme quindi Y}, e Y.N, degli intervalli X, e X, prese insieme 
equivarrano a quella Yw, degli intervalli nuovamente formati p, con più 
quella vA, \;) degli intervalli comuni (A, X,), cioè sarà in generale quando 


il gruppo dato G riempia l’intiero intervallo (a, b) 


(1) DA: +Mx=b—-a+Y(, Ns). 


744.— Di qui si vede in particolare che se gli intervalli )X, racchiude- 
ranno i punti di un gruppo G e gli altri XY, racchiuderanno i punti del 
gruppo complementare CG, e saranno sistemi d’intervalli che conducano 
alle misure esterne m2,G e m,(CG) degli stessi gruppi G e CG, nel senso 
cioè che le loro somme Y'À, e YA; possano supporsi vicine quanto si vuole 


a m,G e m.(CG), passando ai limiti inferiori sì avrà 
(2) m,GH4m,(CG)=b—a+ liminf.YN(A,}), 
e quindi sarà sempre 
(*#) Cioè parte dei punti del gruppo potranno trovarsi nella prima serie d’inter- 


valli, e gli altri nella seconda, e alcuni anche potranno trovarsi contemporanea- 
mente nelle due serie. 
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m,G+m,(CG=b—a4; 


e con questo mentre si vede che la somma miG4+m,(CG) non può mai 


essere inferiore a b—a, resta altresì confermato quanto dicemmo nel $ 741 
cioè che non è escluso che la stessa somma possa talvolta superare db —g; e si 
vede anche che un gruppo non può essere misurabile altro che quando la 
somma VA,A,) delle porzioni degli intervalli comuni alle due serie suin- 
dicate d’intervalli ), eXN, che racchiudono i punti del gruppo e quelli del 
gruppo complementare finisce per divenire piccola quanto si vuole. 

Viceversa se dato un gruppo G si riscontrerà che questa condizione ri- 
spetto alla somma DALE \,) è soddisfatta per due sistemi d’ intervalli \, e \, 
che racchiudono î punti di G e quelli di CG, G sarà un gruppo maisura- 
bile e è limiti inferiori di SL, e Di saranno respettivamente le misure 
mG e m(CG) di G e del suo gruppo complementare CG; perchè, avendosi cer- 
tamente mV, e m.(CG)=Y avremo per la (1) 


me Gm. (CG)=b-4+-Y(A,X;), 


e quindi poichè per la condizione posta il secondo membro, pure essendo su- 
periore a b—a, può supporsi vicino ab —@ quanto si vuole, e 7m2,G-+ m2,(CG) 
è un numero determinato che come testè osservammo non può essere inferiore 
ab—a, dovrà essere n,G-+m,(CG)=b—a; e questo mostra intanto ($ 740) 
che i due gruppi G e CG sono misurabili, e quindi 72, G e m2,(CG) sono le loro 
misure 72G e m2(CG.) 

Risultando ora i due gruppi G e CG misurabili, ne viene che i limiti 
inferiori di NA, e YA, sono le loro misure, perchè osservando che ora la (1) 


ci dà subito l’altra 
(Mi. —mG)H- (N, —m(06)) =N(h,X,), 


e osservando inoltre che ora Y(A,',) è arbitrariamente piccola, e le differenze 
Dii mas YA, —-m(CG) sono positive, se ne deduce subito che anche 
queste differenze sono arbitrariamente piccole, e si ha perciò lim. inf. OZ: 
e lim. inf. WX,=m(CG), come abbiamo enunciato. 


E così noi possiamo ora affermare che considerando per un gruppo Gi 
vari sistemi di serie d’intervalli X, e X; che contengono respettivamente 
ì punti del gruppo stesso e quelli del gruppo complementare, quando in 
ciascuna serie gli intervalli non si sovrappongono e non hanno punti co- 
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muni salvo tutt'al più agli estremi, Za condizione necessaria e sufficiente 
perchè il gruppo dato sia misurabile è che fra gli indicati sistemi d’intervallo 
\, e, ve ne siano alcuni pei quali la somma Y(},},) delle porzioni co- 
muni degli intervalli stessi \, e X, possa ridursi piccola quanto si vuole. 

(45.- Di qui risulta subito, a complemento del concetto di misurabilità 
dai gruppi, che se un gruppo G contenuto in un intervallo (a, b) è misurabile, 
anche il gruppo G, (che potrà talvolta essere lo stesso G (*)) contenuto in una 
porzione qualsiasi (a,, b;) dello stesso intervallo sarà misurabile; perchè 
formati ancora gli intervalli ), e X, di cui in fine del paragrafo precedente, 
quando si vorrà considerare il gruppo G, nell’intervallo (a,, 0) bastera pren- 
dere soltanto quelli degli stessi intervalli che cadono nell’intervallo (a,, di); 
e quindi evidentemente la somma NA) relativa alle porzioni comuni di 


questi intervalli non potrà superare quella relativa agli intervalli stessi per 
il gruppo G considerato nell’intervallo (@, è), e sarà perciò anch’essa arbi- 
trariamente piccola; e il gruppo G, dell'intervallo (a,, d,) sarà misurabile 
esso pure. 

Aggiungiamo anche che confrontando la formola (2) trovata sopra, cioè la 


m.,G+m,(CG)=b—a+lim inf. Y;(A,X), 
coll’altra 
m,jG4m,(CG)=b--a 


colla quale fu definita la misura interna me; G di un gruppo, si vede che 
sarà sempre 72; G=<m, G, e si può quindi affermare che per ogni gruppo 
la misura interna non può mar superare la misura esterna del gruppo ; 
e per conseguenza nei gruppi non misurabili la misura interna è sempre 
minore della misura esterna; e quindi in particolare si ha che % gruppi nei 
quali la misura esterna è zero saranno tutti misurabili perchè per essi sarà 
necessariamente zero anche la misura interna. 

746.— In particolare quindi i gruppi numerabili Yi, Yx:Y3:}-::YUns- 
saranno tutti misurabili; perchè, indicando con è,, ds, d3, ... è,,... una infi- 
nità numerabile d’intervalli pei quali la serie è,.4-d,.+d3+...+d,+... sia 
convergente, e indicando con e un numero positivo arbitrariamento piccolo, 
ognuno dei numeri dati y,, potrà racchiudersi come punto di mezzo in un 


(#) Seaeb sono respettivamente i limiti inferiore e superiore dei punti del 
gruppo G, è chiaro che il gruppo G, contenuto in una certa porzione (a,, d)) di (a, b) 
sarà soltanto una parte di G; ma se ad es. i detti limiti inferiore e superiore del 
gruppo G fossero invece a, e d, allora i gruppi G e G, sono evidentemente gli stessi. 


Cale. integr. - 63 
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intervallo (y,—&è,;Y,+-8Ò,) la cui ampiezza sia 2=à,, e la somma di questi in- 
tervalli (che racchiuderanno così i varî punti) sarà 2e(0,+0,+0d3+...+d,+..) 
e potrà rendersi piccola quanto sì vuole, e quindi la misura esterna del 
gruppo e così anche la misura del gruppo sarà zero. Conseguentemente il 
gruppo complementare di un gruppo numerabile in un intervallo (@, 2) sarà 
esso pure misurabile e avrà per misura dè —a. 

Così più particolarmente ancora è! gruppo dei numeri razionali sarà 
misurabile e avrà per misura zero, mentre il gruppo dei numeri irrazionali 
in un intervallo (a, b) sarà esso pure misurabile e avrà per misura b—a (*) 


(*#) Le definizioni che qui abbiamo dato per le misure esterna ed interna di un 
gruppo, e quelle pei gruppi misurabili e per la loro misura sono le definizioni in- 
trodotte nella scienza da Borel e da Lebesgue, e noi sempre a queste ci atterremo. 

Jordan invece nel suo Cours d’Analyse introdusse la definizione di lunghezza 
esterna e lunghezza interna dei gruppi, attribuendo a questa lunghezza significati 
diversi da quelli delle misure di Lebesgue e Borel introdotte sopra; e chiamò gruppi 
misurabili quelli pei quali le due lunghezze esterna ed interna sono uguali fra.loro, 
dicendo allora lunghezza del gruppo il valore comune delle sue lunghezze esterna 
ed interna; ma, come è facile vedere, i gruppi misurabili di Jordan non sono che 
una classe speciale dei gruppi misurabili di Borel e Lebesgue, talchè questi ultimi 
costituiscono una classe ben più estesa di gruppi in confronto a quella dei gruppi 
chiamati pure misurabili da Jordan. 

Secondo Jordan infatti intendendo scomposto con leggi qualsiasi l’intervallo 
(a, 6) nel quale cadono i punti del gruppo in un numero sempre crescente d’in- 
tervalli successivi che si fanno impiccolire indefinitamente, la lunghezza interna 
ZL: Ge esterna le G di un gruppo G contenuto in un intervallo (a, d) sono respettiva- 
mente, la prima l; G il limite della somma degli intervalli ogni punto dei quali 
è punto del gruppo, e la seconda Ze G il limite della somma degli intervalli in 
ciascuno dei quali cade almeno un punto del gruppo; e si dimostra che questi 
limiti esistono e sono indipendenti dal modo di scomposizione dell’intervallo in in- 
tervalli parziali, e dalla legge che si segue pel loro impiccolimento. E da questo 
si vede che si ha sempre necessariamente /, G=; G, perchè evidentemente gli inter- 
valli che conducono a /;G, se ve ne sono, appartengono tutti anche a quelli che con- 
ducono a Ze G, ma in Ze G possono figurarne anche degli altri. 

E poichè la misura esterna me G di un gruppo G secondo Borel e Lebesgue è 
per definizione il limite inferiore della somma degli infiniti sistemi d’intervalli che 
contengono almeno un punto del gruppo, è certo che sarà m.G=2G. 

Ora, quando costruendo tutti gli intervalli che racchiudono ciascuno almeno 
un punto del gruppo G, si facciano questi impiccolire indefinitamente in modo 
sempre però che ognuno contenga almeno un punto del gruppo, gli intervalli che 
potranno successivamente restare non conterranno affatto punti del gruppo, e quindi 
ogni punto di questi ultimi intervalli apparterrà al gruppo complementare di G. 
Invece nessuno dei primi intervalli conterrà soltanto punti di questo gruppo com- 
plementare; e così mentre la somma dei primi intervalli al loro successivo impic- 
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precisamente come il gruppo dei numeri reali in un dato intervallo (gli estremi 
inclusi o no). 

(47. — Similmente, sempre come casi particolari si può anche vedere che 
avendosi una funzione sempre finita (*) e integrabile secondo il concetto di 


colire tenderà verso Z. G, quella dei secondi tenderà verso Z; (CG), e quindi si avrà 
la formola seguente 


Le G+L; (CG=db—a, 
per la quale similmente avremo l’altra 
Zi G4 le (CG)=d—a, 
e perciò anche Z, G—/; G=le (CG)—L; (CG)=0, 
Avendosi d’altra parte per le misure esterna e interna di G secondo Borel e 


Lebesgue 
mi G+me (CG)=b—a 


sottraendo da questa la precedente si vede che sarà m; G—/; G=/. (CG)—m. (CG)=0, 
ciò che ci permette di dire che insieme alla particolarità data sopra, cioè che meG=lG, 
si ha l’altra m; G=}; G. 

Di qui, ricordando che si ha sempre ($ 745) m; G=m. G, e osservando perciò 
che sarà anche (.G= m. G=m; G=t; G, si vede subito che se sarà 2. G=/; G, dovrà 
essere anche m. G=m; G, e questo permette di affermare che se un gruppo è misu- 
rabile nel senso di Jordan lo è anche nel senso di Borel e Lebesgue e le misure che si 
hanno allora nell’un senso e nell’altro saranno uguali; ma poichè per le formole 
precedenti non può dirsi che debba sempre sussistere la proprietà inversa, si 
comprende bene come possano esservi gruppi misurabili nel senso di Borel e 
Lebesgue che non sono misurabili nel senso di Jordan, venendo così i gruppi misu- 
rabili nel senso di Borel e Lebesgue a costituire una classe più estesa di quella 
dei gruppi misurabili nel senso di Jordan. 

D'altronde se si indica con Y(x) una funzione che sia uguale a uno nei punti 
di un gruppo G e uguale a zero nei punti rimanenti cioè nei punti del gruppo 


db 


complementare CG, si vede subito che . G sarà l'integrale i Y(x)dx che in nota 


A 


al $ 4 pag. 11 del calcolo integrale vedemmo che esiste sempre e lo chiamammo 


lo) 
con Jordan integrale per eccesso di Y(x), e li G sarà l’ integrale Y(x)dx che pure 


a 

esiste sempre e che chiamammo integrale per difetto della stessa funzione Y(x). 

Questa osservazione dà un significato molto notevole alla lunghezze esterna e 
interna di Jordan; e di qui in particolare risulta che pel gruppo G dei numeri ra- 
zionali in un intervallo (a,d) si ha Z. G=b--a, li G=0, e quindi esso non è misu- 
rabile nel senso di Jordan, mentre come vedemmo è misurabile nel senso di Borel 
e Lebesgue; e resta così messo in chiara evidenza che i gruppi misurabili di Le- 
besgue-Borel costituiscono veramente una classe più estesa di quella dei gruppi 
misurabili di Jordan. 

(*) Cioè funzione sempre numericamente inferiore a un numero finito (limitata). 
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Riemann in un intervallo finito (a, b), il gruppo G dei punti p nei quali 
le oscillazioni O, (*) della funzione relative ai punti stessi sono superiori & 
un numero positivo dato comunque piccolo e è sempre un gruppo misurabile 
e la sua misura è zero. 

Si scomponga infatti l’intervallo (a, è) negli intervalli parziali piccolissimi 
È, , È», è3, ..., è, che conducono alla determinazione dell’integrale, e sì os- 
servi che siccome l’oscillazione 2 un punto non è mai superiore alla oscil- 
lazione della funzione negli intervalli che racchiudono quel punto, così i punti 
del gruppo G., pei quali cioè la oscillazione nei punti stessi è superiore ad e, 
non potranno trovarsi che in tutti o parte degli intervalli è, nei quali la oscil- 
lazione D, della funzione sia superiore ad e, e la misura esterna di quel 
gruppo sarà inferiore o uguale alla somma degli stessi intervalli è, nei quali 
le oscillazioni D, della funzione sono superiori ad e. 

Ma per la nota condizione d’integrabilità secondo Riemann la somma di 
questi intervalli è, all’impiccolire indefinito degli intervalli è), d»,..., è, potrà 
rendersi piccola quanto si vuole; quindi la misura esterna del gruppo G. 
sarà zero, e conseguentemente questo gruppo per quanto dicemmo in fine del 
$ 745 sarà misurabile e la sua misura sarà zero. 

148. — Per quanto ora abbiamo detto, l’esistenza di gruppi misurabili 
è dunque già fuori di dubbio, perchè tali se non altro sono ad es. tutti i 
gruppi numerabili, e lo sono pure i gruppi dei numeri irrazionali come quelli 
dei numeri reali in un dato intervallo (gli estremi inclusi o no) e quelli dei 
quali trattammo nel paragrafo precedente, ecc., e quindi per quanto riguarda 
la questione della esistenza di gruppi misurabili potrebbero bastare le cose 
già esposte. 

Ma si può anche aggiungere che partendo da gruppi misurabili dati, 
quali potrebbero essere ad es. quelli ai quali ora abbiamo accennato, se ne 
possono comporre infiniti altri più complessi; e per dimostrare questo baste- 
ranno le considerazioni seguenti. 

Premettiamo perciò che avendosi più gruppi qualsiansi G, G,,... in numero 
finito o costituenti una infinità numerabile, si chiama loro somma, e si indica 
con G-|-G,-+ ... il gruppo che si compone coi punti di questi, intendendo 
sempre che nella somma i punti siano presi una volta sola anche se apparten- 


(*#) Mentre s’indica pel solito con D l’oscillazione di una funzione (differenza fra 
il limite superiore e inferiore) in un intervallo (a, d), indichiamo con O, quella che 
chiamasi oscillazione delle funzione nel punto p che noi definimmo nella introdu- 
zione al Calcolo differenziale ($ 38, pag. XLVIII). E indicheremo, quando avremo 
da considerarle (come ad es. agli estremi a o 5), con 0,+ e Op- le oscillazioni nel 
punto p a destra 0a sinistra. 
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gono a più d’uno dei gruppi che la compongono; e avendosi due gruppi G e G, 
dei quali il secondo sia almeno in parte contenuto nel primo si chiama di/fe- 
renza del primo dal secondo, e si indica con G—G,, il gruppo che si ottiene 
sopprimendo nel primo tutti i punti che appartengono anche al secondo; e si 
chiama prodotto di due o più gruppi G, G,, G,... in numero finito o costituenti 
una infinità numerabile, e si indica con GG,G,..., il gruppo costituito dai 
punti comuni a tutti i gruppi stessi. 

Ammesse queste denominazioni si dimostra, come ora vedremo, che par- 
tendo da gruppi misurabili, le loro somme, differenze e prodotti costitui 
scono nuovi gruppi misurabili; e si comprende subito quindi in particolare 
come partendo da gruppi misurabili molto semplici, quali sono ad es. quello 
“dei numeri razionali, o quello dei numeri irrazionali o dei numeri reali in un 
dato intervallo, si possono avere infiniti gruppi composti che sono essi pure 
misurabili (*); e così più particolarmente ancora, si può dire che i gruppi per- 
fetti, in quanto si ottengono ($ 732) dal gruppo formato dai punti di un intero 
intervallo togliendovi i punti interni (in senso stretto) di un numero finito 
o di una infinità numerabile d’intervalli parziali, e così i gruppi chiusi, in 
quanto si compongono sempre ($ 730) di un gruppo perfetto e di un gruppo 
finito o di un gruppo numerabile, sono tutti gruppi misurabili. 

7149. — La dimostrazione delle proprietà ora indicate sulle somme, diffe- 
renze, e prodotti di gruppi misurabili può farsi col De La Vallée Poussin (op. 
cit. pag. 245 e seg.) coi processi seguenti. 

Siano G e G, due gruppi dati nell’intervallo (a, 2), ambedue misurabili 
e senza punti comuni, e incominciando dal considerare il caso della somma 
di questi gruppi formiamo un sistema di intervalli a che racchiudano i 
punti di G, un sistema analogo d’intervalli a, pei punti di G,, e sistemi di in- 
tervalli analoghi B e f, pei gruppi complementari CG, CG,, intendendo 
sempre che in ciascuno di questi quattro sistemi d’intervalli non vi siano 
intervalli o porzioni d’intervalli sovrapposti. E ammettiamo anche che 
questi intervalli siano scelti in modo e già talmente piccoli che le somme 
V(0p) e Y(01f) delle parti (a, 8) comuni agli intervalli x e B e così le somme 
delle parti (a,8,) comuni agli intervalli a, e f, siano già arbitrariamente 
piccoli, come sempre potrà farsi ($ 744) perchè i gruppi dati G e G, sono 
misurabili. | 


(*) I gruppi misurabili che si ottengono per somma, differenza o prodotto par- 
tendo dal gruppo che contiene un solo punto e da quello dei numeri reali in un 
dato intervallo (gli estr. inclusi o no), si chiamano gruppi misurabili di Borel, e 
dal De La Vallée Poussin e dal Lebesgue vengono designati dicendoli gruppi mi- 
gurabili B. 
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Con questi dati avremo evidentemente, sempre per quanto dicemmo nello 
stesso $ 744, 


mG= lim va, mG,= lim va, 


m(CG)= lim xh, n (CG,)= lim vB, 


intendendo che nei secondi membri di queste formole debbano prendersi i 
limiti inferiori delle somme Va, Ya, DATE e poichè, non avendo i 
gruppi G e G, punti comuni, il gruppo G sarà evidentemente tutto contenuto 
in CG, e quindi anche in intervalli 8,, e il gruppo G, sarà contenuto in CG 
e quindi anche in intervalli f, così è certo che i punti di G saranno conte- 
nuti nelle parti (xf,) comuni agli intervalli « e f,, e i punti di G, saranno 
contenuti nelle parti (2,8) comuni agli intervalli a, e f. 

E poichè, non sovrapponendosi nè le a nè le B, e neppure le a, e le fi}, 
non si sovrapporranno le (af) e neppure le (af), così i limiti inferiori delle 
somme (af) e Y(28) saranno ancora mG e mG, respettivamente, cioò 
avremo 

mG= lim inf. Y (af), mG=lim inf. Y(08). 


Consideriamo ora il gruppo &+-G, somma dei due G e G,, e osserviamo 
che i suoi punti, per quanto ora abbiamo detto, appartengono agli intervalli 
(28) e (2,8) e quindi pel teorema del $ 743 avremo 


Via (Ba) + =YuH+Y ( auf), 


essendo y. un sistema d’intervalli che non si sovrappongono e che racchiu- 
dono i punti del gruppo somma G+G, ; e in questa formola la somma DICO) 
sarà arbitrariamente piccola perchè essa sarà parte delle altre somme Y(af), 


DB) già arbitrariamente piccole per ipotesi, o combinerà pienamente con 
queste; e quindi sarà 


lim inf. Y' (ap) + lim inf. vl o, B)= lim inf. vb, 


ovvero 


mG-+-mG,= lim inf. dp. 


Si osservi d’altra parte che il gruppo G+-G, è tutto contenuto come ab- 
biamo detto negli intervalli p., mentre il suo gruppo complementare C(G+G,), 


«di 
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essendo costituito dai punti che non appartengono nè a G nò a G, avrà per 
suoi punti soltanto tutti quelli di CG che non appartengono a G,, e tutti 
quelli di CG, che non appartengono a G; quindi questi punti saranno soltanto 
quelli comuni a CG e CG, (*) e perciò saranno tutti contenuti contempora- 
neamente negli intervalli fe f,, e quindi anche nelle parti (8 8,) comuni a questi 
intervalli. 

Di qui per la formola (1) del $ 743 si vede che si avrà 


Yu+S(B)=(0—a+Y(188), 


e in questa la somma Y(p.88) delle parti comuni agli intervalli p. e (Bf1) 
sarà arbitrariamente piccola perchè gli intervalli w. fanno parte degli inter- 
valli (28) e (2,8), e quindi gli intervalli (4.88,) sono parti di quelle comuni 
agli intervalli (0f,) e (88) e di quelle comuni agli altri intervalli (2,£) e (28) 
e le loro somme sono pure arbitrariamente piccole; quindi pei teoremi del 
$ 744 anche GG, sarà misurabile e si avrà lim inf. Wy=m(G-+G,) e 
perciò sarà m(G4+G,))=mG+wmG,, concludendosi così che: 

Se G e G, sono due gruppi misurabili senza punti comuni dl gruppo 
somma (G-++ G,)) sarà esso pure misurabile, e inoltre si avrà 


(3) m(G4+G)=mG+mG,. 


750. — Con facilità pure si dimostra che: 

Se G e G, sono due gruppi misurabili dei quali il secondo G, sta conte- 
nuto in tutto 0 in parte nel primo G, la loro differenza G—G, (cioè il gruppo 
dei punti di G che non appartengono a G,) sarà pure misurabale. 


E se G, sarà tutto contenuto in G si avrà anche 
(4) m(GT-G)=mG—mG. 


Si osservi perciò che i punti di G che non appartengono a G,, cioè quelli 
di G—G,, apparteranno certamente a CG, e quindi saranno i punti comuni 
a Gea CG,, cioè colle notazioni già poste si avrà intanto 


G—G,=G(0G;); 


mentre, poichè il gruppo complementare C(G—G,) di G—G, sarà costituito 


(*) Cioè quando G e G, non hanno punti comuni, avremo colle notazioni già 


adottate 
C(G+G1)=(CG)(CG)). 
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dai punti del gruppo complementare di G e più da quelli che vengono tolti 
da Gin quanto appartengono a G, cioò da quelli comuni a Ge a G,, avremo 
anche 


C(G-G)=0G+GG,. 


S’introducano ora per G e CG e così per G, e CG, quei sistemi d’intervalli 
a. e 8, e a, e f,che introducemmo nel paragrafo precedente, intendendo quindi 
sempre che gli intervalli di uno stesso sistema non si sovrappongano, ecc. . 

Per la prima delle formole precedenti i punti del gruppo G—G, saranno 
contenuti negli intervalli (x f,) formati dalle parti comuni agli intervalli 
a. e B,; e per la seconda delle dette formole quelli del gruppo complementare 
C(G—G,) saranno contenuti negli intervalli f e in quelli (xa) formati dalle 
parti comuni agli intervalli aa, le quali non si sovrapporranno; ciò che, 
per quanto diremmo al $ 743, porta anche che i punti di questo gruppo 
complementare C(G—G,) saranno contenuti anche in un sistema d’intervalli 
u che non si sovrappongono e che sono contenuti negli intervalli f e CENA 

Ne segue che per la (1) dello stesso $ 743 avremo 


VaR) + Mp=b—a+X(0Bu); 


e poichè in questa l’ultima somma Y(af,t) potrà rendersi piccola a piacere 
perchè le ». come abbiamo detto sono tutte contenute negli intervalli B e 
(20), così per quanto dicemmo al $ 744 si potrà intanto senz'altro affermare 
che la differenza G—G, è sempre misurabile, e così la prima parte del teorema 
resta dimostrata. 

Ammettendo poi che G, sia tutto contenuto in G, si vede subito che allora 
la somma dei due gruppi G, e G—G, riporta al gruppo G; e poichè questi 
due gruppi per quanto ora abbiamo dimostrato sono misurabili e non hanno 
evidentemente punti comuni, pel teorema del paragrafo precedente avremo 
mG,+m(G—-G,)=mG e quindi m(G—G)=mG—mG, appunto come 
abbiamo enunciato nella seconda parte del teorema. 

(51. — Nel $ 749 abbiamo considerato il caso della somma di due gruppi 
misurabili soli G e G, senza punti comuni e il risultato ottenuto si estende 
subito naturalmente al caso di un numero finzto di gruppi; ora resta a con- 
siderare il caso della somma G=G+ G+G,+... di una infinità numerabile 
di gruppi G, G,, G3; ..., nel qual caso si dimostra pure che: 

Se è singoli gruppi G, G,, Gs, ... sono misurabili, anche il gruppo G 


formato dalla loro somma G=G-+-G,+G,+... è misurabile. 
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E se è varî gruppi G,G,, G.,... non hanno punti comuni, si ha anche 
(5) mG=mG+mG+mG,+... 


Supponiamo infatti dapprima di essere in questo ultimo caso, quello cioò 
nel quale i varî gruppi G, G,, G.,... non hanno punti comuni, e poniamo 


Sea Ri Gina 


con che G=S,-+R,; e in questo caso per l’applicazione ripetuta del teorema 
del $ 749 il gruppo $,, sarà certamente misurabile, e al tempo stesso avremo 


à 


mS,=mG+mG,+mG,4...4+mG,. 


Osservando ora che per essere G=S,-+R, i punti di G comprendono 
quelli di S,, e quelli di R,, si vede che la somma degli intervalli ehe rac- 
chiudono i punti di S,, senza sovrapporsi, e quella degli intervalli analoghi 
che racchiudono i punti di K,, prese insieme non potranno essere inferiori 


alla somma degli intervalli analoghi che racchiudono i punti di G, cioò 
avremo 


(6) mG=mS,+m,Ba, 


avendo potuto porre 725, invece di 72,5, perchè già sappiamo che $S, è 
misurabile. 
Evidentemente poi avremo 


m.(CG=m(0S,) 


perchè CS, è misurabile come S,,e mentre CS, non contiene i punti di 


S., CG non contiene questi punti e neppure quelli di R,,; quindi, poichè si 


= 


ha m(CS,)=b—a—mS, perchè S, è misurabile, sarà 
m.(CO=b—a—-mS,; 

e ora, Inifanando colla (6) avremo anche 

moG4+m,(CG}<b—a+m, ky: 


e quindi quando, come faremo fra breve, avremo dimostrato che m,R,, col 
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crescere indefinito di n ha per limite zero, basterà osservare che me, Gm, (CG) 
non può essere inferiore a b—@ per dedurne che m,G-+m.(CG)=b—a, 
e da questo si concluderà subito ($ 740) che, nel caso attuale in cui G, G,, G3,... 
non hanno punti comuni, il gruppo somma G è misurabile e lo sarà quindi 


anche R,, perchè R,=G—S,; dopo di che per essere G=5,4-R,, con S, 
e R, ambedue misurabili e senza punti comuni, per quanto già dimostrammo 
al $ 749 avremo 


mG=mS,+mR,=(mG-+mG,4-mG,+...4+-mG,)+mRn, 


e quindi 


m@G=lim(mG+mG,4-...4+mG,), 
cioò mG sarà la somma della serie YmG, e si avrà perciò 


mG=mG+-mG,+mG,+... 


come abbiamo enunciato nella seconda parte del teorema. 

Ora che la nm, FR, al crescere indefinito di n possa rendersi piccola quanto 
si vuole risulta subito dall’osservare che non potendo mai le singole somme 
mS,= mG+mG,4+...+mG, anche al crescere indefinito di » superare 
b—a la serie mG+mG,+mG,+..., i cui termini sono tutti positivi o 
nulli sarà convergente, e quindi le somme mG,41+#G,4,-+... al crescere 
indefinito di n finiranno per divenire piccole quanto si vuole, per es. inferiori 
ad s. 

D'altra parte poichè G,41, Gn... sono misurabili potremo sempre inten- 
dere racchiusi i punti di G,41, Gn+2,... in intervalli le somme dei quali siano 
respettivamente inferiori a 


E € E 
mont zo mons tori Manta t 59» ale 


e così poichè ogni punto di R, verrà racchiuso in questi intervalli, avremo 
certamente | 


(5 


e 
Mo R,, e (1 Gti Sa 5) “F (1 Gt sa s le (m C43 ch s) sr Safe ° 
e quindi anche 


m, Ri <MGns1 +Man4o + MOGn43 +... +8; 


cioò m, R,c2e, e questo dimostra appunto che al crescere indefinito din 
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mes, può rendersi piccolo quanto si vuole, e così per quanto abbiamo detto 
resta pienamente dimostrata la seconda parte del teorema. 

Tutto questo quando i gruppi G,, G,, G,,... non hanno punti comuni. 
Se poi essi hanno dei punti comuni come si ammette che possa essere nell’e- 
nunciato della prima parte del teorema, allora intendendo (come è naturale) 


che in G ogni punto sia preso una volta sola, è chiaro che avremo 


(= GE GEE GR 


e 1 varî gruppi corrispondenti ai termini di questa serie non avranno fra 
loro punti comuni e per l’applicazione ripetuta del teorema del paragrafo 
precedente risulteranno misurabili, e quindi per quanto ora abbiamo dimostrato 
G sarà ancora misurabile. 

In questo caso però non si potrà dire che si abbia la formola (5), ma 
avremo soltanto l’altra 

mann Somme GG Gr 
e aì singoli termini di questa serie non potrà applicarsi la formola (4). 

Però se el gruppo formato dai punti comuni ai gruppi dati G, G,, Ga, ... 
sarà un gruppo misurabile e di misura zero la formola (5) varrà ancora, 
perchè soppressi i punti comuni in tutti i varî gruppi meno che da uno è certo 
che la loro misura non sarà cambiata, e poichè la formola (5) verrà ad essere 
applicabile alla somma dei gruppi rimanenti dopo la soppressione di quei 
punti è evidente che sarà applicabile anche alla somma dei gruppi primitivi. 

152. — Come ora abbiamo considerato il caso in cui ad un gruppo 
misurabile G se ne aggiungono una infinità numerabile di altri G,, G., G3,... 
pure misurabili e tutti come G contenuti in uno stesso intervallo (4,6), così 
si può considerare il caso in cui dal gruppo G si tolgono gli infiniti altri 
G,,;G:,G3,..., si dimostra pure che: 

Il nuovo gruppo G-G,—G,—G3... è ancora misurabile. 

E se è gruppi G,, G, G3z,... che st tolgono da G son tutti contenuti in 
G e non hanno fra loro punti comuni o ne hanno soltanto un gruppo 
misurabile e di misura xero, st ha ancora la solita formola 


(7) m(G-G—G—G—....=mG—-mG,—mG—mG;—.... 


Se si osserva infatti che pel teorema precedente il gruppo G,4-G,4+-G3+4... 
è misurabile, basta ricordare il teorema del $ 750 per dedurne subito che 
anche il gruppo differenza G—(G, +G,+-G3+ ...) che è appunto il gruppo 
GT-G,—G—G;... è misurabile; e questo dimostra intanto la prima parte del 
teorema, 
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Ammettendo poi di essere nel caso in cui G,, Gs, ... G,... non hanno fra 
loro punti a comuni o ne hanno soltanto un gruppo misurabile e di misura 
zero, pei teoremi dimostrati nel paragrafo precedente avremo 


m(G,+G,+-G3+ ...)=mG+mG,+mG+..., 


mentre, per essere G,, G,, G3... e quindi anche la loro somma G,+G,+G3+... 
tutta contenuta in G, pel teorema del $ 750 avremo anche 


m(G-G—-G,—G3— ...)=mG—m(G,+G,+G3+ ....=m2G—mG—mG—mG3— ..., 


con che resta dimostrata anche la seconda parte del teorema. 

753. — Passando poi al caso del prodotto GG, G,... di più gruppi G,G,,Gr,... 
tutti misurabili e che sono in numero finito o costituiscono una infinità 
numerabile di gruppi e sono tutti contenuti in uno stesso intervallo (a, d), 
si trova subito che il gruppo prodotto stesso &G,G,... è un gruppo maisu- 
rabile, perchè evidentemente il suo gruppo complementare C(GG,G,...) si 
costituirà di tutti i punti di (4,2) che non appartengono a G, di quelli che 
non appartengono a G,, di quelli che non appartengono a G,, ..., cioè si avrà 


C(GG,G;....=0G+40G 00,4... 


potendo però i gruppi complementari CG, CG,, CG.,... avere dei punti comuni, 
e poichò questi ultimi gruppi sono tutti misurabili, pel teorema del $ 751 
lo stesso accadrà della loro somma cioè di C(GG,G,...) e perciò anche 
GG,G.,... sarà misurabile. 


154. -— A. complemento poi dei teoremi dimostrati si può anche dare 
l’altro che dice che avendosi una infinità numerabile di gruppi misurabili 
G, Gi, Ga, .... tutti contenuti in uno stesso intervallo (a, db), e ciascuno dei 
quali G, contiene tutti i precedenti G,G,, Ga, ..., G,_1, avremo 


m(G+4G+G,+...)=limmG,; 


n=0V 


perchè il gruppo somma G+-G,4+G,+... che sarà misurabile si potrà anche 
considerare come costituito dai punti del gruppo corrispondente all'altra 
somma 


G4-(B1= Me 


nella quale i gruppi corrispondenti ai singoli termini della somma non ven- 
gono ad avere punti comuni, e quindi pel teorema del $ 750 si ha 


mG+G,+G,{...)= mG4+m(Gt— G)+m(G_—G)+m(G—Ga)+..., 


= 


— ioli — 
e avendosi in generale pel teorema del $ 749 m.(G, — G,_.)=mG,-—mG,_1, 
si vede subito che si ha appunto 
m(G+G,+G,+...)= lim mG,.. 
n= 
7155. — Invece se ognuno dei gruppi G, G,, Gs... anzichè contenere è 
precedenti vi è contenuto, essendo ancora il primo di essi (e quindi anche 
tutti gli altri) contenuto in un dato intervallo finito (a, b), allora avremo 
mGG,6, = limmG,; 
n= 
perchè in questo caso i gruppi complementari saranno nel caso dei gruppi 


del teorema precedente, cioè ciascuno di essi CG, conterrà i precedenti CG, CG,, 
CG,,..., CG,_,, e quindi poichè si avrà 


C(GG, G,,...).=CG+CG,+CG,+... 
sarà per lo stesso teorema 


| m.0{GG:G,:.:.)== lim m(06,), 


n= N 


e quindi avremo 
b—-a-—-mC(GG, G,,...).=0—a— lim m(CG,)= lim ;b—a—m(CG,)| 


Ovvero 
m(GG,G,...)= lim mG, 


Nn=RN 
come abbiamo enunciato. 

7156. — E così in applicazione del teorema del $ 754 si trova che %/ 
gruppo G dei punti di discontinuità di una funzione F(x) sempre finita 
e integrabile secondo Riemann in un intervallo finito (a, b), è sempre un 
gruppo misurabile di misura zero; perchè indicando con 8,2) ..., n... 
numeri diversi da zero e positivi successivamente decrescenti che tendono a 
zero al crescere indefinito di n, e con G,,, Ga; ...} Gg, 3... i gruppi suc- 
cessivi dei punti p nei quali le oscillazioni O, della funzione relative ai 
punti stessi p sono superiori respettivamente a ,, 2)... €,y --- , il gruppo 
G dei punti di discontinuità della funzione sarà la somma di questi gruppi 
Ber eratiade na ine 

E siccome pel teorema del $ 747 ciascuno di questi gruppi sarà misura- 
bile e avrà per misura zero, e evidentemente ognuno di essi conterrà tutti 
i precedenti, così pel teorema del $ 754 il gruppo somma G sarà anch’esso 
misurabile e avrà per misura zero. 


va, 7 lar pato SERI, IEEE LEE 
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Funzioni misurabili. 


757.— Negli ultimi tempi si è fatta una generalizzazione dell’ordinario 
concetto di funzione di Dirichlet, considerando le funzioni anche soltanto 
per tutti i punti di un gruppo contenuto in un intervallo anzichè per ogni 
punto dell’intervallo, e chiamando cioò funzione in un gruppo di punti 
dato G ogni quantità che ha un valore unico e determinato, finito o anche 
infinito ma determinato di segno, in ogni punto del gruppo, abbia essa o 
no un valore negli altri punti dell’intervallo nel quale il gruppo G è con- 
tenuto; per modo che le funzioni ordinarie di Dirichlet vengono ad essere 
‘asi particolari di queste, corrispondendo esse al caso in cui il gruppo G 
riempie tutto l’intervallo. 

758. — Estendendo allora i concetti che si hanno per le ordinarie fun- 
zioni di Dirichlet, si dice oscillazione della funzione nel gruppo che si con- 
sidera G o anche (come per le funzioni ordinarie) oscillazione della fun- 
zione in un intervallo nel quale è punti del gruppo stano contenuti la 
differenza (finita o infinita secondo i casì) fra i limiti superiore e inferiore 
(che certo esisteranno) dei suoi valori nei punti del gruppo. 

Considerando sempre gruppi composti di un numero infinito di punti 
faremo qui astrazione dai punti isolatè che essi potranno avere e che po- 
tranno anche essere in numero infinito ($ 716), e dovendo ora considerare 
punti nell’intorno dei quali cadono sempre infiniti punti del gruppo, cè fer- 
meremo sempre a considerare soltanto è punti limiti a del gruppo, cioè i 
punti del gruppo derivato, che potranno quindi anche non appartenere al 
gruppo se esso non è chiuso. 

E, come per le funzioni ordinarie di Dirichlet, per ognuno di questi punti 
chiameremo oscillazione della funzione nel punto a, e la indicheremo con 
O,, il limite (che certo esisterà) delle oscillazioni della funzione negli intorni 
ordinarî dello stesso punto a; e chiameremo oscz/lazioni della funzione nel 
punto stesso a a destra o a sinistra (*), e le indicheremo con 0,, 0 O_, i 
limiti (che certo esisteranno) delle oscillazioni della funzione nei respettivi 
intorni 4 destra 0 a sinistra di a quando questi intorni impiccoliscono inde- 
finitamente, precisamente come nel caso delle funzioni di Dirichlet ($ 38 
pag. XLVII della Introd. al Cale. diff.) 


(*) Naturalmente se a fosse un limite estremo-del gruppo (inferiore o superiore) 
non si avrà altro che l'oscillazione nel punto a a destra 0 quella a sinistra, la quale 
allora sarà la oscillazione ordinaria nel punto. 
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L’oscillazione 0, nel punto a sarà sempre uguale o superiore alle due 
0,,e0,_ a destra e a sinistra del punto stesso; e l’essere zero O, porterà 
che lo siano anche le due O,.e O,_, e viceversa. 

159. — Una funzione si dice continua nel punto a, nell'intorno del quale 
sì suppone sempre finita, quando le sue oscillazioni in quel punto sono zero; 
per modo che quando « sia un punto del gruppo si ricade evidentemente 
nella definizione che si dà ordinariamente per le funzioni di Dirichlet, cioò 
che pei punti a di continuità il limite dei valori della funzione nei punti del 
gruppo a destra e a sinistra di a è precisamente il valore della funzione nel 
punto. 

E se una funzione è continua in ogni punto del gruppo derivato di G 
si dice che essa è continua in tutto il gruppo G. Naturaimente se il gruppo 
è perfetto l’essere continua una funzione in tutti i punti del gruppo derivato 
di G corrisponde anche a dire che è continua in tutti i punti di G e se il 
gruppo G è soltanto chiuso corrisponde a dire che è cortinua in tutti i punti 
non isolati del gruppo, questi ultimi del resto, come abbiamo già detto, 
essendo punti che non si prendono in considerazione trattando della continuità. 

Avendo poi più funzioni sempre finite (limitate) che si considerano in 
uno stesso gruppo di punti G, se esse sono continue in un punto « si 
dimostra subito, come nel caso delle ordinarie funzioni di Dirichlet, che 
anche la loro somma, o differenza, il loro prodotto o il quoziente di due 
di esse sarà finito e continuo nello stesso punto a, purchè nel caso del quo- 
ziente la funzione denominatore non abbia per limite inferiore dei suoi valori 
assoluti lo zero negli intorni del punto a. 

760. — Nel caso poi che preso un punto a (sempre nel supposto che si 
tratti di un punto del gruppo derivato di G) una funzione data in questo 
gruppo G sia discontinua in quel punto, allora, per quanto testè dicemmo, 
la sua oscillazione in quel punto non sarà zero, e quindi, indicando con d 
un numero sufficientemente piccolo ma diverso da zero e positivo, essa sarà 
superiore o uguale a d. 

E se per un gruppo G nel quale una funzione è data vi saranno infi- 
miti punti p nei quali la oscillazione O, della funzione è =>d, questi punti 
costituiranno sempre un gruppo chiuso, perchè indicando con p un loro 
punto limite, in ogni intorno di p cadranno infiniti punti p nei quali l’oscil- 
lazione è =d, e quindi lo stesso sarà anche pel punto »,il quale perciò 
sarà uno degli stessi punti p; e perciò il gruppo di questi punti conte- 
nendo quelli del gruppo derivato sarà chiuso. 

(61. — Avendosi una funzione in un gruppo di punti G, se in un punto 4 


= 


(del gruppo derivato) essa è discontinua e ha per oscillazione d, è certo 
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che negli intorni (comunque piccoli) di quel punto (o almeno in uno degli 
intorni a destra o a sinistra) le oscillazioni della funzione corrispondenti a 
quegli intorni saranno =>d. 

Se poi per una funzione data in un gruppo di punti G vi saranno 
sempre intervalli, ciascuno con infiniti punti del gruppo, nei quali per quanto 
piccoli essi siano le oscillazioni corrispondenti agli intervalli stessi non 
saranno inferiori a un certo numero diverso da xero e positivo dy, allora 
esisterà sempre almeno un punto p di discontinuità della funzione nel quale 
essa avrà una oscillazione O, non inferiore a dh. 

E difatti, in questo caso presa una serie infinita di numeri positivi inde- 
finitamente decrescenti ,, 9», d3;..., dn, -.. SÌ potranno sempre formare 
intervalli 91, 92) 93) <-+- 3 Yn; +. di ampiezza respettivamente inferiori a questi 
numeri, e ciascuno contenente infiniti punti del gruppo, pei quali le oscil- 
lazioni corrispondenti saranno >d; e presi punti p,, Pa; P3)-<-3 Pay --- di 
G, uno in ciascuno degli stessi intervalli e tutti dist2nt: fra loro, come potrà 
sempre farsi anche se questi intervalli sono successivamente uno dentro l’altro, 
questi punti avranno un punto limite p. 


Preso ora un intorno comunque piccolo (p—e, p+-s) di questo punto p, 
NE 2 e DAG 
è certo che nell’intorno metà di esso (p— DE PT 5) verranno a cadere infiniti 


dei punti pi, Pa, P3; +-+, Pn) +-. che appartengono agli intervalli 91, 92, 933 --*, 
€ 
2 
da un dato momento in poi insieme ai punti py,, Pr, Pr; --. Che cadranno nell’in- 


In, +--; 0 poichè questi intervalli finiscono per essere inferiori a+, è certo che 


torno (o—-3 | P+5) verranno a cadere nell’ intiero intorno (p—s, p-+-s) gli 


intervalli 9r,, 9r,) 9r3) ---. ai quali quei punti py,, Pr,} Pr) ---- appartengono; 


È 


e quindi, poichè e è arbitrariamente piccolo, in p avremo certamente una 
oscillazione 0, >. 

(62. — Segue da questo teorema che se una funzione è finita e continua 
in ogni punto di un gruppo, per ogni numero positivo comunque piccolo 
e dovrà esistere un numero diverso da zero e positivo g pel quale le oscil- 
lazioni della funzione in ogni intervallo di ampiezza non superiore a 9 siano 
sempre inferiori ad e; e questo mostra che le funxioni sempre continue in un 
gruppo lo sono anche uniformemente, venendo così esteso il noto teorema 
di Cantor sulla continuità uniforme delle ordinarie funzioni di Dirichlet. 

Valendoci poi di questo teorema, e con considerazioni simili a quelle 
che furono fatte nella Introduzione al Calcolo differenziale ai $$ 44 e seg. 
(pag. LII e seg.) per la dimostrazione di alcune proprietà delle funzioni con- 
tinue di Dirichlet, potremmo estendere molte di queste proprietà al caso delle 
funzioni date soltanto in un gruppo di punti quando il gruppo è chiuso, 
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astraendo sempre dai punti isolati; e in particolare potremmo dimostrare il 
teorema della effettiva esistenza del massimo e del minimo per le funzioni 
sempre finite e continue in un gruppo chiuso di punti. 

763. — Considerando ora una funzione f(x) in un gruppo G di punti 
per la quale il limite inferiore e superiore siano / e L (*), per modo cioò che 
sia (2, L) l’antervallo di variazione delle funzione, indichiamo con A e B 
(A<B) due numeri qualsiasi compresi fra Z e L (questi limiti inclusi); e 
consideriamo in G il gruppo dei punti x pei quali si ha A<f(@)<B, o quello 
dei punti x pei quali si ha f(x)=A, o si ha invece A</(x)<B, o f(a)>A, 
ecc.; e indichiamo respettivamente con 


G(A<f(a)<B), o con G(f(x)=A), o con 
Gi f(0)=2B)} 08 6002) A 


i gruppi dei punti x nei quali f(x) soddisfa alle condizioni indicate nelle 
parentesi. 

Con queste indicazioni una funzione f(x) data in un gruppo G (che verrà 
di necessità ad essere misurabile) si dice misurabile quando, indicando 
con K un numero finito qualsiasi, il gruppo G(f(2)>K) risulti misurabile; 
e propriamente quando / sia finito potremo fare a meno di prendere K </, 
purchè allora ci si assicuri che anche il gruppo G(f(x)=/) è misurabile, e 
quando L sia finito potremo fare a meno di supporre K>L purchè allora ci 
si assicuri che anche il gruppo G(f(x)=L) è misurabile; e quando / e L 
siano ambedue finiti potremo limitarci a prendere K fra / e L assicurandoci 
però al tempo stesso che sono misurabili anche i due gruppi G(f(x)=/) e 
G(f@)=1). 

764. — Si osservi poi che se i gruppi G(f(2)>K) sono misurabili 
qualunque sia K fra e L (f e L inclusi) (**), lo stesso sarà dei gruppi 
G(A<f(0)=B) e G(f(x)=A), perchè questi gruppi saranno respettivamente 
la differenza dei due G(f(x)>A) e G(f(x)>B) o dei due G(f(x)=>))=G 
e G(f(x)>A) dei quali nell’un caso e nell’altro il secondo dei gruppi della 


= 


differenza è contenuto nel primo; e viceversa se i gruppi G(A</(x)<B) 


(*) Poichè ora ammetteremo che f(x) possa anche essere infinita in punti del 
gruppo purchè determinata di segno, non si escluderà che possano anche essere 
I=—x e L=+%. 

(#*) Col dire che K può avere anche i valori estremi Z o L, ne viene che quando 
per es. {= —c0 s’intende dire che K può avere anche valori negativi grandi quanto 
si vuole in valore assoluto, e similmente quando L=-++% s’intende che K può avere 
valori positivi grandi quanto si vuole. 


Cale. integr. 64 


fe nta ei 
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o G(f() <A)sono misurabili qualunque siano A e B fra / e L (Ze L incl.) lo 
stesso accadrà dei gruppi G(f(x)>K) qualunque sia K perchè questi ultimi 
gruppi corrisponderanno nel primo caso al gruppo G(K</(@)<L) e nel se- 
condo alla differenza dei due G(f(x)<L)=G e G(f(e)<K+-e) con e arbitraria- 
mente piccolo; e per questo e perchè i gruppi dei punti pei quali f(v)=K cioè 
il gruppo G(f(@)=K) quando K è fra / e L (/ e L escl.) può riguardarsi come 


il gruppo prodotto degli infiniti gruppi numerabili @,(K- Sic f@<K+;) 
corrispondenti a n==1, 2, 3, ..., che è misurabile ($ 753) se tali sono i gruppi 
G,, G,, G3..., e un risultato simile si ha se K=/0 se K=L, così eviden- 
temente la definizione delle funzioni misurabili può anche cambiarsi, e una 
funzione può dirsi misurabile anche quando i gruppi G(A=<f(x)<B) (*) 
o gli altri G(f(x) <A) con A e B qualunque fra Z e L (/ e L incl.) saranno 
misurabili, intendendo sempre che quando A o B abbiano i valori estremi / o L 
debbano considerarsi anche i gruppi G(f(x)=/) o G(f(x)=L). E se f() 
sarà misurabile lo stesso sarà anche di —f(@), ecc. 

Per queste definizioni poi si vede subito che se una funzione f(x) è mi- 
surabile in due o più gruppi G,, G,, G3,..., essa sarà misurabile anche nel 
gruppo somma di due o più di questi gruppi, ecc. 

765. — Alle funzioni misurabili in un gruppo e sempre finzte (limitate) 
si estendono con tutta facilità i soliti teoremi delle somme prodotti e quo- 
zienti quando in quest'ultimo caso la funzione denominatore non sì accosta 
mai a zero più di un certo numero. 

E difatti avendosi due di tali funzioni g(x) e Y'(x) misurabili in un gruppo 
di punti G, e prendendo a considerare la loro somma g(x) + Y(x), si osserverà 
che essendo es un numero diverso da zero e positivo e K un numero qualsiasi, 
il gruppo Gn formato dal prodotto dei due gruppi misurabili G(g(x)>ne) 
e G(Y(a)>K—-ne) per ogni valore 0, +1, +2,+3,... di » sarà un gruppo 
misurabile ($ 753), e darà soltanto punti « pei quali g(x)+Y(@)>K; e pel 
teorema del $ 751 anche il gruppo G, formato dalla somma dei varî gruppi 
Ge corrispondenti a n=0, n=+1,n=+2,... sarà pure misurabile e si 
comporrà soltanto di punti x pei quali 9(x)+Y()>K. 


(#) Quando le funzioni misurabili in un gruppo G si definiscano col dire che si 
richiede che i gruppi G(A=f(x)< B) siano misurabili qualunque siano i valori di 
A e B fra l e L (LeL incl.), si viene a dire che si richiede che siano misurabili 
i gruppi dei punti ai quali corrispondono i valori delle funzioni che cadono in una 
porzione qualsiasi, anche arbitrariamente piccola, dell’ intervallo di variazione della 
funzione. 
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Non si può dire però che questo gruppo G, conterrà tutti i punti x pei 
quali g(2)+Y(x)>K, perchè ad es. se con un dato e per certi punti x del 
gruppo dato G si avranno valori di g(x) fra 0 e e e valori di YW(x) fra K—s 
e K la somma dei quali sia superiore a K questi punti @ non saranno con- 
tenuti in G, , mentre vi sarebbero certamente contenuti (in corrispondenza a 
un certo valore di n) se fosse preso e più piccolo sufficientemente; e per 
questo, dopo preso il numero e e formato il gruppo G,, prendendo un altro 
numero s, inferiore ad e e formando il gruppo G,, come G, , e poi prendendo 


un valore e, inferiore a e, e formando un terzo gruppo G.,,... e così conti- 
nuando col considerare una infinità numerabile di numeri positivi successi- 
vamente e indefinitamente decrescenti s, 1, €, ... €, ... e formando i gruppi 


eo, Ga: ... ciascuno dei quali conterrà i precedenti, è certo che 


il gruppo G,+ G, +G.,+...+- Ge, +... somma degli stessi gruppi, conterrà 
qualsiasi punto x pel quale (x) + Y(x)>K e avrà soltanto di questi punti, 
e sarà anch’esso misurabile ($ 753); e così resta dimostrato che quando due 
funzioni d(x) e V(x) date in un gruppo di punti G sono finite e misurabili, 
anche la loro somma (x) + Y(x) sarà misurabile; e ora naturalmente questo 
teorema può estendersi anche al caso di un numero finito qualsiasi di fun- 
zioni sempre finite (limitate) e misurabili. 

Cambiando Y(x) in —Y(x) il teorema resta dimostrato anche per la dif- 
ferenza di due funzioni finite e misurabili. 

766. — Al modo stesso considerando il prodotto dei due gruppi G(g(x)>ne) 


e G(Va> I per n=1,2,3,...,€ ripetendo iragionamenti del paragrafo 


precedente, il teorema si dimostra pel prodotto di due funzioni misurabili 
e finite (x) e (x) che siano sempre diverse da zero e positive in un gruppo G. 

Se poi queste funzioni g(x) e Y'(x), pure essendo sempre misurabili 
e finite, possono avere anche valori negativi o nulli, allora poichè indicando 
con ) e w. numeri superiori ai limiti superiori dei loro valori assoluti, le fun- 
zioni g(x) +) e Y(x)+% saranno ancora misurabili e sempre diverse da 
zero e positive, lo stesso accadrà del loro prodotto (e(x) +4) (Y@+w), 
0 pe Ya) +XT@+ po) +; e di qui pel teorema precedente si vede 
che anche il prodotto 9(x)Y(x) sarà misurabile, e si può dire perciò che %/ 
prodotto di due funzioni finite e misurabili p(e)e W(x) in un gruppo G 
è sempre masurabele. 

767. — Osservando poi che tenendo conto delle considerazioni generali 
del $ 764 si vede subito che se Y(x) è una funzione finita e misurabile in 
un gruppo G e sempre discosta da zero più di un certo numero, anche la 


€ Ain 2, REI 
PES SIERO 7 N 
‘ » 3 î 
. 
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sua inversa i è sempre finita e misurabile, pel teorema dimostrato sì 
x 
ui (x) 1 
dedurrà subito anche che e quoziente Y(o) che può considerarsi come il 


1 ” 
prodotto delle due funzioni g(2) e Ta quando (x) e V(x) sono ambedue 


finite e misurabili nel gruppo nel quale sono date e il denominatore Y(x) 
è anche sempre discosto da zero più di un certo numero, è una funzione 
misurabile. 

768. — Infine aggiungiamo che: 

a) le funzioni f(x) sempre finite e continue in un gruppo di punti 
chiuso G (e quindi in particolare le funzioni di Dirichlet fimte e continue 
in un intervallo finito (a, b)) sono sempre misurabili, perchè ogni punto 
limite qualsiasi x, del gruppo G(/(x)=A), essendo anche un punto limite di 
G, appartiene a G perchè G è chiuso, ed essendo al tempo stesso un punto 
di continuità di f(x) ed avendo nei suoi intorni arbitrariamente piccoli infiniti 
punti di G nei quali /(x)= A, nel punto stesso x, sarà /(0)=A; e questi punti 
x, perciò saranno tutti punti anche del gruppo G(f(x)= A) ciò che porta che 
anche questo gruppo sarà chiuso e quindi misurabile ($ 748). Nè farà ostacolo 
il potervi essere in G dei punti isolati perchè questi, se ci sono, costituiscono 
un gruppo finito o un gruppo numerabile e quindi misurabile esso pure e 
di misura zero. 

b) Le funzioni di Dirichlet sempre finite e integrabili secondo il concetto 
di Riemann in un intervallo finito (a,b) sono tutte misurabili, perchè per 
esse il gruppo dei punti di discontinuità è misurabile e di misura zero 
($ 756), e nel gruppo degli altri punti la funzione è continua e il gruppo 
è chiuso; talchè il gruppo dei punti G(/(x)=A), componendosi di un gruppo 
chiuso e tutt'al più anche di un gruppo misurabile di misura zero, è esso 
pure misurabile. 


Integrale di Lebesgue. 


769. — Tutto questo ammesso, diamo la definizione dell’entegrale di 
Lebesque. 

Ricordiamo che, secondo Riemann, data una funzione (di Dirichlet) sempre 
finita (limitata) in un certo intervallo finito (a, d) e per la quale sia soddi- 
sfatta la solita condizione di integrabilità, scomponendo l’intervallo dato (a, 5) 
secondo una legge qualsiasi in intervalli parziali successivi à,, dz, ...3 53 ++-3Àn 
e prendendo per ogni intervallo è, un numero f, compreso fra i limiti inferiore 


® db 
e superiore di f(x) in quell’intervallo, l'integrale f f(x)dx viene ad essere 


(07 
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il limite della solita somma » ò,f, dei prodotti è,/,; e allora gli integrali 
per eccesso e per difetto, cioè quelli che corrispondono a prendere per le 
fs respettivamente il limite superiore e il limite inferiore di /(x) negl’in- 


D 
tervalli è,, combinano coll’integrale stesso f f(a)dx. 
(47 


Secondo Lebesgue, invece di considerare soltanto le funzioni finite ordinarie 
di Dirichlet, si considerano più in generale le funzioni misurabili f(x), coi limiti 
inferiore e superiore / e L entrambi finiti, date in un gruppo di punti G (misu- 
rabile) tutto contenuto in un intervallo finito (a, 0); e invece di dividere in parti 
piccolissime è,, è», ...ò, l'intervallo (a, ) nel quale si muovono i valori della 
variabile, si divide l’intervallo (2, L) nel quale si muovono i valori della fun- 
zione (cioè l'intervallo di variazione della funzione) in intervalli parziali 
successivi coi punti di divisione Z, 41, Y2, Yz; --:3Yi-11Y3--:3Yny L, e si molti- 
plicano i numeri y;_, e y; per le misure 9g; (*) dei gruppi (tutti misurabili) 
Gi(y.1<f(@)<y;) dei punti x pei quali y;_1<f(®)<y;, formando così 
le due somme 


n+l nH1 
s= ù dii 2 9:Y: (con yw=!, 0 Yny=L), 


delle quali poi si prende il limite col far tendere a zero gli intervalli yY; — Y;_, 
e questo limite, come ora vedremo, oltre ad esistere, è lo stesso per le due 
somme ed è indipendente dal modo col quale è stata fatta la divisione del- 
l’intervallo (2, L) negli intervalli parziali (Y;_1,%:). 


= 


Questo limite comune è quello che si chiama entegrale di Lebesque e 


I) 
si indica con (L) f fax 0 con (L) i fdx, facendo cioè precedere il segno 
G 


(27 
d’integrale dalla parentesi (L) quando per evitare equivoci, è necessario, di 
fare apparire che sì tratta di questo integrale. 

770. — Ora per vedere intanto che il limite delle due somme s e S, am- 
messo come pol mostreremo che esista, è lo stesso per l’una e per l’altra, 
si osservi prima che di esse la seconda non è mai inferiore alla prima, e per 
la loro differenza si ha 


Cu 
S_s= DIO: (YiYia), 


1 


(*) Queste misure, quando colla notazione vorremo mettere in evidenza anche la 
divisione (2, Y1,Y2;:--1Yi-13Yi ,---,Yn,L) alla quale si riferiscono, anzichè con 
gi le indicheremo con gy; , 


Ha ì ; PRAIA PAR E I AE RE RR Me CET 
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n+1 
e se è sarà la maggiore delle differenze y;—Y;-, avremo S—s< dg: =d(mG) 
1 


perchè i gruppi G(y;_1=<f(@)<y;) non hanno punti comuni e sono tutti mi- 
surabili e insieme costituiscono l’intero gruppo G che pel teorema del $ 751 
ha per misura mG=YV 9; e ora poichè è finisce per essere piccolo quanto 
si vuole, la differenza S—s ha per limite zero, ciò che mostra appunto che 
le due somme s e S hanno lo stesso limite se questo limite esiste. 

771. — Si osservi ora che, fatta una divisione Z, 1; Yz, 1 Yi-1 Yo Yn Li 
dell’intervallo (/, L), se fra i punti di questa divisione si intercalano nuovi punti 
di divisione, formando così una nuova divisione 2, 1, Y's, --- 4», L che con- 
terrà tutti i punti della divisione precedente, e ad es. fra i punti y;_1 © Y; 
della prima divisione che ora corrisponderanno a ye y;4x, avrà i punti 
Y' 0413 Y 142304 Y 14x-1 della nuova divisione, le nuove somme S' corrispondenti 
a S che indicheremo con Yg',y, non andranno crescendo, e le altre 
s=Y9Yn- corrispondenti a s non andranno diminuendo pur mantenendosi 
sempre numericamente inferiori a numeri finiti, perchè sarà evidentemente 


J.Yi ARR +9'iset ce. +g'i4n)Yitr = Y11+9 042Y set se +9'i4xY 14 
e 


GiYia=(9 ir +9 dat ‘e +9'i4n)Y II +9 42 int see +'inY'itiro 


e questo mostra appunto che impiccolendo successivamente con questo pro- 
cesso gli intervalli y; —y;_1 anche le due somme s e S' avranno necessaria- 
mente un limite che, per quanto già dicemmo, sarà necessariamente lo stesso 
per l’una e per l’altra. 

Questo limite poi rimarrà lo stesso anche se la divisione dell'intervallo 
(,L) si fa con altre leggi qualsiansi, perchè se, fatta la divisione (2, 1, Ya;---Ym L); 
se ne fa un’altra qualsiasi (2, #1, €, -.. #», L), dando luogo così alle due somme 


Re Er : A nt1 gd 
Du; Yi ® Me; Xi corrispondenti alla s, e alle due Y'gy,%; ® V9z;%i 
1 1 1 1 


corrispondenti alla S, potremo con queste due divisioni formare una nuova 
divisione composta dei punti y e dei punti x (precisamente come si fece nel 
1.° Cap. del Cale. integrale pel caso degl’integrali secondo il concetto di 
Riemann); e allora se indicheremo con (2, pi, Pr; +-- 19") L) questa divisione 
composta, e supporremo ad es. che sia y;,_1=p; 6Y;=P:+, conk=1, avremo 


Iy; Yi-1=(9p.4, Ipsoa TI 142) Yip PI gg Pit +.. TIP 4 Pt4%1T 


—Ipin (P: —Yi) Ip t42 (Pina) —Ipega (Petra Yi) 


| a sa 
i) 
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| e quindi 
nl n'41 
Dn ti 2 IpPiPy 
con 


n+1 
bs 2 Iyi (Yi Yi) SÌ, (MG), 


essendo è, la massima delle differenze y; —%Y:;_; Che può già supporsi minore 
di un numero arbitrariamente piccolo e. 
Similmente si avrà 


n'H1 nebi 
DI gr =" DI IPP: 
1 1 


con 


fd 


lag 


n'k 
ci 
1 


Ge, (Xi Xi) ZI: (MG), 


essendo è, la massima delle differenze x,—,_, che può pure supporsi minore 


n+1 n'41 
: S È SNA, | Gil soa 
di e, e sarà quindi Zia _ 2 9:;%;-x=P,-—P, ciò che mostra ap- 
nH41 N'H1 
punto che le due somme Y9y,Yi-1 ® Y9:,%:-, hanno lo stesso limite. 
1 1 


nl N'H-1 

Lo stesso si dimostrerebbe per le somme S Gy; Yi © Sg. %, COrrispon- 

4 1 1 
denti alla S, e così resta ora dimostrato completamente quanto abbiamo enunciato. 

772. — Dalla definizione che abbiamo dato dell’integrale di Lebesgue e 
dalle osservazioni che abbiamo fatte intorno alle somme s e S, risulta subito 
che esso è compreso fra queste somme s e S, le quali sono respettivamente 
non inferiori e non superiori a (726) e (mG)L, e si ha quindi sempre 


(m6G)2= (L) i fdea=(mG)L, 


i due segni di uguaglianza dovendo metterli per comprendere il caso che il 
gruppo G sia di misura nulla; e questo risultato quando si estende — come 
del resto è ben naturale — la definizione dell’integrale di Lebesgue anche 


al caso di f(r)=% con % costante, col prendere allora (L) f kdae=k(mG), 


i G 
dà in ogni caso anche per l’integrale di Lebesgue il teorema della media, 


cioè ci dà la formola 


— 1022 — 


(1) 0) [fa (6) 


G 


indicando con f un numero compreso fra i limiti inferiori e superiori della 
funzione /(x) in G (questi limiti inclusi). 

773. — Aggiungiamo ora che se dl gruppo di punti G nel quale è data 
una funzione sempre finita f(x) è la somma di un numero finito 0 di una 
infinità numerabile di gruppi G,, Gs, ..., Gn, ... nei quali la funzione è 
misurabile, e questi gruppi non hanno punti comuni 0 hanno tutt'al più 
a comune quelli di un gruppo di misura zero, allora la stessa funzione f(x) 
sara misurabile anche nel gruppo somma G, e l'integrale (di Lebesgue) dn 
G sarà la somma degli integrali nei singoli grupp? Gi, Ga;..., Guy 

E difatti se si considera il gruppo di punti in G pei quali si ha /(x)>A, 
cioè il gruppo G(/(x) > A), i punti di questo gruppo saranno quelli della 
somma dei gruppi 


GOA) EMA) GA) 


che è misurabile ($ 751), e questo ci prova intanto che la funzione /(x) nel 
gruppo G risulterà misurabile. i 

Avendosi poi in ciascuno degli intervalli (Z,_,, 2,) che servono alla deter- 
minazione dell’integrale di Lebesgue ($ 751) 


mG=mG+mG4+...+mG,4..., 


se il numero dei gruppi G,, Ga, ..., Gn, ... sarà finito avremo certamente 


0) ffte 0) f fae+ (1) | fae+...+ 0) [ faet.. 


e il teorema sarà già dimostrato. 

Se poi il numero dei gruppi G,, Gs... , G,;... è infinito, indicando con S,, 
il gruppo somma dei primi » dei gruppi G,, G..., G,,... il gruppo G—S, 
sarà misurabile ($ 751), e avremo in valore assoluto pel teorema della media 


fra 
Ro, 


essendo L il limite superiore dei valori assoluti di /(x) in G; e poichè, per 


zLm(GT—S,) 


| fda — 
Va 


{fas ffan4..+ fps 


2.4 
x “= 
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quanto trovammo nel citato $ 751 e nel $ 750, sarà m(G—S,)= mGT—mS, 
e mS, tende indefinitamente verso mG& al crescere indefinito di n, il primo 
membro della formola precedente finirà allora per divenire e restare piccolo 
quanto si vuole, e avremo quindi 


fuse frae+ f rar4.4 f. fdx+..., 


con che il teorema resta dimostrato completamente. 

74. — In particolare dunque spezzando l’intervallo finzto (a, è) nel 
quale cade il gruppo G in un numero finito o in una infinità numerabile 
d’intervalli parziali (@,@,),(@,, 42), (42, 43), ..., (4;_1, 43); ..., e considerando 
separatamente i gruppi di punti di G che cadono in questi intervalli, questi 
gruppi potranno avere comuni soltanto i punti estremi 4, 42, ... } @s_1, ds,» (*), 
e ammettendo che per ciascuno degli stessi gruppi la funzione f(x) sia mi- 
surabile (con che pel teorema precedente sarà certamente misurabile anche 
in G), avremo per l’integrale di Lebesgue 


(1 | farm) f f4e+0) f far+..4+0) f fer. 
e (07 A d62_1 


come per gli integrali di Riemann, intendendo in generale che l'integrale 


(27 

(1) I Di rappresenti l'integrale di Lebesgue nel gruppo parziale che cade 
Us_-1 

nell’intervallo (@,_1, 4;). 

175. — In base a questo risultato, supponendo ora che il gruppo G sia 
quello costituito dai punti di tutto un intervallo finito (a, 6) e la funzione 
f(x) in conseguenza sia una funzione di Dirichlet, e osservando che allora 
la misura del gruppo corrispondente a ciascuno intervallo è dato dalla lun- 
ghezza dell’intervallo stesso, per la formola precedente e per la (1) si vede © 
subito che per le funzioni di Dirichlet misurabili in ogni porzione comunque 
piccola di (a, b) avremo la formola 


D b 
L dea=Vf.d ve anche°bVattra (L AAA 0 
0) f sax ra 0) f re lim YY 


(*) Questi estremi saranno in numero finito o costituiranno una infinità nume- 
rabile, e quindi il loro gruppo sarà misurabile e di misura zero. 
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indicando con è, gli intervalli (@,_1, 4,) e con f, numeri determinati compresi 
fra i limiti inferiore e superiore 2, e L, di f(x) negli intervalli corrispondenti 
è, e dipendenti da questi intervalli. 

E così in particolare quando la funzione data f(x) sia fimta e integrabile 
secondo i concetti di Riemann, osservando che allora essa è necessariamente 
misurabile ($ 768, 2.) ed è indifferente (a causa della condizione d’integra- 


bilità lim v0.D,=0) il prendere i numeri f, in un modo o in un altro 
3;=0 
Ss 


fra i valori /, e L, (questi limiti inclusi) —, dalla formola dimostrata si vede 
subito intanto che l'integrale di Lebesgue coincide allora perfettamente col- 
l’integrale di Riemann. 

776. — I risultati ottenuti dànno luogo spontaneamente alle conside- 
razioni generali seguenti che conducono ad infiniti altri integrali, dei quali, 
l'integrale ordinario di Riemann e quello di Lebesgue risultano come casi 
particolari, e che sono tutti collegati coi concetti di Riemann. 

Osserviamo perciò che ricondotto in ciò che precede anche l'integrale 
di Lebesgue, per le funzioni finite di Dirichlet misurabili in ogni porzione 
comunque piccola dell'intervallo finito (a, è) nel quale sono date, ad essere il 
limite di somme Dfsd, di prodotti degli intervalli parziali è, nei quali si 
può scomporre l’intervallo (a, 6) per valori speciali f, compresi fra i limiti 
inferiore e superiore di f(x) negli intervalli corrispondenti stessi è,, si vede 
chiaramente che lo stesso integrale è una generalizzazione di quello di Riemann. 

Solo mentre negli integrali di Riemann, per essere allora soddisfatta la 
condizione d’integrabilità Lu Xò, D,==0,inumeri f, possono essere presi 


comunque fra i limiti /, e 1 (questi limiti inclusi), nell’integrale di Lebesgue, 
non ponendosi allora la condizione d’integrabilità di Riemann, i numeri f, 
devono avere valori determinati fra 1, e L, (2, e L, ancora inclusi). 

E poste le cose in questo modo, si è portati naturalmente a pensare come 
anche altri sistemi di valori determinati per f, presi fra i limiti /, e L, corri- 
spondenti ai respettivi intervalli è,, quando la condizione d’integrabilità di 
Riemann non è soddisfatta, abbiano a potere condurre ad altri integrali oltre 
a quello di Lebesgue, e tutti dello stesso genere di quello di Riemann; e questo 
anche senza introdurre la condizione di misurabilità della funzione, bastando 
che questa sia sempre finita (limitata) nell’intervallo finito dato d’integrazione 
(a, 0); e difatti per queste funzioni generali si hanno sempre ad es. gli 
integrali per difetto e quello per eccesso di Darboux e di Volterra, e quindi 


IA4L, 


2 


anche quello medio che corrisponderebbe a prendere f,= , @ più 


@ 


generalmente quelli che corrisponderebbero a prendere f,=,-+ n(Lj—,) 
essendo y un numero fisso e positivo qualsiasi compreso fra 0 e 1 (0 e 1 incl.) (*). 

777. — Da ciò risulta dunque che il concetto d’integrale, quando si 
considerino anche funzioni f(x) che non soddisfano alla condizione d’inte- 
grabilità di Riemann e senza neppure introdurre il concetto di misura- 
bilità delle funzioni, potrà, quando si voglia, ancora estendersi, dando 
luogo così, per funzioni che non rientrano fra quelle di Riemann, e nep- 
pure fra quelle misurabili di Lebesgue (**), a infiniti integrali che si ottengono 

con una semplice e naturale estensione della definizione di Riemann; poichè 

È potranno dirsi integrali fra a e d o fra a e x i limiti, quando esistono, 


delle somme Y7, è, e x f:È, quando per le f, si prendono numeri determinati 
(a, 6) (420) 


compresi fra i limiti inferiore e superiore di f(x) nei respettivi intervalli 
ò,, e scelti in relazione con questi intervalli; e i limiti s'intendono presi 
all’impiccolire indefinito di questi intervalli, e s'intende che questi limiti, 
oltre ad esistere per qualunque porzione dell’intervallo che si considera, 
debbouo risultare indipendenti dai processi che si seguiranno per la formazione 
degli intervalli medesimi e pel loro successivo impiccolimento (***). 

E questi integrali, dei quali ne esisteranno certamente un numero in- 
finito (perchè se non altro, nel caso delle funzioni misurabili vi sarà quello 
di Lebesgue, e in ogni caso vi saranno gli infiniti altri indicati sopra alla 
fine del paragrafo precedente), saranno tutti compresi fra i due integrali per 


(*#)I valori per 7; potrebbero prendersi anche fuori dei limiti /s e Ls , come ad 
es. potrebbe prendersi f: =n2; +pL; con n=0ey>1; ma allora gli integrali corri- 
spondenti non sarebbero più compresi fra quelli per difetto e per eccesso, come vi 
sono sempre compresi l’ integrale di Lebesgue e gli altri ai quali ho sopra accennato. 

(**#) Questo diciamo perchè non è escluso che possano esservi funzioni di Diri- 
chlet sempre finite (limitate) non misurabili. La esistenza però di tali funzioni non 
è dimostrata. 

(**#*) S’ intende che quando si sappia che, con una data legge per la scelta dei va- 
lori determinati fs negli intervalli è; esistono i limiti delle somme Y.f; òs per ogni 
porzione dell’ intervallo (a, d), almeno quando si segue un dato processo per la forma- 

- zione degli intervalli ds e pel loro successivo impiccolimento, se poi si troverà che 
per l’intiero intervallo (a, b) questi limiti restano gli stessi per qualsiasi processo di 
formazione degli intervalli è; e pel loro successivo impiccolimento, lo stesso avverrà 
anche per ogni porzione (a, f) di questo intervallo ; perchè se, tenendo fermi gli stessi 
processi per gli intervalli (a, 2)e :}, 0) si muteranno questi soltanto nell’ intervallo 


(a, 8), allora poichè manterranno sempre lo stesso limite le somme Y.7; è; relative 
(a,b) 
all’intiero intervallo, è evidente che dovranno avere e conservare sempre lo stesso 


limite anche le somme Y.f; òs relative alla porzione (a,f) presa dovunque nell’in- 
(a, B) 


tervallo medesimo. 


difetto e per eccesso i quali saranno essi pure casi particolari di tali inte- 
grali; ed essi si ridurranno tutti a quello di Riemann, quando la condizione 
d’integrabilità di Riemann sarà soddisfatta. 

Fra questi integrali, nel caso delle funzioni finite di Dirichlet misurabili 
in qualunque porzione dell’intervallo finito dato, si trova naturalmente, come 
abbiamo detto, quello di Lebesgue; e per questo integrale si ha in più la 
particolarità notevole che, oltre ad essere esso pure, come gli altri, il limite 
di una somma Y'f;ò, per valori determinati opportunamente scelti delle f, fra 


2se L,(2, e L, incl.), corrisponde precisamente anche alla quantità che il 
Lebesgue prese a considerare per le funzioni misurabili e che definì e in- 
trodusse come suo integrale scomponendo in parti piccolissime l’intervallo di 
variazione della funzione anzichè quello nel quale si muove la variabile, ecc. 

E certo quando per questi integrali, più generali di quello di Riemann e 
di quello di Lebesgue, e che non esigono neppure l’introduzione del concetto di 
misurabilità delle funzioni, si riuscissero a trovare particolarità tali che permet- 
tessero di bene definire e determinare le infinite classi di numeri determinati 
fsper le quali le somme suindicate Y'f,è, hanno i limiti corrispondenti agli 


integrali medesimi, come appunto avviene per gli integrali per difetto o per 
eccesso o per quelli corrispondenti ai valori f; =; +(1—n)L, ai quali ac- 
cennammo nel $ 776, o almeno si potessero trovare particolarità semplici 
che conducessero a quegli integrali, gli integrali medesimi potrebbero acqui- 
stare una particolare importanza. 

78. — Del resto che vi fossero di tali somme Did; che, con valori 
determinati di f, — scelti in relazione agli intervalli è, e ai valori della fun- 
zone f(x) in questi intervalli — conducono a limiti determinati, e si potes- 
sero quindi avere anche gli infiniti integrali ai quali testè accennammo che 
comprendono l’integrale di Lebesgue oltre a quello di Riemann, non era cosa 
da meravigliare. 

È difatti una considerazione di questo genere anche quella che condusse 
Riemann alla sua definizione d’integrale (*), partendo dalla osservazione che, 
se F(x) è una funzione finita e continua fra @ e d che ammette in ogni 
punto una derivata f(x), qualunque sia questa derivata e anche se infinita 
purchè determinata di segno, la formola degli acerescimenti finiti conduce 


* Vedansi per questo la nota al $ 1 [pag. 1-8] di questo calcolo integrale e le 
considerazioni svolte nei $$ 178-79 (pag. 2392-33-34) del mio libro « Fondamenti per 
la teorica delle funzioni di variabili reali » pubblicato a Pisa da Nistri nel 1878, 
e riportate nella traduzione tedesca fattane da LUROTH e ScHEPP. (Leipzig, von 
G. B. Teubner 1892). 


i n L ' 


cola gg 


sempre all’altra 
(2) F (x) — F(a)= lim Y(£,)À,, 


essendo in ogni termine 7, un punto determinato dell'intervallo (x,_ , %;) 0 è,. 

Solo, volendo ritornare dalle funzioni date f(x) alle loro primitive F(x) 
quando esistessero, per conservare, almeno finchè fosse possibile, al Calcolo 
integrale il carattere di calcolo inverso del differenziale, era naturale che 
Riemann partisse dalla formola (2); ma non avendo il modo di determinare 
la x, nell’intervallo è, dovè, pure naturalmente, essere portato a studiare 
la somma generale Dfsd., lasciandovi indeterminato il valore 7, da pren- 


dere fra /, e L, (questi limiti inclusi); venendo del resto così a compren- 
dere già tutte le funzioni continue e altre classi estesissime di funzioni. 

779. — Queste considerazioni poi potevano farsi anche per le funzioni finite 
e continue più generali F(x) che ammettono soltanto i numeri derwati (*), 
e in sostanza già si trovano accennate alle pag. 203, 279 e 282 del ricordato 
mio libro « Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali » 
perchè allora io dimostrai alcune formole generali, e in particolare dimostrai 
la seguente 


F(e-+3)— Fa)=Mh 


= 


nella quale ), è un numero determinato compreso fra i limiti inferiore e 
superiore dei numeri derivati di F(x) fra x e x-+#, e con questa formola, 


(*) Inumeri che ora chiamansi numeri derivati sono quelli che io introdussi nel 
ricordato mio libro « Fondamenti per la teorica ecc. », pubblicato nel 18783 e che io 
chiamai estremi oscillatorii dei rapporti incrementali della funzione; ma la deno- 
minazione di numeri derivati ha ormai prevalso. 

Qui però, poichè l’occasione mi si presenta, non posso fare a meno di rilevare 
che per quanto si accenni, quasi da tutti gli autori che nè trattano, che la intro- 
duzione di questi numeri fu fatta da me, non si accenna mai all’avere io date su 
essi tante particolarità, alcune anche assai interessanti e dimostrate poi anche da 
altri, dedicandovi in quel libro un lungo capitolo di ben 65 pagine dal titolo « Altre 
« considerazioni generali riguardanti specialmente la esistenza delle derivate delle 
«funzioni finite e continue » e dedicandovi pure qua e là parecchie altre pagine 
del capitolo seguente dal titolo « Integrali definiti » . 

E farò pure rilevare che i numeri derivati, come in particolare la derivata, 
quando esiste, per le funzioni F(x) finite e continue in un intervallo (a, d) sono 
sempre funzioni misurabili, come fu dimostrato da Lebesgue, e quindi per le stesse 
funzioni può aversi sempre l'integrale di Lebesgue che risulta appunto uguale a 
‘F(b) —F(a), come nel caso delle funzioni integrabili secondo Riemann e in quello 
delle formole riportate sopra dai miei « Fondamenti per la teorica ecc. » . 


AS Pig 4 MI, BRIT o IO PTT 
% “. -. 
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che, come allora osservai, è la generalizzazione di quella degli accrescimenti 
finiti, giunsi all’altra (pag. 279 e 282) 


F(a) — F(a)= YA, è, 
dalla quale coll’ impiccolire indefinito delle è, giunsi anche alla formola 
F(x) — F(a)= lim VÀ, ò, 


cioè ancora alla formola (2) nella quale debba intendersi allora che f, sia nu 
valore determinato ), compreso fra i limiti inferiore e superiore nell’inter- 
vallo è, del numero derivato che si considera. 

E tutto questo lo notai allora esplicitamente valendomene anche per 
trarne conseguenze molto notevoli sui numeri derivati medesimi, sulle fun- 
zioni finite e continue che presentano infiniti massimi e minimi o infiniti 
tratti di invariabilità nell’intervallo nel quale si considerano, ecc. 

780. — Tornando ora per un momento sull’integrale di Lebesgue per 
le funzioni /(x) di Dirichlet finite e misurabili in ogni porzione dell’in- 


tervallo finito (a, 6) nel quale si considerano, aggiungiamo che intendendo, 
“a 


come è naturale, che (L){ /dx sia zero, e indicando con « un punto qualsiasi 


(#7 
x 


fra a e db (a è b incl.), si vede subito che l’integrale (L)f dx sarà una 


a 
funzione determinata (di Dirichlet) (x) che è nulla per x=a;e per essa 


sl avrà 
p(@)= lim Yfd;; 


ò; =0 (a, 2) 


e con è positivo o negativo (*) avremo 


o(c-+-h)= lim S/.3,+ lim Y/.3,=5(@)+(1) | fee, 


d5=0 (412) d5=0 (ww) 
e quindi per la formola (1) del valore medio sarà 
(3) p(er+hA)—p()=fh, 


essendo f un numero compreso fra i limiti inferiore e superiore di f(x) fra 


(#) Però se il punto x è un estremo a o d dell'intervallo (a, 5), è dovrà essere 
preso soltanto positivo o soltanto negativo. 
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xex+h;e di qui si vede subito che, come per gli integrali di Riemann, 
l’integrale di Lebesque è sempre una funzione finita e continua del suo 
limite superiore in tutto l’intervallo (a, b); e pei suoi rapporti incrementati 
sì ha la formola 


n, p(eHH) ela) 


dalla quale risulta che in tutti i punti x di continuità di /(x) l'integrale 
avrà sempre la derivata che sarà appunto questa funzione; mentre se in un 
punto x la fanzione f(x) sarà continua soltanto a destra o soltanto a sinistra, 
esisterà la derivata a destra e sarà /(r +0) o la derivata a sinistra e sarà 
fir—0), e negli altri punti x anche le derivate a destra o a sinistra potranno 
mancare, esistendo allora soltanto i numeri derivati compresi fra i limiti 
delle oscillazioni a destra o a sinistra di (x) nei punti stessi x. 

7181. — Ma, oltre che per l'integrale di Lebesgue, si può notare che questi 
stessi risultati sv avrebbero anche per gli integrali più generali che voles- 
sero introdursi svolgendo le considerazioni generali dei $$ 776 e 777, corri- 
spondenti a valori determinati f, presi fra L, e L, (I, e L, enel), perchè anche 
per questi integrali, ove si prendano a considerare, si giunge subito e nello 
stesso modo alle formole (3) e (4) per modo che anch'essi dànno sempre luogo 
per l’integrale a funzioni finite e continue @(x) che sono derivabili e hanno 
per derivata la funzione che s’integra /(x) nei punti di continuità di questa 
funzione; e questa circostanza giustificherebbe ancor più la estensione che in 
base alle considerazioni medesime volesse darsi al concetto d’integrale colla 
introduzione di questi nuovi integrali. 

E tutti questi varii integrali 9(x) quando siano presi relativamente a una 
stessa funzione /(x), nei punti di continuità di questa funzione verrebbero ad 


avere tutti la stessa derivata cioè /(x); e indicandoli ad es. con | * f(a)dx per 


essi si avrebbe sempre la formola 


mutando però la funzione g(x) da integrale a integrale. 

Per questi integrali poi gli studî, almeno ordinariamente, potranno farsi 
contemporaneamente e al modo stesso per tutti, cioè senza stare a farli se- 
paratamente distinguendo gli uni dagli altri, come evidentemente avremmo 
potuto fare per gli studî del paragrafo precedente. 
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782. — Porremo fine a questi studî dicendo che la definizione dell’ integrale 
di Lebesgue si estende anche al caso in cui la funzione /(@) data in un 
gruppo G contenuto in un intervallo finito (a,0) prende anche valori infi- 


nitamente grandi positivi o negativi. 
Si considerano allora le somme s e S che vengono estese agli intervalli 
di variazione della funzione determinati dai punti di divisione 


AO Y=my Y-mt15 Y-m+2) cite 1Y=2) Y=13 Yo) Y1, Ya, LIO) Yny MI 


che possono essere estesi all’infinito anche soltanto da una parte, cioè le 
somme 
n Ò 
=ilimNviv; i. Saalim DE 
Dgyia S=lim ZI; 


m=o lane 
m=% n= 


e si dimostra subito come nel $ 770 che se una delle due serie che vengono 
così a corrispondere a s e S è convergente, anche l’altra lo è, e all’impiccolire 
indefinito degli intervalli y;11—y; ambedue hanno lo stesso limite; e sì 
ritrovano pure i risultati del $ 771. 

Anche in questo caso il limite comune di queste serie si chiama l’ integrale 


di Lebesgue per la funzione /(); e, avuto riguardo più specialmente a queste. 


funzioni f(x) per le quali questo integrale viene ad avere un significato 
(cioè per le quali le serie s e S sono convergenti), si dicono con Lebesgue 
funzioni sommabili nel gruppo di punti G tutte le funzioni per le quali 
l'integrale di Lebesgue ha un significato, comprendendo in questa denomi- 
nazione anche le funzioni sempre finite (limitate) e misurabili, per le quali 
propriamente questa denominazione speciale non sarebbe necessaria. 

7183. — Gli integrali di Lebesgue, oltre alle proprietà sulle quali ci siamo 
fermati, ne hanno anche molte altre, alcune delle quali sono più generali di 
quelle che si hanno per gli integrali di Riemann, e per esse certe difficoltà 
e restrizioni vengono a sparire; ed è specialmente questa la ragione per la 
quale ora in molti studî vengono introdotti gli integrali di Lebesgue. 

Con uguale successo però potrebbero introdursi negli studî anche gli inte- 
grali più generali ai quali abbiamo accennato nei $$ 776 e 777, perchè anche 
per questi, come si estendono le particolarità relative alla continuità e ai 
casi di derivabilità come dicemmo al $ 781, si estendono almeno in gran- 
dissima parte anche le altre particolarità che si hanno per l’integrale di 
Lebesgue. i 

(84. — Aggiungiamo infine che una ulteriore estensione del concetto 
d’integrale fu data recentemente dal sig. Denjoy nei Comptes Rendus (Tome 
154, Gennaio-Giugno 1912 pag. 859); e, più recentemente ancora, un’altra 


— 101 + 


veramente interessante, e che, come è facile a vedersi, rientra essa pure fra 
quelle dei $$776e 777, è stata data dal sig. Oskar Perron nei Sttxungsberichte 
der Herdelberger Akademie der Wissenschaften (Iahrgang 1914.14. Abhandlug); 
quest’ultima «ndipendente anche dalla teoria dei gruppi e dal concetto di 
maisurabilità delle funzioni e basata tutta sulla considerazione dei numeri 
derivati, e su alcune loro proprietà fondamentali che trovansi pure nel ricordato 
mio libro « Fondamenti per la teorica ecc. ». Ma su queste ulteriori gene- 
ralizzazioni del concetto d’integrale, come sugli integrali generali dei $$ 776, 
777, (82 e 784 non possiamo fermarci, volendo ora dar fine a questa pub- 


 blicazione che già si è di troppo, anzi eccessivamente, protratta, allontanandoci 


sempre più dagli intendimenti che dapprima si ebbero nell’intraprenderla. 
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I. 
Complementi sulla integrazione per serie fra limiti infiniti 
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1. Nel cap. VIII del Calcolo integrale (pag. 144 e seg.) ci siamo occupati 
della integrazione per serie delle funzioni di una variabile, e dopo di avere 
dati i casi più comuni di possibilità di questa integrazione fra limiti finiti, 
ai $$ 101-102 (pag. 147-151) abbiamo accennato anche a qualche caso d’in- 
tegrazione per serie fra limiti infiniti. 

In questi casi però tali studii, per quanto pienamente rigorosi e assai 
utili, sono ben lungi dall’essere semplici ed esaurienti, e le condizioni che 
portano sono il più spesso molto difficili a verificarsi. 

E quando di queste condizioni non sì tenga conto in modo speciale, o 
quando non si rientri in questi casi, i risultati che si ottengono colla integra- 
zione per serie fra limiti infiniti, anche se siano giusti, non possono dirsi dimo- 
strati. rigorosamente a meno che non si facciano altre considerazioni speciali; 
e per questo ad es. non possono dirsi rigorosamente dimostrati, per quanto 
siano esatti, i risultati dati nel cap. X alle pag. 208 e 209 e anche quelli dello 
stesso capitolo e di altri nei quali la integrazione per serie è stata sen- 
z’altro applicata fra limiti infiniti con tenere conto soltanto, oltre che 
della circostanza che le serie da integrarsi erano convergenti in ugual 
grado e quindi integrabili termine a termine in intervalli fine. ma arbitra- 
riamente grandi qualsiansi, anche dell’altra che i risultati ottenuti avevano 
tutti un giusto significato. 

A rendere perciò più completi questi studi, esponiamo ora un teorema 
generale pel quale la integrazione per serie fra limiti infiniti, nei casi nei 
quali il teorema può applicarsi, viene ad essere perfettamente rigorosa, e di- 
ventano perfettamente rigorosi anche tutti gli studii del detto cap. X e degli 
altri nei quali la integrazione per serie fu fatta fra limiti infiniti. 

2. Al teorema in parola si giunge colle considerazioni seguenti. 


(0.0) 
Si abbia una serie reale o complessa Y U,, } cui termini siano fun- 
1 


zioni della variabile reale x integrabili fra a e un numero (finito) grande 
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quanto si vuole, e questa serie sia convergente in ugual grado in ogni in- 
tervallo finito da a a %w e abbia per somma una funzione /(x) che sarà 
necessariamente integrabile ($ 98) negli stessi intervalli (finiti). 

Indichiamo con 8 un numero finito ma grande quanto si vuole e con 
(x) una funzione finita e integrabile almeno da a in poi, e per la quale 
i prodotti (x), siano integrabili anche a distanza infinita; allora il prodotto 
f(@)e(x), sempre pel teorema del $ 98, verrà ad essere integrabile fra a e f 
e avremo la formola 


k DEE 
a) f f(ag(Adr= S si v@u,dr; 


e noi vogliamo dare un caso nel quale il detto prodotto f(x)(x) si mantiene 
integrabile anche all’ infinito, e si ha inoltre rigorosamente 


2) J Ade =S f da 


cioè l’integrazione per serie può farsi anche fra limiti infiniti. 

Si ammetta perciò che la serie data DUn, oltre essere convergente in 
ugual grado fra a e un numero finito grande quanto si vuole, sia anche 
convergente indipendentemente dall’ ordine dei termini per ogni valore finito 
di x almeno al di là di un certo numero; e se «', sono i moduli delle «, si 
_indichi con 6(x) la somma della loro serie Vul, 0 una funzione sempre 


positiva e maggiore di questa somma; allora se, quand’anche 0(x) cresca 
indefinitamente con x, la funzione (x) sarà tale che il prodotto 0(x)| g()| 
sia atto alla integrazione fra a e ©, sarà facile vedere che lo stesso accadrà 
del prodotto f(x)g(x) e si avrà la formola (2), cioè si avranno ambedue le 
particolarità indicate sopra. 

Con questi dati infatti basta osservare che Vul <Y%',e quindi anche 
Vu,<8(%) ovvero |f(®)| =8(@), per dedurne subito che il prodotto |f(x) g(@) 
sarà atto alla integrazione fra a e 0 ; e questo porterà intanto che lo sia anche 
il prodotto f(x) (x) come appunto volevamo che fosse, e permetterà anche 
di dire che dato un numero diverso da zero e positivo ma comunque piccolo 
o, si potrà sempre trovare un numero f tale che per f=, oltre all’integrale 


si 0(2)|e(x)|dx, anche, e a fortiori, l’altro J \f(@)e(x)|dx siano sempre mi- 
È DA 
nori di 0. 


è.) 
Fermandoci ora sulla serie Y' “i 6(x)u,dx, si prenda a studiare la somma 
è | 
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x x)u,dx di un numero finito qualsiasi m dei suoi primi termini; e 


per i si osservi che, trattandosi di una somma finita, se si prende per 
gun numero finito qualsiasi superiore al numero $, indicato sopra potremo 


scrivere 
m i m Tali Mm io 
S (stu de 2 | p(a)u,de + S| ud 
1 1 1 
a a B 


dial “A 
=x 1 rude + / (0 un da, 
1 1 
[° a fe) 


B 
e in forza della (1) indicando con Rm,g il resto N IE (c)u,dx della serie 
ml 


B 
0 
x ‘i (x), dx, potremo scrivere anche 
ìl 


DI] r@ude= f Ne x)de —R Rust f0$ Un 


e poichè abbiamo già dimostrato che il prodotto f(x)r(x) è atto alla integra- 
zione anche all'infinito a questa formola potremo sostituire l’altra 


Sf etqude— | fe) 0)a s—- [fr fede Rest [1 Suda 


In questa per essere B>f, il valore assoluto o il modulo del primo inte- 
grale del secondo membro non supererà 6; e il valore assoluto o il modulo 


mm 


dell’ultimo essendo inferiore o uguale all’altro J \p(2)|Nu',dx e a fortiori a 


È 1 
(e 0) 0 
<A È ILA bra: 
fio Mu,dx e è f [slot sarà esso pure inferiore o uguale a 6; 
k | k 
quindi osservando che dopo di avere scelto per f un numero superiore a f,, 
per essere convergente la serie Y i v(2)u,dx, si potrà trovare un valore n 


tale che per m>m si abbia sempre |Rm,e|<0, si conclude subito che per 
m>m, il valore assoluto o il modulo della differenza 


3 p(0) da J Tp) 
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00 
0) 
sarà sempre inferiore a 30, e questo permette di dire che la serie Y J p(c)u, dx 
1 
(04 


d0 


è convergente e ha per somma l'integrale Ji f(a)0(a)dx, cioè si ha appunto 


la formola (2). 
3. — E così riassumendo noi possiamo ora enunciare il teorema seguente: 


00 
. n 
Se una serie reale o complessa YÎ u, che ha per somma f(x), oltre essere 
1 
convergente in ugual grado in ogni intervallo finto da a a ©, è anche con- 
vergente indipendentemente dall’ordine dei termini, per ogni valore finito di x 
almeno al di là di un certo numero, e B(x) è una funzione positiva uguale 0 
90 
. . . - NI . . 
supertore alla somma della serie dei moduli  u,, allora per ogni funzione 
+ 1 
o(x*) per la quale î prodotti v(x) u, e l’altro B(x)|p(x)| siano atti all’inte- 
grazione fra a e ©, il prodotto f(x) (x) sarà anch'esso integrabile fino al- 
P 6) 
l’infinito e alla serie 2 (x), sarà applicabile l integrarione termine a 


termine fino all’infinito, cioè si avrà 

k Seli 
| rar(gd=$ | equa 
È, Lega 


per qualunque valore di B (8=% incl.) 
4. — Così, pel caso considerato nelle pag. 208-209 dove si applica l’inte- 
grazione per serie fra 0 e co alla serie di e °°” con d positivo 


iba (ba) (ba) 
I LIO IRR 


dopo di averla moltiplicata per x’! e con a>>0, si osserverà che la serie 
dei moduli della serie stessa ha per somma e? e cresce indefinitamente con %, 
ma questa somma moltiplicata per x*-1e7 resta atta alla integrazione anche 
all'infinito finchè b<4a; e quindi valendosi del teorema dimostrato se ne 
dedurrà subito che l’applicazione della integrazione per serie fra 0 e co, sotto 
questa condizione di db<a, che è appunto quella che viene posta nella p. 209, 
è perfettamente rigorosa. 

L'integrazione per serie poi potrà applicarsi anche per b5=@ purchè 
allora sia A<0 e l’integrazione si faccia da a a cv con a>0. 

Similmente per mezzo del teorema dimostrato si rendono subito rigorosi 
gli altri casi di integrazione per serie fra limiti infiniti che si trovano nel 
cap. X pag. 219-220 di questo calcolo integrale. 


"e 
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II. 
Sulla invertibilità degli integrali fra limiti infiniti 


1. I teoremi che abbiamo dati nel cap. IX dal $ 132 al $ 136 (p. 195 a 
203), e specialmente quello del $ 136 sulla inversione degli integrali doppii 
quando uno o più limiti sono infiniti, si presentano sotto forma alquanto 
complicata, e giova perciò riassumerli, come ora faremo, sotto una forma 
alquanto più semplice almeno nei loro enunciati, o trasformarli in altri pure 
più semplici. 

Per questo diciamo per prima cosa, onde non averlo da ripetere per 
ogni teorema, che trattandosi d’integrazioni fra limiti infiniti e della loro 
invertibilità, noi intenderemo sempre che la funzione da integrarsi f(, y) 
sia atta alla integrazione tanto rispetto ad x quanto rispetto ad y in tutti 
gli intervalli finti presi comunque in quelli d’integrazione, e intenderemo 
pure che fra limiti finiti le integrazioni siano invertibili; ciò che in particolare 
avverrà sempre quando la funzione in ogni porzione finita del campo che sì 
considera sia finita e continua. 

E questo ammesso, diciamo intanto quanto ai teoremi dei $$ 132 e 133 
che, riassumendoli e completandoli, ciò che si fà con tutta facilità, noi pos- 
siamo enunciarli più semplicemente col dire che: 


ò SS 


0 $, 
f 
Se pei due integrali doppî si da | fdy e | dy J fdx, nei quali a, | e è 
AI ey y a 
sono finiti, sì riscontra che uno di essi è determinato e finito, allora anche 
+90 
l’altro lo sarà e le integrazioni potranno invertirsi, se V integrale / fda 
va 
sarà convergente in ugual grado per valori di y fra | e è. 


2. Aggiungiamo che se si saprà avanti che i due integrali ; da / fdy e 
e/7 


Mr) vo \ SE 
ii dy f fdx sono determinati e finiti, ma per l’integrale J fdx si saprà sol- 
y a a 


tanto che esso pure è determinato e finito senza sapere nulla per ciò che ri- 
guarda la sua convergenza in ugual grado o di altre particolarità conve- 
nienti dell’integrale, non se potrà senz'altro assicurare che le integrazioni 
possano invertirsi; perchè dalla formola 


ì } "ì - 


‘ 
| 
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e ò Pd c 3 % ò % 
far fray= fav f fae= (au frae— fav f ras 


che vale per e comunque grande si deduce soltanto che quando i due inte- 


0 lo) ei 
grali doppii si da si fady e | dy J fde hanno un significato, venendo allora 
a y y a 


l’integrale del primo membro ad avere un limite per c=, anche l’integrale 


d 00 
/ dy Ji fdx del secondo membro avrà un limite determinato e finito; ma 
(6) 


y 
perchè l'inversione della integrazione nei due integrali dati sia possibile bi- 


sognerà che questo limite sta lo zero, ciò che non sempre avverrà; mentre 


questo «n particolare avverrà quando, come si è supposto nel teorema enun- 
“N90 


ciato, l’ integrale 3 fdx sarà convergente in ugual grado pei valori di y 


(0) 


fra e. 
3. Quanto ai teoremi dei $$ 134 e 135 osserviamo che ad essi si può 
sostituire l’altro di enunciato più semplice che dice che: 


ace (ce) AL (0.0) 
Se dei due integrali doppî J dx li fdy e J dy / fdx si riscontra che 
(e) y y ROL 


(0) 0 
uno di essi per es. il primo J dx i fdy è determinato e finito, allora anche 
i di 
0 


l’altro lo sarà e le integrazioni potranno invertirsi, se è due integrali / fdx 
J 


(04 
do 


e ti fdy saranno ambedue determinati e finiti e se inoltre: 


td 
00 


a) il primo di essi ;f fda convergerà in ugual grado in ogni intervallo 
. . i so 
finito relativo ad y, e 


200 
b) èl secondo J fdy sarà tale che, per ogni numero positivo arbitra 


‘4 
riamente piccolo a, si potrà trovare un numero così grande d, tale che per 


frau 
Ha 


pi(1) una funzione sempre positiva e atta alla integrazione fra a e ©. 


d>d, e per ogni valore di x da a a 0 si abbia <0%, (£), essendo 


PO SEE 7 Ea 


| 
@ 
‘ 
: 
i 
- 
ì 


- 
È SG 
. 
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Essendo infatti l’ integrale fa dx fi fdy determinato e finito, per ogni 


numero positivo arbitrariamente india 6, SÌ potrà trovare un numero O posi- 
tivo 6 tale che per ogni valore finito di c superiore a co l’integrale stesso 


ne AQ 
differisca dall’altro J da j fdy meno di o, in valore assoluto. 

D'altra parte per ognuno di questi valori di e che si prenda, e per ogni 
valore di d>d, si può scrivere 


0 faef ARE, Jef pae fa fra 
= (ay fran fa f dy ffac+ f. dx fr 
y a “ y 6 Sn -’d 


e in questa l’ultimo integrale, in forza della condizione 4) sarà numericamente 


(°°) 


inferiore a 6 (i g(x)dx, e quindi sarà inferiore in valore assoluto a un nu- 
(02 


mero 6, piccolo quanto si vuole se o sarà stato preso sufficientemente piccolo. 

Si aggiunge che per ogni valore particolare di d superiore a 4, che si 
prenda, in forza della condizione 4) si potrà trovare un numero e, tale che, 
per c. superiore a c e a c, e per qualunque valore di y fra ] e d, si abbia 


fr|<: 


l’inte rale DI dx sarà numericamente inferiore a 03; uindi oichè da 
Y 556) ) 
È 


«2 ce d Vaia 
tutto questo apparisce che la differenza | dx Ji fdy— si dy J fda per ogni 
Vo; y y o 


sempre 


> essendo anche o; arbitrariamente piccolo, e allora 


valore di d superiore a d, viene ad essere numericamente inferiore a 0,-+ 03-+ 03, 


se ne conclude che l’ integrale J dy [ fdx ha un limite per d=0c0 che è 
a} 
y (0) 


appunto l'integrale f dx si fdx,e questo dimostra evidentemente il teorema. 


4.— Si può poi osservare che indicando sempre con %,(x) una funzione 
sempre positiva di x atta alla integrazione fra a e 0, alla condizione 5) del 
teorema precedente potrà sostituirsi l’altra, meno restrittiva: 
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b') che per ogni numero posttivo e arbitrariamente piccolo 6 si possa tro- 


fra 


finchè x è compreso fra a e un numero c, grande quanto sè vuole ma finito, ed è 


To (2) 


vare un numero d, tale che per d>d, st abbia sempre 


2390 
| fdy 
“d 

uguale a e); perchè allora prendendo per c,, come potrà sempre farsi, un numero 


semplicemente ZA; (x) con A numero finito quando x è superiore 0 


tale che si abbia i AOLLZ4 con 6, piccolo a piacere, l’ultimo integrale 
(6 


della formola(1), nel quale c può supporsi superiore a c,, potrà spezzarsi nella 


2C0 


peo) AP (0.0) è 

somma dei due | dx | fdy, | dx Ù fdy, che saranno ambedue arbitraria- 
11 di d * € d i 

mente piccoli; e dopo potremo ripetere i ragionamenti precedenti. 


U if 


5. — Se poi si saprà che i due integrali doppii / dx / ray è f dy / fax 
D er a 


pese] 
sono entrambi determinati e finiti, e pei due J fax e sl fdy sì saprà soltanto 
% ‘di 
che sono determinati e finiti essi pure, allora non si potrà senz'altro affer- 
mare che le integrazioni negli integrali doppri potranno invertirsi, perchè 
avendosi ancora la formola (1), e in questa il primo termine dell’ultimo mem- 


bro avendo per limite per d=% l'integrale J dy ti fdx, mentre il primo 
y va 


DO 


e; 


(01 


membro per c==% ha per limite l’altro integrale J dx | fdy si potrà certa- 
I: 


mente affermare che la differenza 


re ade d (0 0) 
(2) far] pay f ay frax 
a qui y oe 


per c e d infiniti ha un limite determinato e finito, ma non si potrà dire 


che i due integrali J da J fay e 1 dy J fdx sono uguali, cioè che le inver- 
(e: y y (03 


sioni delle integrazioni possono farsi, altro che quando il detto limite della 
differenza (2) sia zero, come in particolare appunto avviene — almeno quando 
si prendano separatamente (come del resto basta) i limiti per c= e per 
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d=%—, tutte le volte che sono soddisfatte le due condizioni a) e 2) del 
teorema dimostrato o la condizione a) dello stesso teorema e quella 8') che 
nel paragrafo precedente abbiamo sostituito alla 5). 

6. Passando ora al caso del $ 136, ammettiamo che i due integrali semplici 


fi fda e f fdy non siano più ambedue determinati e finiti, ma uno di essi al- 
a act 
meno, per es. il primo Si fda, sia infinito per y=" e soltanto per questo 


valore di y, però si sappia che dei due integrali doppî J dy Ji fda e f da I fdy 
ti Y 


uno è determinato e finito e non si sappia nulla dell’altro nel quale le inte- 
grazioni sono invertite. 
Allora considerando dapprima il caso nel quale si sa che è determinato 


e finito l’integrale I dy I fdax, osserveremo che per ogni numero diverso 


da zero e positivo e comunque piccolo c,, si potrà trovare un numero pure 
diverso da zero e positivo e, tale che pei valori di e inferiori a «, l'integrale 


stesso "i dy ti fdx differisca dall’altro f dy | fdax meno di c;; e se a que- 
VÀ PERE (01 


st'ultimo integrale doppio, che ordinariamente rientrerà nel casì già trattati 
perchè in esso y non prende più il valore , sarà applicabile la inversione 
delle integrazioni, avremo la formola seguente 


) fusfrie=fu]py- — fe frag fee fa 


rte “a 


essendo c un numero positivo e finito ma comunque grande. 
Per questa, ammettendo ora che l’integrale si fdy anche se diviene in- 


finito per qualche valore di x fra a e co resti però atto alla integrazione 
rispetto ad « negli intervalli finite fra a e 0, avremo 


ayte 
(4) Sao fraz fue frav4 fue san fe fs 


e supponendo ora che scelto a piacere un numero diverso da zero e positivo 
comunque piccolo o si possa trovare un numero e, tale che pei valori di s 


vt 
fdy <0P1 (x), es- 


y 


inferiori a questo e; si abbia sempre in valore assoluto 
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sendo %,(x) come nei paragrafi precedenti una funzione atta alla integrazione 
da a a 0, l’ultimo integrale per o sufficientemente piccolo sarà numerica- 


mente inferiore a un numero arbitrariamente piccolo 6, per ogni valore di s 
inferiore ai due numeri e, e e, e qualunque sia c. 


D'altra parte poichè con e diverso da zero l’ integrale f dx } fdy è de- 
o. YytTe 


terminato e finito (perchè si è già supposto che sia invertibile), per ogni valore 
die si potrà trovare un valore c, tale che per ogni valore di c superiore a c. l’inte- 


Ea o) 290 
grale J da | fdy sia numericamente inferiore a un altro numero positivo 6, 


e yte 
piccolo quanto si vuole; quindi prendendo ora per e un numero positivo infe- 


riore ad un tempo a 8, e a €, si vede che per tutti i valori di c superiori a 


c, l'integrale J dx si fay differirà in valore assoluto dall’integrale | dy f fda 
‘a y y+e da 


e dall’altro i dy fi fdx meno di 6,-4-0,+63;, e quindi anche l’integrale 
y o 


AnD 00 
J da J fdy sarà determinato e finito e il suo valore sarà precisamente quello 
o y 


200 % 


dell’integrale J dy J fdx nel quale le integrazioni sono invertite. 


Lé 
(e) 


Invece se, sempre nel supposto che sia infinito l'integrale si fdx per y=7; 


(04 


0 (e) 
si riscontrerà che è determinato e finito l’integrale doppio si da 1; fdy senza 
È Y 


sapere nulla dell’altro J dy o fdx, allora mantenendo ferme tutte le altre |. 
y a | 


ipotesi, e scrivendo ancora la formola (3) e quindi anche la (4), si osserverà che 
per s inferiore a e, l’ultimo integrale di questa formola si potrà ancora supporre 
numericamente inferiore a 0,, e per ogni valore di e<s, sì potrà trovare un nu- 
mero c. tale che per c>c; il secondo integrale sia numericamente inferiore a | 


290 () 
03 e al tempo stesso il primo differisca da J dx + fdy in valore assoluto meno 
« v 


di 6,; e così l’integrale J 


dy f ras per s<e, differirà da fd | fdy meno 
FESSO si L 


Xi 
| 
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di 0,4 63-+-63, e quindi anche l'integrale J dy f fdx risulterà determinato 
v 
e finito e il suo valore sarà precisamente quello dell’altro integrale a integra- 


zioni invertite | da J fdy; talchò riassumendo si può ora enunciare il teo- 
“o 


rema che dice che: 


Se negli integrali doppw Ji dx fi fay e J dy du fi fda, uno dei due inte- 


00) 
grali fi fax e si fdy, per es. il primo x fda, diventerà infinito per y=" 
VA n a | 
restando sempre finito per gli altri valori di y da Ya ©, ma al tempo stesso 
st riscontrerà che dei due integrali doppti uno è determinato e finito, allora 
anche l’altro lo sarà e le integrazioni potranno invertirsi, se saranno soddi- 
sfatte le condizioni seguenti, cioè: 


a) che l'inversione possa farsi negli integrali doppi fe da fi fdy 0 
rt 


fa sf fdx, escludendo cioè dal campo d'integrazione la striscia da y="% 


rte o 


a y="}£ con s positivo comunque piccolo; 


b) che l’altro der due integrali semplici f fdx e gi fdy, cioè l'integrale 
o y 


Ji fdy, anche) se diviene infinito per qualche valore di x fra a e © (a incl.) 


Y 
resti però sempre atto alla integrazione da a a ©; 


c) che per ogni numero diverso da xero e positivo comunque piccolo 6 sì 
possa trovare un numero pure diverso da xero e positivo e, tale che per 


e<8; l'integrale Yi fdy in valore assoluto sia sempre inferiore a 6%.(@), 


‘essendo (x) una funzione sempre positiva di x atta alla integrazione da 
a a o. 

E con considerazioni del tutto simili a quelle del $ 4, a questa ultima 
condizione c) si potrà anche sostituire l’altra meno restrittiva: 

c') che per ogni numero diverso da zero e positivo comunque, piccolo 6 


st possa trovare un numero pure diverso e positivo e, tale che per s<e; st 
nyte 


J fdy 


abbia sempre <06%;(x) finchè x è compreso fra a e un numero grande 


2 EVASE 


j rt 
quanto si vuole ma finito c,, ed è semplicemente J fdy|<A%;(x) con A 
y 


numero finito quando x è superiore 0 uguale @ co. 

Naturalmente poi per verificare la condizione a), bisognerà il più spesso 
valersi dei risultati esposti nei paragrafi precedenti. 

7.-— Aggiungiamo anche qui che quando sì sappia avanti che ambedue 


290 do 0.0) DO 
3 ta 
gli integrali doppli J dx li fay e J dy J fdx sono determinati e finiti e si 
o y y A 
sappia pure che sono soddisfatte le altre condizioni del teorema precedente 
"vt 
all’infuori delle condizioni c) o c') per l’integrale el fdy,non sè potrà affer- 
"d 


mare che le integrazioni nei detti integrali doppti sono invertibili; perchè 
la formola (4) ci permetterà solo di dire che è determinato e finito il limite 


"€ yte 
per e=0 e c=c dell’integrale J da di fdy; ma soltanto quando questo 
2 É 


limite-sia zero, come è appunto in particolare quando risulta soddisfatta l’una 
orte 
o l’altra delle indicate condizioni c) o c') per l’integrale J fdy, sì potrà affer- 


y 
mare che i due integrali doppii sono uguali. 


(e 290 


/ 


8. — Così ora avendosi ad es. l'integrale doppio il da J ec idav0n8 
0 


0 
peo) 


siderato alla pag. 217, nel quale l’integrale i et) dx diviene infinito 
0 


come — al tendere di « a zero, si verifica più facilmente di quello che si 
0] 


facesse allora che nello stesso integrale doppio le integrazioni possono inver- 


tirsi perchè si riscontra subito che le condizioni a) e 0) del teorema precedente 


sono soddisfatte, e si veritica inoltre che è soddisfatta anche la condizione c') 
(SE 


1_—-e-5(14+22) 
perchè avendosi | e-%l+®) da—=—__— 
è l4+x 


comunque grande ma finito c,, sì può sempre trovare un numero diverso da 


, si vede che per ogni numero 


zero e positivo e, talmente piccolo che per esso si abbia 1—e-s(tt%)<0, e 


sE 
G 


allora per e<e, si avrà sempre J CAROTI dara finchè x è compreso 


0 
fra 0 e co, mentre si avrà ; api da<:{g P® gli altri valori di «, 
0 


FINE. 


XVIII. Equazioni differenziali ordinarie. Generalità. 


BNIDIECE 


DELLA SECONDA PARTE DEL CALCOLO INTEGRALE 


Definizione delle equazioni differenziali nei varî casi ($ 315). Integrale 
generale delle equazioni differenziali ordinarie ($ 316). Integrali dei 
varî ordini ($$ 317-320). Integrali particolari e soluzioni singolari 
($ 321). 


XIX. Esistenza e unicità dell’ IMISEGO generale delle equazioni 


XX 


4 


differenziali . 
Caso della equazione /(x,y,y)=0 (p. 478). 


Considerazioni preliminari. Metodi che di poco differiscono da quelli 
di Cauchy e di Lipschitz per la esistenza e unicità dell’integrale 
quando siano soddisfatte le condizioni di Lipschitz ($$ 322-330). Valori 
approssimati dell’ integrale ($$ 331-332). 


Caso dei sistemi di equazioni differenziali del prim'ordine. 
Equazioni di ordine superiore (p. 492). 


Esistenza e unicità delle funzioni integrali ($$. 333-334). Equazioni di 
ordine superiore. Loro riduzione a un sistema di equazioni differen- 
ziali tutte di prim’ordine ($$ 335-337). 


Metodo di Picard delle approssimazioni successive per la dimo- 
strazione della esistenza degli integrali delle equazioni dif- 
ferenziali (p. 496). 


Il metodo di Picard per la dimostrazione della esistenza degli inte- 
grali di un sistema di equazioni differenziali del prim’ordine colle 
modificazioni di Bendixon e di Lindelof ($$ 338-339). Dimostrazione 
di Goursat per la unicità di questi integrali ($ 340). Valori approssi- 
mati degli integrali e errore che si commette fermandoci a un certo 
punto nel processo di Picard ($$ 341-348). Altre considerazioni sul pro- 
cesso di Picard, che ne mettono bene in evidenza la genesi ($ 343-344), 


.(*) Gli integrali delle equazioni differenziali considerati come 


funzioni dei loro valori iniziali 
Espressioni in serie per le soluzioni dei sistemi di equazioni ciascuna 
delle quali è della forma 


(#) Per errore questo Cap. XX e il seguente Cap. XXI nel testo sono 
segnati come Capitoli XXI e XXII, 


Calcolo int. 


pag. 471 


» 508 
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x 
b,e= Bi +f (Ac 10 +Ara0 +. . +Ainle ) de, 
x 


dove le A, ; e B, sono funzioni che possono contenere oltre alla x anche 
le 0,,0,,...0n. Caso in cui contengono soltanto la x ($$ 345-347). Con- 
tinuità e derivabilità degli integrali rispetto ai valori iniziali conside- 
rati come variabili ($$ 348-351). Caso in cui le equazioni da integrare 
contengono altri parametri oltre alla variabile indipendente e alle 
funzioni. Continuità e derivabilità anche rispetto a questi parametri 
($$ 352-353). Limiti superiori delle variazioni che subiscono gli inte- 
grali al variare dei valori iniziali e dei detti parametri ($$ 354). Altra 
dimostrazione della unicità degli integrali delle equazioni differenziali 
quando sono fissati i valori iniziali; e altre espressioni di questi inte- 
grali ($$ 355-356). 


Equazioni differenziali del prim’ordine . . . . . . > 
Caso delle equazioni risolute rispetto alla derivata (p. 523). 


Considerazioni generali ($$ 357-359). Equazioni a variabili separate o 
che si riducono a queste con semplici divisioni (o moltiplicazioni). 
Esempî ($$ 360-362). Equazioni omogenee. Esempî ($$ 363-364). Equa- 
zioni della forma M(x+%y) dx +N(x+%y)dy=0 ($ 365). 


Equazioni lineari del prim'ordine o che si riducono a queste (p.d34) 


L’integrale sotto forma finita, e l'integrale per serie d’integrali multipli 
per queste equazioni y'-+Py=Q. Esempî ($$ 366-368). La equazione di 
Giov. Giacomo Bernoulli y'4+Py=Qy” ($ 369). 


Equazioni per le quali si conosce un integrale speciale. 
Equazioni di Riccati (p. 539). 


Considerazioni generali pel caso delle equazioni differenziali delle quali 
si conosce una soluzione. Casi particolari ($$ 370-374). Equazione di 
Riccati. Caso in cui di questa equazione si conoscono uno, due o tre 
integrali particolari. Il rapporto anarmonico di quattro integrali di 
questa equazione è costante, e viceversa ($$ 375-376). Varie trasforma- 
zioni della equazione di Riccati e in particolare sua riduzione alla forma 
YLay®+N=0 dove a è una costante e N è pure costante o funzione 
della x ($$ 377-381). Casi ne' quali la equazione particolare y-+ay?=bx” 
con a, be m costanti (che e quella più propriamente studiata da Riccati) 
è integrabile sotto forma finita per funzioni algebriche, circolari o loga- 
ritmiche ($ 382). 


Equazioni di prim'ordine /(x,y,y'))=0 non risolute 
rispetto alla derivata y' (p. 553). 


Le equazioni /(y’)=0 e quelle della forma f(x, y)=0, o f(y,y)=0 
($$ 383-386). Casi speciali delle equazioni f(x, y, y)=0 nei quali la equa- 


523 
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zione s’integra col prendere y' come variabile indipendente. Equazione 
di D’Alembert. Equazione di Clairaut. Esempî varî ($$ 387-389). Altre 
equazioni che si trattano col cambiamento della variabile o della va- 
riabile e della funzione ($$ 390-393). Le equazioni di Jacobi della forma 
, L(edy—y dx) —-Mdy+Ndax=0 ($$ 394-390). 
XXII. Fattore integrante delle espressioni differenziali Mdx+Ndy » 570 

Esistenza dei fattori integranti, in numero infinito, che possono otte- 

nersi partendo dall’integrale della equazione differenziale Mdx:-+Ndy=0 

($$ 396-399). Equazione a derivate parziali pei fattori integranti. Pro- 

prietà che se ne deducono ($$ 400-403). Casi particolari di fattori inte- 

granti ($$ 404-407). 


XXIII. Sulle soluzioni singolari delle equazioni differenziali del 


DELUSO NO IRe st Re AV O EVIU ariDS2 
Considerazioni generali sulle soluzioni singolari. Loro deduzione dall’in- 
tegrale generale ($$ 408-410). Le soluzioni singolari si deducono anche 
dalla equazione differenziale ($$ 411-416). Conclusioni riassuntive rela- 
tive a questi due modi di determinazione delle soluzioni singolari. 
Esempî di soluzioni singolari ($$ 417-418) 


XXIV. Sulla integrazione di alcune equazioni differenziali di 
OCdINe: SUDOLIOLOSIO i TE: e 00 


Equazioni differenziali che contengono soltanto 
una derivata (p. 605). 


Varie forme dell’ integrale per queste equazioni quando sono risolute 
rispetto alla derivata. Nuova dimostrazione della formola di Taylor 
che se ne deduce ($$ 419-421). Caso della equazione f(x, y())=0 quando 
si risolve rispetto ad x ($ 422). 


Equazioni differenziali che contengono soltanto 
due derivate consecutive (p. 610). 


Caso delle equazioni del second’ordine /(y',y")=0, e caso generale 
delle equazioni /(y®©-), y)=0. Esempî relativi ($$ 423-426). 


Equazioni nelle quali figurano soltanto due derivate 
i cui ordini differiscono di due unità (p. 615). 


Le equazioni del second’ordine /(Y, y")=0. Varî casi che esse possono pre- 
sentare. Equazioni generali f (y©-®, y()=0. Esempî relativi ($$ 427-430). 


Alcuni casi di equazioni differenziali il cui ordine 
può essere abbassato (p. 619). 


I casi più comuni di abbassamento dell’ordine delle equazioni diffe- 
renziali. Esempî relativi ($$ 431-433). Una applicazione notevole a casi 


CZ TUDUNSS 


di equazioni del second’ordine omogenee rispetto alla funzione y e alle 
sue derivate 7’, y” ($$ 434-436). Integrali speciali per esponenziali che 
talvolta possono aversi nel caso delle equazioni omogenee rispetto alla 
funzione e alle sue derivate ($$ 437-438). 


XXV. Equazioni differenziali di ordine » il cui primo membro  * 
è la derivata totale esatta di un altra funzione dell’or- 
dine:n—1i)/U/nc EROI en 


Condizione necessaria e sufficiente data da Eulero perchè questo sia 
($$ 439-445). Determinazione della funzione fn-: d’ordine n—1 della 
quale la funzione data /, è la derivata, quando quella condizione è 
soddisfatta. Formole di Poisson per questa determinazione ($$ 446-447). 
Altro processo per questa determinazione di f,-1 quando la cosa è 
possibile ($ 448). Cenno sul moltiplicatore di Eulero ($ 449). Considera- 
zioni generali sulle funzioni o equazioni differenziali di ordine n. 
Formole di Joachimstal relative a queste funzioni. Applicazione alla 
determinazione degli integrali successivi dei varî ordini quando ciò è 
possibile ($$ 450-453). Altri procedimenti e formole generali che possono 
talvolta condurre alla integrazione di equazioni differenziali, e che 


poi in particolare si applicano alle equazioni lineari ($$ 454-457). 


Generalità (p. 653). 


Definizioni relative alle equazioni lineari ($ 458). 


I 
XXVI. Equazioni differenziali lineari . . . . .. ... » 653 
È 


Equazioni lineari senza secondo membro, o equazioni incomplete 
o omogenee (p. 654). 


L'ordine di queste equazioni può abbassarsi sempre di una unità, ma 
allora cessano di essere lineari ($ 459). Teoremi relativi agli iutegrali 
di queste equazioni. Loro integrale generale. Sistemi fondamentali 
d’integrali ($$ 460-462). Le equazioni lineari omogenee non hanno 
soluzioni singolari ($$ 463-464). Studî sui sistemi fondamentali. For- 
mola di Liouville relativa al determinante d’un sistema fondamentale 
d’integrali ($$ 465-469). Caso dei coefficienti costanti. Equazione ca- 
ratteristica. Caso delle radici uguali e casi delle radici multiple e 
delle radici reali o complesse di questa equazione ($$ 470-475). Caso in 
cui, pure non essendo tutti costanti i coefficienti della equazione lineare, 
la equazione caratteristica ha alcune radici costanti. Esempî ($$ 476-477). 
Abbassamento dell’ordine delle equazioni lineari omogenee senza che 
cessino di essere lineari e omogenee, quando si conoscono alcuni lorointe- 
grali particolari. Esempî. ($$ 478-79) Altre considerazioni sulle equa- 
zioni lineari omogenee. Equazioni lineari omogenee che ammettono 
per sistema fondamentale d’integrali un sistema dato di funzioni linear- 
mente indipendenti. Esistenza in ogni caso, e unicità e costruzione 
semplicissima di queste equazioni $$ (480-482). 


fi 


se 
Tx 
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Equazioni lineari complete (pag. 678). 


Processo di Lagrange per dedurre l'integrale delle equazioni lineari 
complete da quello delle corrispondenti equazioni omogenee colla varia- 
zione delle costanti arbitrarie. Applicazione al caso in cui il primo mem- 
bro della equazione è a coefficienti costanti e la equazione caratteristica 
corrispondente ha le radici tutte disuguali ($$ 483-485). Altro processo 
che riduce la integrazione di una equazione lineare completa di ordine n 
a quella di una equazione lineare omogenea di ordine n-+1 ($$ 486-487). 
Risultati che se ne deducono, che sono specialmente utili quando, co- 
noscendo alcuni integrali di una equazione omogenea di ordine » si 
vogliono determinare gli altri integrali, e in particolare quando cono- 
scendosi n—1 integrali si vuole determinare 1l' n° ($$ 488-491). Casi di 
abbassamento dell’ordine delle equazioni lineari complete quando si 
conoscono integrali di queste equazioni o di quelle omogenee corri- 
spondenti ($$ 492-493). Formole semplici per la integrazione delle equa- 
zioni lineari del second’ordine, complete o no, quando si conosce un 
integrale della equazione omogenea corrispondente ($ 494). 


Trasformazioni più comuni che possono farsi sulle equazioni li- 
neari. Applicazioni alle equazioni del secondo e del terzo or- 
dine (p. 693). 


Riduzione del coefficiente del secondo termine di una equazione lineare 
ad essere la derivata di quello del primo ($ 495). Processo per la ri- 
duzione del primo membro di una equazione lineare di ordine n ad 
essere la derivata di una funzione lineare omogenea d’ordine n—1 per 
mezzo di un moltiplicatore di Jacobi. L'equazione aggiunta ($ 496). Altre 


trasformazioni colle quali in particolare si fà sparire il secondo ter- 


mine nel primo membro delle equazioni lineari ($ 497). Trasformazioni 
che sì ottengono col cambiamento della variabile e talvolta anche con 
quello della funzione. Applicazione al caso delle equazioni del secon- 
d’ordine facendo ancora sparire, e in infiniti modi, il secondo ter- 
mine della equazione e riducendo il coefficiente del terzo termine ad 
avere date particolarità. Esempî ($$ 498-505). Applicazione delle stesse 
trasformazioni alle equazioni lineari del terz’ordine per fare sparire 
il secondo e il terzo termine colla integrazione di una equazione li- 
neare del prim'ordine e di una del secondo che manca del secondo 
termine e che può ridursi subito a una equazione di Riccati della forma 
N+X2=k con k funzione conosciuta dalla variabile. Casi particolari di 
equazioni lineari del terz’ordine che s’integrano subito con questa 
trasformazione ($$ 506-514). 


XXVII. Altri studî generali sulle equazioni differenziali lineari pag. 714 


Serie generali per la rappresentazione degli integrali 
delle equazioni lineari (p. 714). 


Formole generali che si ottengono colla introduzione di » moltiplica- 
tori ausiliari 2,, 22, ..- 2» tali che il loro Wronskiano sia diverso da 
zero nell'intervallo nel quale si muove la variabile. Quando per questi 
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moltiplicatori si prenda un sistema d’integrali fondamentali della equa- 
zione aggiunta che si suppongano conosciuti, l'integrazione della equa- 
zione data si effettua con sole quadrature ($$ 515-521). Formole gene- 
rali in serie d'integrali multipli, e d’infinite forme, per gli integrali 
delle equazioni lineari ($ 522). Anche senza appoggiarsi sul teorema 
della esistenza degli integrali dato al Cap. XIX si dimostra che le 
formole trovate dànno sempre l’integrale generale delle equazioni 
lineari ($ 523). Estensione ai casi nei quali i coefficienti della equa- 
zione data o i moltiplicatori 2,, 2», ...#, presentano qualche singolarità 
o nei quali è infinito l'intervallo nel quale si muove la variabile 
($$ 524-528). Trasformazione delle formole trovate. Valori approssimati 
dell’integrale quando ci si arresta a un certo termine nelle serie cor- 
rispondenti, e limite superiore dell’errore che così si commette. For- 
mole per le derivate dell’integrale ($$ 529-531). Considerazioni sulle 
generalità dei risultati ottenuti, e particolarità notevoli delle varie fun- 
zioni che si presentano in questi studî ($$ 532-536). 


Applicazioni delle formole generali precedenti alla determina- 
zione dei valori asintotici degli integrali di alcune classi di 
equazioni lineari (p. 745). 


Formole alle quali si riducono quelle che rappresentano gli integrali 
delle equazioni lineari quando pei moltiplicatori 2,, 2), ...&n sì prendono 
le esponenziali ew17, ew, ... , eon?, essendo w}), 5%)... 30, quantità co- 
stanti reali o complesse diverse fra loro ($ 537). Caso in cui i coeffi- 
cienti del primo membro della equazione hanno limiti determinati e 
finiti al crescere indefinito della variabile x, e la corrispondente equa- 
zione aggiunta ha una equazione caratteristica le cui radici sono tutte 
disegnali. Prendendo queste radici per le quantità ©%,, W, ... , wr si de- 
terminano i valori asintotici degli integrali quando si suppone inoltre 
che i coefficienti a; del primo membro della equazione data al crescere 
indefinito della variabile x tendano ai loro limiti a; in modo che le 
differenze a; — a, e le loro derivate tendano a zero come una funzione 
Tx) 


ositiva 
Pp pg 


che è integrabile fino all'infinito ($$ 538-544). Caso in cui 


mancando alcune delle condizioni poste si può colle trasformazioni 
della fine del capitolo precedente passare ad altre equazioni per le 
quali sono soddisfatte. Applicazione alle equazioni del second’ordine, 


con che in particolare si ritrovano i valori asintotici dati dal signor 


Kneser per certe equazioni dello stesso ordine ($$ 545-548). Caso in cui 
la equazione caratteristica della equazione limite aggiunta ha radici 
uguali. Valori asintotici per tutti o per alcuni degli integrali in questo 
caso, ponendo però condizioni più restrittive pel modo di tendere a zero 
delle differenze a; — a; al crescere indefinito di x ($$ 549-553). 


Altre applicazioni delle formole generali (p. 780). 


Espressioni degli integrali delle equazioni lineari, e delle varie fun- 
zioni che in questi figurano quando pei moltiplicatori z,, 23; ...} Zn-1 SÌ 
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prendono le funzioni 1, x, x?,...,2"-?, e l’ultimo 2, si determina in 
modo che sia soddisfatta una condizione speciale ($$ 554-555). Esten- 
sione al caso in cui il primo coefficiente a, si annulla all’estremo, che 
per semplicità si suppone essere il punto x=0, dell’intervallo d’in- 
tegrazione ($$ 556-561). Caso delle equazioni del second’ordine. Varie 
forme speciali notevoli per gli integrali di queste equazioni, e appli- 
zioni alla equazione differenziale delle funzioni di Bessel e a quella 
dei periodi delle funzioni ellittiche ($$ 562-571). Un altra espressione no- 
tevole dell’integrale delle equazioni del second’ordine ridotte alla forma 


Y"+a,Y=X, corrispondente ai moltiplicatori z,== sen px, 2== cos px, con p 


quantità costante. Applicazione al caso delle funzioni di Legendre X,, , 
e a quello delle funzioni di Bessel ($$ 572-575). 


XXVIII. Integrazione per serie delle equazioni differenziali ordi- 
narie. Altri metodi particolari d’integrazione . . . + pag. 809 


Integrazione per serie di Taylor (p. 809). 


Considerazioni e procedimenti generali. Esempî ($$ 576-580). Caso delle 
equazioni lineari generali. Polinomî integrali per alcune di queste 
equazioni ($$ 581-583). Applicazione al caso delle equazioni lineari 
omogenee del second'ordine. Polinomî di Legendre, di Jacobi e di 
Tchebitcheff ($$ 584-588). 


Integrazione delle equazioni col metodo dei coefficienti e espo- 
nenti indeterminati (p. 822). i 


Generalità. Esempî. ($$ 589-590). 
Integrazione delle equazioni per integrali definiti (p. 826). 


Caso della funzione I(x) di Bessel ($ 591). Espressioni date da Jacobi, 
per mezzo d'integrali definiti, per alcuni integrali della equazione 
(e -a)(b-x)y+(pxe+v)y+a,y=0 nella quale a, d, 1, v e 4, sono quantità 
costanti ($$ 592-594). Estensione delle stesse formole al caso di integrali 
di altre equazioni anche di ordine superiore ($$ 595-599). 


Caso inverso d’integrali definiti che si calcolano colla integra- 
zione di equazioni differenziali (p. 837). 


Esempî varii relativi a questi casi ($ 600). 


XXIX. Breve studio sui sistemi di equazioni differenziali si- 


È 
r 
V- 
“ 
î 
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Riduzione dei sistemi di due o più equazioni differenziali simultanee 
mediante derivazioni e eliminazioni alla integrazione di equazioni dif- 
ferenziali che contengono una sola funzione incognita ($$ 601-604). Con- 
siderazioni per la riduzione della integrazione delle equazioni differen- 
ziali di ordine superiore e dei loro sistemi a sistemi di equazioni diffe- 
renziali del prim’ordine ($$ 605-606). 
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Sistemi di equazioni simultanee del prim’ordine . 845). 


La ricerca degli integrali dei sistemi di equazioni differenziali del 
OR (E LAS 1315 PINS 1 10 POI 3° don 
rim'’ordine r==<...=-= 

È CERA I 


particolari indipendenti di una equazione a derivate parziali e lineare 


può ridursi a quella di » integrali 


pure del prim'ordine 


dY ROME OY dY 
pr rr rr 0 


0xn 


con n--1 variabili indipendenti ($$ 607-612). 
Moltiplicatori di Jacobi (p. 853). 


Cenno sui moltiplicatori di Jacobi pei sistemi indicati sopra di equa- 


zioni del prim’ordine. Il quoziente di due moltiplicatori è un integrale 
dello stesso sistema di equazioni ($ 613). 


Sistemi di equazioni simultanee lineari (p.856). i 


Esempî di equazioni simultanee lineari di prim’ordine che si integrano 
immediatamente ($ 614). Metodo di D’Alembert per ridurre la integra- 
zione dei sistemi di equazioni simultanee lineari del prim'ordine a 
quella di alcune equazioni lineari ordinarie pure del prim’ ordine. 
Esempî($ 615-619). à | 


XXX. Equazioni a differenziali totali . . . . . . . . . pag. 862 


Caso delle equazioni Xdx+Ydy+Zdz=0. Considerazioni generali 
($620-621). La condizione d’integrabilità di queste equazioni. Nel dimo- 
strare che questa condizione è sufficiente si dà anche un processo per 
la determinazione dell’integrale ($$ 622-626). Considerazioni pel caso 
incui la equazione che dà la condizione d’integrabilità non è identica- 
mente soddisfatta ($ 627). Esempî d’integrazione di equazioni a differen- 
ziali totali ($ 628). Casi in cui con un cambiamento di variabili si può 
facilitare la ricerca dell’integrale. Applicazione al caso delle equazioni 
omogenee ($$ 629-630). 


XXXI. Brevi studî sulle equazioni a derivate parziali . . . >» 874 


Considerazioni generali (p. 874). 


I due modi nei quali può porsi il problema della integrazione dalle 
equazioni a derivate parziali ($ 631-633). 


Equazioni che contengono soltanto derivate relative a una stessa 
variabile o che si riducono a queste (p. 876). 


Considerazioni generali. Esempi ($ 634-635). 


gere 


XXXII. Equazioni integrali . 
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Equazioni a derivate parziali del prim’ordine in generale. Inte- 
grale generale. Integrale completo (p. 879). 


L’integrale generale, le soluzioni singolari e l’integrale completo. 
($$ 636-637). Metodo di Lagrange per dedurre l'integrale generale da 
un integrale completo colla variazione delle costanti arbitrarie. Esempî 
($$ 638-641). 


Equazioni del prim’ordine lineari rispetto alle derivate (p. 888). 


Riduzione della ricerca dell’integrale di queste equazioni a quella del 
sistema integrale di un sistema di equazioni differenziali ordinarie del 
prim'ordine. Esempî ($$ 642-649). 


Processi speciali per la integrazione di alcune equazioni a de- 
rivate parziali del second’ordine. Equazioni di Eulero-Laplace. 
Altre equazioni (p. 896). 


Trasformazione delle equazioni a derivate parziali col cambiamento 
delle variabili indipendenti. Caso della equazione delle corde vibranti 
($$ 650-651). Trasformazione di Legendre. Come può giovare per la 
integrazione di equazioni del second’ordine. Applicazione alla inte- 
grazione della equazione s-+pg(rt—s°)=0 ($$ 652-653). Processi di 
Eulero e di Laplace per la integrazione di equazioni della forma 
s+Pp+Q9+Nz=M quando i coefficienti P,Q,N e M sono funzioni 
delle sole variabili indipendenti. Esempî ($$ 654-658). Processo più ge- 
nerale dato da Legendre ($$ 659-662). Integrazione della equazione delle 


superficie sviluppabili r*—s°=0. Applicazione alla ricerca di quegli inte- 


grali particolari di alcune equazioni a derivate parziali del second’or- 
dine che soddisfano alla equazione ré—s?=0, il che giova specialmente 
quando si deve fare uso della trasformazione di Legendre ($$ 663-665). 


Generalità. Equazioni integrali di seconda specie (p. 917). 


Considerazioni generali. Le equazioni integrali di prima e di seconda 
specie col limite superiore dell’integrale variabile (equazioni di Vol- 
terra) o coi limiti ambedue fissi (equazioni di Fredholm). Il loro nucleo. 
Casi di riduzione di quelle di prima specie col limite dell’integrale 
variabile a quelle di seconda specie ($$ 666-670). Prima formola per la 
soluzione delle equazioni integrali di seconda specie quando sono sod- 
disfatte certe condizioni generali ($ 671). Legami che esistono fra le equa- 
zioni integrali di Volterra e le equazioni differenziali lineari. La ricerca 
delle soluzioni di queste equazioni integrali quando il nucleo K (x, y) è 
della forma 


h(Y)K,(2)H+-h(Y)K.()+...4+2,(MKn (2), 


dove K,(x), K.(x),..., K, (x) sono funzioni linearmente indipendenti, si 
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riduce sempre alla integrazione di una equazione differenziale lineare 
omogenea d’ordine » e viceversa (in nota al $ 671). Formola di Di- 
richlet e sue generalizzazioni per la inversione delle integrazioni negli 
integrali multipli, e loro applicazione per la trasformazione della for- 
mola trovata per la soluzione delle dette equazioni integrali di seconda 
specie. I nuclei iterati del nucleo primitivo. La funzione reciproca di 
questo nucleo, e la equazione fondamentale alla quale -essa soddisfa 
($$ 672-676). Quando si riesce a trovare con un processo qualunque una 
funzione reciproca del nucleo di una equazione integrale questa equa- 
zione ammette sempre una soluzione e una sola, e anche la funzione 
reciproca è unica ($$ 677-680). 


Metodo di Fredholm per la risoluzione delle equazioni integrali 
di seconda specie (p.935). 


Considerazioni generali, e ricerca della soluzione della equazione inte- 
grale di seconda specie di Fredholm nella quale il nucleo è XK(x,%), 
cioè ha un fattore } che è un parametro variabile. Il processo di Fre- 
dholm, per quanto non perfettamente rigoroso dapprima, conduce ad 
una soluzione, che si dimostra essere perfettamente giusta ed essere 
ancora unica, anche in casi più estesi di quelli dei paragrafi precedenti. 
La funzione caratteristica e il determinante D(1) del nucleo XK(x, y). 
I valori caratteristici del nucleo, cioè i valori reali e complessi di 
pei quali D(M)=0, sono i soli pei quali in corrispondenza al nucleo 
XK(x,y) può non esistere una soluzione della equazione integrale 
($$ 671-688). Brevi considerazioni relative ai valori caratteristici del 
nucleo ($$ 689-690). Cenno sul passaggio dalle equazioni di Fredholm 
a quelle di Volterra, e su equazioni integrali particolari per le quali 
sono stati fatti studi speciali, e sui sistemi di funzioni ortegonali 
($$ 691-692). 


Brevi studî sulle equazioni integrali di prima specie (p. 950). 


Le considerazioni fatte nel $ 669 (pag. 919-921) pel passaggio dalle 
equazioni integrali di prima specie a quelle di seconda specie si esten- 
dono anche al caso in cui il nucleo K (x,y) è sempre zero per y=x, 
ma pel quale una delle derivate parziali rispetto ad x o ad y del pri- 
m'’ordine o di ordine superiore al primo è sempre diversa da zero per 
y=x ($$ 693-696). Per le equazioni integrali di prima specie per le 
quali il nucleo è della forma 


hi (Y)K,(c)+h,(Y)Ko(2)+.. +4; (MK: (2), 


essendo le K,(x), K,(x),..., Ki (x) funzioni linearmente distinte, la s0- 
luzione della equazione integrale si trova senza alcuna integrazione 
o colla integrazione di un equazione differenziale lineare completa di 
ordine inferiore ad i—1. ($$ 697-698). 
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Studî speciali sulle equazioni integrali di prima specie nelle quali 
il nucleo K(x,y) può presentare singolarità per y=x (p.957). 


Considerazioni generali. Si richiama un processo, da me usato nel 
Vol. XVII degli Annali delle Università Toscane nel 1880, che è una 
estensione del processo seguito da Abel per un caso particolare trat- 
tato da lui. In questo processo si introduce una funzione ausiliaria 
0(x, &) di due variabili x e £ che poi deve determinarsi in modo da sod- 
disfare a una certa condizione speciale, e si giunge allora a una nuova 
equazione integrale di prima specie che in molti casi coi processi dei 
$$ 693-693 si riduce a una di seconda specie la cui soluzione è anche 
soluzione della equazione data ($$ 699-702). Applicazione del nuovo 
G(x, 4) 

(ey) 

9<\X<1e G(x,y) finita, continua ecc. ($$ 703-704). Altre considerazioni 
in parte esposte nel ricordato Vol. XVII degli Annali delle Università 
Toscane, che conducono ad una formola generale che dà sotto forma 


processo al caso in cui il nucleo K(x,y) è della forma 


semplice la soluzione della equazione integrale di prima specie per casi 
notevoli ($$ 705-710). Una osservazione per la quale l’applicazione 
dei processi precedenti conduce in certi casi a risolvere due equazioni 
integrali di prima specie ad un tempo ($ 711). 


Riduzione delle equazioni integrali di seconda specie a equazioni 
integrali di prima specie (p.973). 


Nel caso generale questa riduzione può farsi in infiniti modi valendosi 
dei processi dei $$ 699-702 che riportai da quelli esposti nel Vol. XVII 


degli Annali delle Università Toscane. Considerazioni e applicazioni 


particolari ($$ 712-715). 


XXXIII. Gruppi di punti o di numeri e loro misure. Funzioni 


MO ST 


misurabili. Integrale di Lebesgue  . 0. . . .... >» 
Denominazioni principali relative ai gruppi (p.977). 


Gruppi derivati. Gruppi di prima e gruppi di seconda specie. Gruppi 
chiusi, gruppi concentrati e gruppi perfetti. Gruppi integrabili, gruppi 
densi in tutto un intervallo e gruppi complementari. Punti interni 
in senso largo e punti interni in senso stretto ($$ 716-720). 


Potenza di un gruppo. Gruppi numerabili e gruppi non numera- 
bili (p. 980). 


Gruppi della stessa potenza. Gruppi numerabili e gruppi non numera- 
bili. Potenza del continuo ($ 721). I gruppi di numeri razionali e così 
quelli formati dall’ insieme di un numero finito o di una infinità nu- 
merabile di gruppi numerabili sono numerabili. I punti di un gruppo 
infinito che non appartengono al gruppo derivato costituiscono un 
gruppo finito o un gruppo numerabile. Conseguenze di questo teorema 
($$ 722-727). 


DICE 
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Punti di condensazione. Gruppi chiusi e gruppi perfetti (p.985). 


I punti di condensazione. Un gruppo non numerabile ha infiniti punti 
di condensazione, e questi punti costituiscono sempre un gruppo per- 
fetto ($$ 728-729). Un gruppo chiuso non numerabile o è anche perfetto 
o si compone di un gruppo perfetto costituito dai suoi punti di conden- 
sazione, e di un altro gruppo che è finito o è un gruppo numerabile 
($ 730). Un teorema fondamentale di Cantor sulla costruzione dei gruppi 
perfetti in un intervallo finito che non riempiono tutto l'intervallo. 
Tale costruzione si fa mediante la soppressione dei punti interni in 
senso stretto di intervalli detti da Baire intervalli cortigui. Questi 
gruppi non sono mai densi considerati in tutto l'intervallo. Esempio 
di tali gruppi ($$ 731-739). 


Misura dei gruppi secondo Borel e Lebesgue. Gruppi misura- 
bili (p. 991). 


Teorema fondamentale di Borel-Lebesgue pel quale ognuno dei punti 
interni in senso stretto di un insieme di intervalli À contenuti in un 
intervallo finito può aversi anche come punto interno di uno o più in- 
tervalli, in numero finito, presi fra gli intervalli stessi A ($ 736). Le con- 
siderazioni alle quali dà luogo questo teorema pongono in evidenza, per 
ogni gruppo tutto contenuto in un intervallo finito, la esistenza di due 
numeri determinati che vengono detti l’uno misura esterna e l’altro mi- 
sura interna del gruppo. Quando queste due misure sono uguali il 
gruppo viene detto misurabile e il valore comune delle due misure è 
detto la misura del gruppo ($$ 737-740). Alcune proprietà di queste 
misure dei gruppi, e dei gruppi misurabili, e condizione necessaria e 
sufficiente perchè un gruppo sia misurabile. I gruppi numerabili sono 
tutti misurabili e di misura zero, e lo stesso è dei gruppi dei punti p 
nei quali una funzione sempre finita in un intervallo finito e integra- 
bile nel senso di Riemann ha oscillazioni O, superiori a un numero 
positivo dato comunque piccolo o ($$ 741-747). Queste misure esterna 
e interna dei gruppi introdotte da Borel e Lebesgue non combinano 
ordinariamente coi numeri detti da Jordan lunghezza esterna e lun- 
ghezza interna dei gruppi; e ordinariamente neppure i gruppi misura- 
bili di Borel-Lebesgue sono gruppi misurabili nel senso di Jordan. Però 
se un gruppo è misurabile nel senso di Jordan lo è anche nel senso 
di Borel-Lebesgue, e allora la lunghezza e la misura del gruppo sono 
uguali, per modo che i gruppi misurabili nel senso di Jordan sono 
soltanto una classe speciale di quelli misurabili nel senso di Borel-Le- 
besgue. Così in particolare il gruppo dei numeri razionali non è misu- 
rabile nel senso di Jordan mentre lo è in quello di Borel-Lebesgue 
(in nota al $ 746). I gruppi costituiti dalle somme, differenze e prodotti 
di gruppi misurabili sono sempre nuovi gruppi misurabili. Proprietà 
per le misure di questi e di altri gruppi che se ne deducono. Il gruppo 
dei punti di discontinuità di una funzione sempre finita in un inter- 
vallo finito e integrabile nel senso di Riemann è sempre misurabile e 
di misura zero ($$ 748-756). 
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Funzioni misurabili (p. 1012). 


Si generalizza l’ordinario concetto di funzione di Dirichlet estendendolo 
al caso in cui i valori di una quantità siano dati o si considerano sol- 
tanto nei punti di un gruppo, anche quando questo non riempie tutto 
l'intervallo. Estensione a queste funzioni di alcune definizioni e pro- 
prietà delle ordinarie funzioni di Dirichlet ($$ 757-762). Definizione delle 
funzioni misurabili ($ 763-764). Le somme i prodotti e i quozienti di 
funzioni sempre finite e misurabili sono sempre misurabili, supponendo 
però naturalmente nel caso dei quozienti che i denominatori siano 
sempre discosti da zero più di un certo numero. Così pure sono mi- 
surabili le funzioni sempre finite e continue in un gruppo di punti 
chiuso, e quindi in particolare sono misurabili anche le funzioni di 
Dirichlet finite e continue in un intervallo finito; e sono pure misu- 
rabili tutte le funzioni di Dirichlet sempre finite in un intervallo finito 
e integrabili nel senso di Riemann ($$ 765-768). 


Integrale di Lebesgue (p. 1018). 


Definizione dell’integrale di Lebesgue per le funzioni misurabili sempre 
finite ($ 769). Per queste funzioni l’integrale di Lebesgue esiste sempre 
ed è unico ($$ 770-771). Il teorema della media per l’ integrale di Le- 
besgue ($ 772). Per una funzione che si considera in un gruppo di punti 
che è costituito dalla somma di un numero finito o di ùna infinità nu- 
merabile di gruppi in ciascuno dei quali la funzione è misurabile, 
l'integrale di Lebesgue è la somma degli integrali relativi alle fun- 
zioni considerate in quei gruppi, quando questi gruppi non hanno punti 
‘comuni o ne hanno soltanto un numero finito o un gruppo misurabile 
di misura zero ($ (73). Da questo teorema se ne deducono altri note- 
voli che portano a concludere che per le funzioni di Dirichlet sempre 
finite e misurabili in un intervallo finito (a, 5), l’integrale di Lebesgue, 
analogamente a quello di Riemann, si presenta anche come il limite 
di una somma XY.7; è; di prodotti degli intervalli è; nei quali si scom- 
pone l’intervallo totale (a, d) moltiplicati per numeri determinati f; 
compresi fra i limiti inferiore e superiore della funzione negli inter- 
valli stessi è; . Di qui risulta che per le funzioni di Dirichlet inte- 
grabili nel senso di Riemann l’integrale di Lebesgue è precisamente 
quello di Riemann ($$ 774-775). Queste considerazioni mettono in chiaro 
come si possono introdurre nell’analisi infiniti altri integrali per le 
funzioni di Dirichlet, sempre finite, e questo anche quando non si pone 
per esse la condizione della loro misurabilità ; e di questi nuovi inte- 
grali tanto l’integrale di Riemann quanto quello di Lebesgue sono casi 
particolari. Giova per questi studî la considerazione di quei numeri 
che ora chiamansi numeri derivati, e che io nel mio libro « Fondamenti 
per la teorica delle funzioni di variabili reali » pubblicato a Pisa nel 1878 
chiamai estremi oscillatorii dei rapporti incrementali per le funzioni 
finite e continue, e giovano pure alcuni teoremi che detti allora su questi 
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numeri ($$ 776-779). Per le funzioni di Dirichlet l'integrale di Lebesgue 
come gli altri integrali ora indicati sono funzioni finite e continue che 
nei punti di continuità della funzione che s’integra hanno sempre la 
derivata che è appunto questa funzione ($$ 780-781). Caso di estensione 
dell’integrale di Lebesgue alle funzioni che prendono anche valori in- 
finitamente grandi positivi o negativi in punti del gruppo che si con- 
sidera. Le funzioni, finite o infinite, alle quali si applica l’ integrale 
di Lebesgue diconsi tutte funzioni sommabili ($$ 782-783). Si accenna 
ad altre estensioni del concetto d’integrale secondo il Sig. Denjoy e 
secondo il Sig. Oskar Perron ($ 784). 


APPENDICE 
I. Complementi sulla integrazione per serie fra limiti infiniti pag. 1033 


Un teorema su questa integrazione per serie che completa quelli dati 
ai $$ 101-102. (p. 147-151). Esempio ($$ 1.4). 


II. Sulla invertibilità degli integrali fra limiti infiniti . . >» 1036 


I risultati dai $$ 132-136 (p.195-203) si riducono sotto forma più sem- 
plice, e alcuni anche si completano e si estendono. Una applicazione 


($$ 1-8). 
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